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Par  un  point  O  {fig.  1) ,  donné  sur  un  diamètre  AB  ,  on 
mène  à  la  circonférence  une  sécante  OMM'  :  démontrer 
qu'en  joignant  les  points  d'intersection  M  et    M'  avec  le 

centre  C ,  le  produit 

MCA  MCA 

tang  — ^  lan-  -^  , 

est  constant  pour  toutes  les  sécantes  menées  du  point  O  à  la 
circonférence. 

MCA 
Si  nous  joignonsMB,  M'B,  on  saitque  l'angle  MBA  =  — ^ , 

MCA 
et  l'angle  MBA  =  ■.  La  question  est  ramenée  à  faire' 

voir  que  le  produit 

(anp:.lBAtangiM'RA 
est  constant. 
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Joignons  MA ,  M'A  ;  dans  les  triangles  rectangles  BM A  ^ 
BM'A ,  une  proposition  connue  donne  : 

AM  AM' 

langMBA=— ,     tang  M'BA  =  gl;  ; 

A  M     A  M' 
donc  tangMBA  tang  M'BA  =  gj^f^- 

Les  angles  MAM',  MBM'  étant  égaux,  comme  inscrits  dans 
un  même  segment,  les  aires  des  triangles  MAM',  MBM', 
sont  entre  elles  comme  les  produits  des  côtés  qui  compren- 
nent ces  angles  ,  donc 

AM.AM'       AMM' 
BM.BM'  ~  BMM' 

Or  les  mêmes  triangles  ont  une  base  commune  MM' ,  leurs 
aires  sont  aussi  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  AP,  BP'  ; 

AMM'       AP 
^^"'   BMF  ^  BP"  "' P'^ '"^^' 

AM.AM'       AP 
BM.BM'  ~  BP' 

AP  OA 

Enûn,  ce  rapport  ^^  peut  se  changer  en  celui-ci  ^^^ ,  à 

Dr  UB 

cause  de  la  similitude  des  triangles  OAP,  OBF.  On  a  donc  : 

OA 
(i)  tang  MBA  tang  M'BA  =  j^y 

OB 

rapport  indépendant  de  la  direction  de  la  sécante,  et  qui,  par 
conséquent,  sera  constant  pour  toute  sécante  menée  du 
point  O  à  la  circonférence. 

Discussion.  L'égalité  (1) ,  vraie  pour  toute  sécante,  le  sera 
encore  à  la  limite,  quand  celle-ci  deviendra  tangente;  alors 
les  deux  angles  M'CA,  MCA  se  confondent  {flg.  2) ,  et  on  a . 

OA 


tang  MBA=— ; 
il  est  facile  de  démontrer  cette  égalité  directement. 
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Dans  le  triangle  rectangle  BiM  A  on  a 

tang  MBA  =  ^  , 
done 


tang^MBA  = 


AM 


BM 

€es  carrés  étant  dans  le  rapport  de  leurs  projeclious  Al  et 
IB  sur  l'hypoténuse  ,  on  aura . 

^r^.  Aï 

tang^  MBA=  — . 
IB 

Mais  le  triangle  rectangle  CMO  donne  • 

OC:  CM::  CM:  CI, 

proportion  qui ,  d'après  une  propriété  connue ,  devient  : 

OC  +  CM:OC  — CM::CM+CI:CM  — Cl  , 
ou  bien 

OC  4-  CB  :  OC  -  CA  :  :  CB  +  CI  :  CA  —  CI , 
ou  enfln 

OB:  OA::  IB  :  AI , 
donc 

*  AI        OA 

lang'MBA=-  =  _i  C.Q.F.D. 

Remarque.  Les  points  I  et  0,  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  leurs  distances  respectives  à  deux  autres  points  A  et  B 
sont  dans  le  même  rapport ,  ont  reçu  le  nom  de  points  con- 
jugués harmoniques,  et  la  ligne  AB  est  dite  divisée  harmo- 
niquement  aux  points  I  et  O. 

Un  autre  cas,  limite,  à  examiner  serait  celui  où  la  sécant«» 
se  confond  avec  le  diamètre  ;  mais  alors  l'un  des  angles  de- 
vient nul ,  Tautre  devient  droit;  et  le  produit  proposé  prend 
la  forme  indéterminée  0  x  x  ;  on  peut  encore  dire  qu'il  est 

.     ,  ,  OA 
égal  a  ^^ 
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Lorsque  le  point  O  au  liou  dV'tre  extérieur  au  cercle  est 
intérieur  {flg  3),  l'ég^alité  (1)  est  encore  vraie.  La  démons- 
tration est  absolument  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  pour  le  cas  du  point  extérieur,  seulement  pour  passer 

^  AM.AM'         ,   .  ^        .       AMM' 
du  rapport  ^^  q^,  a  celui  des  aires  -g^jyjT.on  ne  s'appuie 

pas  sur  ce  que  les  anp^les  M  A  M'  et  MBM'  sont  égaux  ,  mais 
sur  ce  qu'ils  sont  supplémentaires;  dans  ce  cas  le  théorème 
qui  a  servi  est  encore  vrai. 

Dans  le  cas  particulier  où  MM'  est  perpendiculaire  au 
diamètre  {fig.  4) ,  les  angles  MBA  ,  M'BA  sont  égaux ,  alors 


:2 


A  M        OA 

tang  MBA  tang  M'BA  =  tang'  MBA  =  :z=z7  =  j^. 

BM        ^B 

Enfin  si  le  point  O  se  confond  avec  le  centre  C  [fig.  5) ,  le 

OA 
rapport  -—  devient  l'unité  ;  il  faut  que,  pour  toute  direc- 

tion  de  la  sécante  ,  le  produit  tangMBA  tang  M'BA  =  1 . 

AMM' 
Eneffet,commeAM==BM',etAM'=BM, le  rapport-——, 

est  évidemment  l'unité ,  puisque  le  numérateur  est  égal  aiï 
dénominateur. 

Mais  on  peut  dire  plus  simplement,  que  M'BA  étant  le 
complément  de  MBA,  langM  BA  =cotMBA,  donc 

tang  MBA  tang  M'BA  =  tang  MBA  col  MBA  , 

?t  on  sait  que 

tîingMBAcotMBA  —  1. 
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NOTE 

sur  les   équations  d'équilibre  entre  des  forces  quelconques^ 
appliquées  aux  différents  points  d'un  corps  solide  libre. 

PAR  M.  IiAUREiaT, 

ancien  élève  de  l'École  normale. 


Soient  P,P',  P",.-  les  forces  appliquées,  et  sous  l'influence 
desquelles  le  corps  est  supposé  en  équilibre;  représentons  par 
(jT/z),  (o-yz'),  {x'y'z")...  les  coordonnées  de  leurs  points 
d'application  respectifs  ,  et  par  (a^y),  (a'P'7'}...  les  anémies  de 
leurs  directions  avec  des  parallèles  aux  axes  rectangulaires 
des  X,  des  Y  et  des  Z. 

Considérons  la  force  P,  et  désignons  par  u,  t^,  w  les  coor- 
données courantes  de  la  droite,  suivant  laquelle  elle  agit; 
on  aura  pour  les  équations  de  sa  direction  : 

u X  t» — J^  'W — z 

COSa*         COSp  COS7 

Prolongeons  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  plan 
XY,  et  les  coordonnées  du  point  d'intersection  données  par 
les  équations  précédentes  sont 

COS  a  COS  P 

a  =  jc — z ,       i^=ry  —  z  ,      -vv  =  0. 

COS  7  "^  COS  7 

Supposons  la  force  P  transportée  à  ce  point  de  sa  direc- 
tion et  décomposons  la  en  trois  suivant  d<  s  parallèles  aux 
axes  des  X  ,  des  Y  ot  des  Z  ;  ces  composantes  seront  respec- 
tivement 

PcOSu,  Pcôsp,  PcOSy; 
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laissons  la  tbrce  l*cosy,  perpendiculaire  au  plan  XY,  appli- 
quée en  ce  point  ;  la  résultante  des  deux  autres  forces  Pcosa 
et  Prosp  comprises  dans  ce  plan,  est  dirigée  suivant  la  droite 

Il  —  X        u — y 
COSa  COS  p    ' 

laquelle  prolongée  jusqu'à  l'axe  des  X ,  vient  le  couper  au 

point 

cosa 

cosp 

Supposons  encore  cette  résultante  transportée  en  ce  point, 
et  décomposons-la  en  deux  autres ,  égales  aux  précédentes  ; 
P  cos  a  dirigée  suivant  l'axe  des  X ,  et  P  cos  p  perpendicu- 
laire au  même  axe. 

D'après  ce  qui  précède,  la  force  P  se  trouve  remplacée  par 
trois  autres,  savoir  :  Pcosa  dirigée  suivant  Taxe  des  X  ;  Pcosp 

située  dans  le  plan  XY  perpendiculaire  à  l'axe  des  X ,  et  ap- 

cosa        ^    ^  ,. 

pliquee  au  point  uz=jc — y  — -•  enun  Pcosy  perpendicu- 
laire au  plan  XY,  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont 

cos  a  C0S3 

u  =  X —  z  ,       i>  =  y —  z . 

COS  y  COSy 

La  force  P'  pourrait  également  être  remplacée  par  trois 
autres  analogues  appliquées  aux  deux  points  que  l'on  déter- 
mine de  la  même  manière,  et  qu'il  suffit  de  distinguer  des 
précédents  par  l'accentuation   Et  ainsi  des  autres. 

De  sorte  que  le  système  des  forces  données  se  trouve 
transformé  en  trois  groupes  de  forces  :  1"  des  forces  dirigées 
suivant  l'axe  des  X;  S*»  un  ensemble  de  forces  parallèles, 
comprises  dans  le  plan  XY  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  X; 
3°  enfin  des  forces  perpendiculaires  au  plan  XY. 

Mais  pour  que  l'équilibre  puisse  subsister,  il  faut  qu'il  y 
ait  équilibre  dans  chacun  de  ces  groupes  séparément,  sans 
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quoi ,  en  fixant  dans  le  plan  XY  une  droite  arbitraire  ,  les 
forces  perpendiculaires  à  ce  plan  romperaient  l'équilibre,  si 
elles  ne  se  détruisaient  mutuellement  ;  de  même,  si  on  flxe 
un  point  de  Taxe  des  X,  les  forces  perpendiculaires  à  cet  axe 
doivent  se  faire  équilibre  pour  ne  pas  faire  mouvoir  le  corps 
dans  leur  plan  autour  du  point  fixe. 

Or,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  forces  dirigées  sui- 
vant l'axe  des  X,  la  seule  condition  est  que  : 

(1)  PCOS  ^  +  FCOS  a' +  P"C0S  «"+...  =0; 

pour  l'équilibre  des  forces  perpendiculaires  à  l'axe  des  X,  il 
faut  d'après  les  conditions  d'équilibre  entre  des  forces  pa- 
rallèles comprises  dans  un  même  plan  : 

(2)  Pcosp+  P'cosp'  +  P"cos p" -t-  ...  =  0 , 
et 

_,         -   /  COS  a\     ,    ^,         rM  I     ,  ,  COS  a  \ 

Pcos3  (x—y -)  +P'cosa'  I  x'  —  y -^,  I  -f-...  =  0; 

^\       -^  cosp/  ^  \  cosP7  ^ 

cette  dernière  se  transforme  facilement  en 

(3)     P(a:cosp— ^cosa)  +  F  (j:'cosp'— y  cosa')-}-...  =0. 

Enfin  pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  perpendiculaires 
au  plan  XY,  il  faut  les  trois  conditions  suivantes  : 

(4)  P  C0S7-t-  P'cOSv'  +  P^'COS  y"  +  .. .  =  0  , 

■■■»"('-s-;K'^~''{''-'^:)+-.-o, 
'""(--S)+-»'t''-='S)+-=»^ 

ces  deux  dernières  se  réduisent  à 

(5)  P  (xCOSy  —  Z  COSa)  +  P'(-^'  COS  y'  —  s'cOSa')  -f-  . . .  =z  0  , 

(6)  P(:KC0S7— ZCOSP)  +  P'(y  COSy'  — ::'C0Sp')  -f-  ...  =  0. 

Tellos  sont  les  six  équations  générales  d'équilibre  «l'un  sys- 
tème de  forces  quelconques;  et  si  l'on  représente^  respective 
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mont  par  X,  Y,Z,  les  premiers  membres  des  équations  (1), 

(2),  (4)  et  par  L,  M,  N,  ceux  des  équations  (H),  (5)  et  (6),  ces 
équations  deviendront  : 

X=:0,       Y=0,       Z=0, 
L  =  0,       M  =  0,       N  =  0. 

Généralisation  des  formules  précédentes . 

Il  nous  reste  maintenant  à  démontrer  que  les  formules 
trouvées  précédemment  pour  conditions  d'équilibre  sont 
j?énérales,  qu'elles  conviennent  à  toutes  les  directions  des 
forces,  et  qu'il  suffit  d'y  substituer  pour  «Py ,  a'sy,...  les 
valeurs  qui  conviennent  à  la  direction  de  chacune. 

Examinons  un  seul  cas,  qui  comprend  tous  ceux  pour 
lesquels  la  décomposition  précédente  pourrait  offrir  quelque 
difficulté,  celui  où  l'une  des  forces  P*  par  exemple ,  serait 
parallèle  à  l'axe  des  X. 

SoiixiyiZi  ,  les  coordonnées  de  son  point  d'application, 
on  aura  pour  équations  de  sa  direction  : 

ù 

au  même  point ,  appliquons  deux  forces  m  et  —  m  égales  di- 
rectement opposées  et  perpendiculaires  au  plan  XY ,  puis 
prolongeons  la  direction  de  —  m  jusqu'au  plan  XY  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  u  =  JCi  ,  u  =  ji,  cette  force  fera 
partie  de  celles  perpendiculaires  au  plan  XY.  La  résultante 
des  deux  forces  m  et  P  sera  dirifçée  suivant  la  droite 


U  —  Ut  -w  —  z^ 


Pi  m 

et  celle  résultante   ira  rencontrer  h^  plan  XY  au  point 

Pt 

>/  =  .r,  —  Zi  —  ,       f^  —  Xi  . 
m 
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auquel  on  pourra  la  supposer  appliquée.  Ici  décomposons-la 
avec  ses  deux  éléments  Pt  et  m,  la  première  parallèle  à  Taxe 
des  X,  et  la  seconde  fera  partie ,  comme  —  m  ,  du  groupe 
perpendiculaire  au  plan  XY. 

Or  dans  les  conditions  d'équilibre  de  ces  forces  parallèles, 
l'équation  Z  =  0  contiendra  m  — m  ,  qui  est  identiquement 
nul. 

L'équation  M  =  0  renfermera  le  groupe 

/  Pt  \ 

—  mxi  -\-m  (xi  —  z»  —  ) ,  qui  se  réduit  à  —  P»  s»  . 

\  m  J 

Enfln  réquation  N=0,  aura  les  deux  termes  myi  — myi 
qui  se  détruisent  immédiatement.  De  sorte  que  ces  trois 
équations  se  composent  avec  la  force  Pt  précisément  comme 
si  dans  les  équations  générales,  on  avait  fait  a»  =0,  Pi  =90° 
et  7   =  90°  savoir  : 

P»  cos  f i  =  0    dans    Z  ==  0, 
P»  {xi  cos'/i  —  zi  cosczi  )  =  —  Vi  zi      dans    M  =  0 , 
P»  {yi  cos7i  — Zi  cosPt  )  =  0  dans  N  =  0. 

Occupons -nous  maintenant  de  la  force  P»  comprise  dans 
le  plan  XY,  et  parallèle  à  Taxe  des  X.  On  a  pour  équation 
de  sa  direction  t»  =^i . 

Au  point  a  =  xt  de  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit, 
appliquons  deux  forces  a  et  —  u  égales ,  directement  oppo- 
sées et  perpendiculaires  à  l'axe  des  X  ;  prolongeons  —  u 
jusqu'à  cet  axe,  et  là  elle  fera  partie  du  groupe  des  forces 
parallèles  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

La  résultante  des  deux  forces  P»  et  n  sera  dirigée  suivant 
la  droite 

u  —  Xi  V —  Yi 

P^       ~        ~^ 

Vi 
et  rencontrera  l  axe  des  X  au  point  u  —  xi  —-  n  — .  cl  si 
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on  la  décompose  en  ses  deux  éléments  Pi  cl  n ,  la  première 
sera  dirigée  suivant  l'axe  des  X ,  la  seconde  sera  perpendi- 
culaire au  même  axe. 

Or,  dans  les  conditions  d'équilibre  des  forces  parallèles 
comprises  dans  le  plan  XY,  on  introduira  les  termes  n  —  n 
qui  se  détruisent  dans  Y  =  0. 

Dans  l'équation  L  =  0,  on  aura  les  termes 

—  nxi  -\-nlxi  —  jTt  ~  )  qui  se  réduisent  à  —  Viyi  ,  au- 
quel on  parvient  précisément ,  quand  dans  l'équation  géné- 
rale L  -=  0  on  fait  ai  =  0  et  p»  =  90'*,  pour  le  terme 

Pi  [Xi  COSpi  — yi  COSai). 

Enfln  le  terme  P»  qui  se  présente  dans  X  =  0;  correspond 
encore  à  celui  Pi  cos  ai  dans  lequel  on  suppose  que  «i  =  0. 

Donc  dans  les  équations  trouvées,  il  suffira  d'introduire 
chaque  force  avec  sa  direction  quelle  qu'elle  soit. 


RELATIONS  D'IDENTITÉ 

et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du  second 

degré. 

[f^oy.  tQm.  III ,  p.  510). 


LVlll.  Diamètre  de  Newton  i)\\  droite  des  moyennes  dis- 
tances directes. 

Notation.  Si  dans  Pm  fonction  homogène  en  x  et  j,  de 
degré  n ,  on  fait  x^:.\,  y=a,  on  obtient  une  fonction  de  a 
que  nous  désignerons  par  dm ,  a  m  est  la  dérivée  première 
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dd  Um  prise  par  rapport  à  a  ,  a'^m  la  dérivée  seconde  de  um 
prise  par  rapport  à  a  ,  el  ainsi  de  suite. 

Problème.  Que  devient  la  fonction  PmCn  y  remplaçante^ 
par  ax-\-  h. 

Solution.  La  fonction  devient  :  / 

f  1.2 

A  est  le  coefficient  de  y""  dans]  P^ . 

Problème  II.  Que  devient  la  fonction  F  {jc.,y)  =  P^  -j- 
P;n-i  +Pw-2...  +  Poî  t'n  y  remplaçant jr  par  ^j:  +^? 


Solution,  La  fonction  devient  ; 

Cfm^'^+^'m^? 

.»-+.'■'.,;  3 

.r'"-3+. 

.Ab"^ 

-ham~t 

+a'wi-i6 

+««-,2 

A'b""-' 

+  <3f„l-_2 

+  Ci'm-^b 
+  ^'m-3 

A.r^m-3 

A  est  le  coefficient  dej'"*,  A'  le  coefficient  de  j^*"~',  etc. 

Ces  deux  solutions  sont  des  conséquences  immédiates  du 
binôme  de  JNewton. 

LIX.  Théorème  de  Newton  sur  les  diamètres. 

Une  ligne  de  l'ordre  m  étant  coupée  par  des  systèmes  de 
sécantes  parallèles,  si  sur  chacune  de  ces  sécantes  on  dé- 
termine le  point  des  moyennes  distances  directes  des  points 
d'intersection,  tous  ces  points  sont  sur  une  même  droite. 

Démonstration.  Soit  Pm  -f"  Pm-i  +  ...  +  Po  =  0  ,  léqua 
îion  donnée  de  la  ligne;  y=ax-^b^  l'équation  d'une  sécante, 
a  est  une  constante  et  b  une  quantité  variable  ;  soient  X  et 
Y  les  coordonnées  du  point  de  moyenne  distance  des  points 
d'intersection  delà  sécante  avec  la  courbe,  X  sera  aussi 
l'abscisse  du  point  de  moyenne  dislance  des  projections  des 
points  d'inlersoctions  sur  l'axe  des  v  (t.  11,  p.  301):  rempla- 


(34; 
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ranl  dans  I  équation  j' par  fZJt-f-^,  on  obtient (prob.  '2,  LVUI), 

X= -,    Y=:aX-\-0=:- ^ 

mam  mam 

éliminant  b  entre  ces  deux  équations,  et  remplaçant  X  et  Y 
par  jr  et  ^,on  obtient  : 

X  {aa'm  —  niam)  —  ^'mX  =  ^m—t ,  (35) 

équation  de  la  droite  des  moyennes  distances. 

Applications.,  Lignes  du  second  ordre, 

P,  =  V  +  Bx^  +  Cx^     P=Dr  +  Ex,     P(o)  =  F, 

l'équation  (34)  devient  : 

x'(Aa+Ba^-C)+Jt•[2A«6+B/;+D^^+E]+A^'+D6-^-F=0; 
l'équation  (35)  devient . 

^(2Aj^  +  Bx  +  D)  +  2Cx+B^  +  E  =  0. 

Lignes  du  troisième  ordre. 

V,z=  Kf  -\-}Sxy+Qxy-Ylix'  ;  P,  =E/+Fa:j^  +  Gx'; 
P.=FI/  +  U;       Po  =  K, 

a,  =  Afl3+Ba +C^4-D  ;  rt,  =  Ea,+Fû+G  ^  ^,=  H^ +i , 
a'3=3Aa'+2B^-|-C;      û',  =  2Ea+F,    .z^^H, 
a"3=  6Aa  +  2Bj  ^",  =  2E, 

a"3  =  6Ai 

l'équation  (34)  devient 


(Aa3+Btf'+Ca+D)x3+(3A«VB^-fC)Z; 

Ea'+  F<^  +  G 


(2E«  +  F)^I     +E^' 
H^z  +  1    '    +H^ 
+  K, 

l'équation  (35)  devient: 

^i'(3A/-hBx+K)  +  ^ï(2Bj^4-2G+F)+  Cr+3Dx+G  =  0. 
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Corollaire.  Un  triangle  étant  une  ligne  du  troisième  degré, 
ïl  est  facile  d'en  trouver  les  diamètres. 

Observation.  Dans  les  coniques,  la  droite  des  mo}' en  nés 
distances  n'est  autre  que  la  bissectrice  des  cordes  parallèles, 
et  c'est  la    définition     qu'Apollonius  donne  du  diamètre. 

xaXù)   suOeïav  ,   lyciç  iQYfJ.évY)  aTiô  xrjç  xafAiruXT)?  -^poLixiLTic:  iràjaç  xàç 
àYO(X£va(;  Iv  x^  YP^f^'-î^'-^  euôsia  xtvl  TrapaXXv^Xooç  êtya  oiatpet ,  «  j'ap- 
pelle diamètre  de  toute  ligne  courbe  ,  située  dans  un  même 
plan ,  une  droite  qui ,  menée  d'un  point  de  la  courbe  à  une 
autre,  divise  en  deux  parties  égales  ,  toutes  les  droites  pa- 
rallèles à  une  certaine  droite  >  (liv.  I ,  définit.  10).  On  voit 
bien  que  les  diamètres  d'Apollonius  ne  peuvent  exister  que 
dans  les  courbes  planes  dont  Téqualion  peut  se  ramener  à 
ne  renfermer  que  des  puissances  paires  d'une  des  coordon- 
nées ou  de  toutes  deux.  Apollonius  pose  une  seconde  défini- 
tion (définit.  13),  pour  les  diamètres  qui  vont  d'une  courbe 
à  une  autre  comme  dans  l'hyperbole  ;  et  une  troisième  défi- 
nition (déf.  15) ,  pour  des  diamètres  qui  ne  rencontrent  pas 
la  courbe,  dont  l'hyperbole  offre  aussi  un  exemple.  Newton 
a  donné  la  véritable  notion  du  diamètre,  en  appliquant  ce 
nom  aux  droites  de  moyenne  dislance;  il  ne  s'en  sert  qje 
pour  les  lignes  du  troisième  ordre  ;  il  est  évident  que  la  dé- 
nomination est  générale.  Ainsi  à  chaque  sécante  répond  un 
diamètre,  qu'on  peut  désigner  sous  le  nom  de  diamètre  con- 
jugué à  la  sécante  et  vice  versa. 

Corollaire  I.  Si  deux  lignes  de  l'ordre  m,  rapportées  aux 
mêmes  axes  coordonnés ,  ont  en  commun  les  fonctions  P„, 
et  Pm  _  1,  elles  ont  le  même  système  de  diamètre.  Il  suffît 
donc  d'étudier  les  diamètres  dans  la  courbe  donnéo  par  l'é- 
quation Pm+l^w-i  =  0. 

Corollaire  lï.  Si  P^-i  man/|uo  dans  l'équation  ,  a^„  _  ,  est 
nul,  et  dans  ce  cas  tous  les  diamètres  passent  par  un  même 

A.NN.   OE  MatHKMAT.   IV.  ^ 
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poir»! ,  qui  «st  l'origine.  L'cnvoloppc  di'S  diamètres  est  alors 
un  point  auquel  Newton  a  donné  le  nom  de  centre  général^ 
ot  il  appelle  simplement  centre  la  rencontre  de  deux  diamè- 
tres quelconques. 

Corotlaire  III ,  S'il  existe  un  centre  p:énéral,  en  y  transpor- 
tant l'origine,  la  fonclinn  Pm  -  i  disparaît  de  l'èqualion.  Ainsi;, 
pour  découvrir  si  une  courbe  donnée  par  une  équation  a  un 
centre  général ,  on  changera  l'origine  en  conservant  la  direc- 
tion des  axes,  ce  qui  introduit  deux  indéterminées.  Si,  par  des 
valeurs  réelles  et  finies,  données  à  ces  indéterminées,  on  peut 
faire  disparaître  les  m  coefficients  de  la  fonction  Pw-i>  la 
nouvelle  origine  est  le  centre  général  ;  mais  si  l'une  de  ces  va- 
leurs ,  ou  toutes  les  deux  sont  infinies ,  le  centre  général  est 
à  l'infini,  et  on  ne  peut  faire  disparaître  la  fonction  Pw  _  i. 

Applications.  Courbes  du  second  degré.  Môme  équation  que 
ci-dessus  ;  soient  p  et  q  les  coordonnées  do  la  nouvelle  ori- 
gine, il  vient  ■ 

P.  =y(2Ary  +  B/.  +  D)+^(2C/>  +  B7+E); 

égalant  à  zéro  les  coefficients  ût\r  et  de  ^ ,  on  en  tire  les  va- 
leurs connues  des  coordonnées  du  centre  général ,  mais  qui 
deviennent  infinies  lorsque  B'  —  4AC  =  0. 

?,°  Courbes  du  troisième  degré.  Équation  comme  ci-dessus  ; 
pelq  coordonnés  de  la  nouvelle  origine,  il  vient  : 

P,  =y(3Ar/+B/^+E)  +xj{2Bq+2Cp+F)-i-Jo'  {3Bp+Cq+G)  ; 
égalant  à  zéro  les  deux  coefficients  de  j-'  et  de  ar\  il  vient  • 

CE— 3AG 
^~~9AD— BC' 
_  BG  — 3DE 
^  ~  9AD— BC 

Ainsi  pour  que  xy  disparaisse,  il  faut  qu'on  ait  l'équalfon 
de  condition 
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2G  (B*—  3AC)  +  2E  (C^—  3BD)  +  F  (9 AD—  BC)  =  0  , 
(Voir  Euler,  introd.,  t.  II  ,  p.  345). 

Si  l'on  avait  d'abord  fait  disparaître  les  coefficients  de  y^ 
et  de  jTjK,  on  aurait  trouvé  : 

3AF  — 2BE  _    2CE  —  BF 

^  "~  2(B'— 3AC)  '        ^  ■"  !2(B^  —  3AC) 

Mais,  en  vertu  de  l'équation  de  condition ,  les  deux  valeurs 
de  p  sont  égales  ;  il  en  est  de  même  des  valeurs  de  ^  ;  de 
sorte  que  l'équation  de  condition  peut  se  mettre  sous  ces  six 
formes  : 

2(B'  — 3AC)    (CE  — 3AG)  =  i9AD  — BC)  (3\F        BE), 
2(B'— 3AC)    (BG  — 3DE)  =  (9AD  -  BC)  (2CE  — BF), 
2(C'— 3BD)    (CE  — 3AG)  =  (9AD      BC)(2BG— CF), 
2(C'  — 3BD)    (BG— 3DE)  ^  (9AD— BC)(3DF  — 2CG) , 
(B^  -  3AC)  (2BG  —  CF)    =  (C  —  3BD)  (3 AF — 2BE) , 
(B*  —  3  AC)  (3DF  —  2CG)  =  (C'  —  3BD)  (2CE  —  BF) . 

Si  B'  —  3 AC  =  0 ,  il  faut  qu'on  ait  ou  9 AD  —  BC  =  0 ,  ou 
3AG  —  2BE  =  0  ;  dans  le  premier  cas ,  le  centre  général  est 

à  l'inGni  :  dans  le  second  cas,  on  a  »  =  -  :  il  existe  alors  une 

inûnité  de  centres  généraux,  tous  distribués  sur  des  droites: 
ainsi  que  nous  le  dirons  plus  loin  ,  ce  qui  est  intuitif  lorsque 
la  courbe  se  réduit  à  trois  droites  parallèles. 

Corollaire.    Le  coefficient  angulaire    du    diamètre    est 

aa  —  mam. 

;  celui  de  la  sécante  est  a  ;  on  connaît  donc  la 

tangente  de  l'angle  de  ces  deux  droites  :  lorsque  cet  angle  est 
droit,  le  diaraclrc  prend  le  nom  d'axe-,  la  tangente  de  l'angle 
que  fait  un  axe  avec  la  sécante  conjuguée  étant  infinie,  si 
les  coordonnées  sont  aussi  à  angle  droit ,  on  a  pour  équation 
<^^(^'H-  1) —  marim  ==  0.  Equation  du  degré  m  :  ainsi  toute 
ligne  du  degré  m  a  au  plus  m  a\(»s. 
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Application  aux  lignes  du  froinème  degré.  On  trouve 
toute  réduction  faite  : 

B^^^  +  [^2C  —  3  A]  a'  +  [3D  —  2B]a~C=0. 

LXI.  Problème.  Quelles  sont  les  courbes  algébriques  dont 
tous  les  diamètres  s;)nt  parallèles? 

Solution.  Le  coelficienl  angulaire  doit  donc  être  égal  à 
une  quantité  constante  que  nous  représentons  par  k;  d'où 

l'on  tire  —  = ;  remontant  aux  fonctions  pnmitr'cs, 

il  vient  logam=  "i\og{a  —  k)-\-\ogf,  où/  représente  la 
constante  arbitraire, aussi  am=f{^-'  ^T  ^^  Pm=/{y—kx)"'; 
eu  vériflant,  on  trouve  qu'en  eflVt  le  coetficient  angulaire 
des  diamètres  est  constamment  cgal  à  k  ;  faisant  m=z2  ,  on 
a  la  parabole  ordinaire  ^  et ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m, 
nous  verrons  que  louies  ces  courbes  sont  du  genre  dit  para- 
boliques. 

Corollaire.  Si  l'on  a  Pm  =f{y—  kxf",  et  P„î_,  =  0,  la 
courbe  n'a  qu'un  siul  diamètre,  savoir  y=kx. 

LXII.  Problème.  Une  ligne  de  l'ordre  m  étant  donnée  par 
une  équation ,  et  connaissant  le  coefficient  angulaire  d'un 
diamètre,  construire  ce  diamètre  et  une  sécante  conjuguée. 

Solution.  Regardant  a  comme  l'inconnue  dans  l'expres- 
sion du  coefficient  angulaire  du  diamètre  ,  on  a  une  équation 
du  degré  m—  1 ,  et  «  est  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante 
conjuguée;  on  exclut  le  cas  où  tous  les  diamètres  sont  pa- 
rallèles. 

Corollaire.  Ainsi  une  ligne  de  l'ordre  m,  ne  peut  avoir 
que  m  —  1  diamètres  de  même  direction. 

LXIll.  Problème.  E'ant  données  une  ligne  par  son  équa- 
tion et  une  droite  j =/-.<: +5,  dans  le  plan  de  la  ligne;  quelle 
relation  doit  exister  entre  r  et  5,  pour  que  cette  droite  soit 
un  diamètre  ?  ... 
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^  ,     .        ^                aa^ — îtiam                   am~i        .... 
Solution.  On  a  r= ^  s  = —  ;   eliiiii- 

d  m  ^  m 

nant  a  entre  ces  deux  équations ,  on  obtient  la  relation  cher- 
chée qui  ne  peut  dépasser  le  degré  {m  —1)'. 
Application.  m=2;  on  trouve  pour  relation  : 

5(B^— 4AC)  +  r(2AE— BD)  =  2CD  — BE. 

LXIV.  Théorie  des  diamètres  conjugués. 

Soit     Aam  =  A„a"'+A.a*"--fA,a*"-^+...Aw, 

am-t  =  B^a""-'  +  B.^"*-^  -f  B,^"-^  + . . .  B^_, . 

Soit  a^  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  conjugué  au 
ûiaimèlTey  =  ajc'-{-b' ,  on  aura  d'après  ce  qui  précède  : 

a'  [mA.a*"-'  +  [m  -  1  )  A,a^-'  + . . .  A^,]  + 


.      (1) 
+  A.a"-^+2A,a*"-'+...mAm=cr:0     * 

Si  le    diamètre  j  =  ax'-{-b  doit    aussi  être  conjugué   au 
diamètre  y'  =  ax'  -\-  b' ,  l'on  doit  avoir  : 

^z[mAo^""-+(m  — l)Ay"-'  +  ...Am-l]^- 


+  A.«'"*-'+  A^^-'-f  ...  mk,n  =  0  ,      )      ^''^^ 
soustrayant  (2)  de  (1)  ,  et  divisant  par  a  —  a\  il  vient  : 

+(/7i-l)A.W[^*"-H«''"-4+^a'(^"'-'-^^'^-VaV^(a"*-«+a'"'-«)4-...] 

4-(m— 1)  Aw_,  =  0. 

Faisons  aa!=zu^  a-^-a—t^;  a  et  a'  seront  racines  de 
l'équation  ^^ —  ui-\-  t^  =  0  ,  et  d'après  la  théorie  dos  fondions 
symétriques,  on  sait  que  a''-{-  a'^  sont  des  fonctions  de  degré 
A: ,  de  M  et  de  t^  ;  donc  l'équation  (3)  est  au  plus  du  degré 
tn—  2,  des  mêmes  variables  a  et  t»,  multipliant  l'équation  (1) 
par  a"^~^  et  l'équation  (2)  par  a'"~"  et  ajoutant ,  il  vient  : 


-f  (m  -  3)  A,^'"'-^/"'-''  irJ'  —  a') -h  etc.  =  0. 


j    (4) 


:3) 
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Divisant  par  a!  —  ^ ,  on  démontre  comme  pour  Téquation  (3) 
qu'elle  s'élève  au  plus  au  degré  m — 2,  en  fonction  de  m  et  p; 
ces  deux  variables  dépendent  donc  de  deux  équations  cha- 
cune de  degré  m  —  2  au  plus  ;  on  a  donc  ce  théorème. 

Théorème,  Une  courbe  algébrique  de  degré  m  ne  saurait 
avoir  plus  de  {m  —-  2)"  systèmes  de  diamètres  conjugués , 
m  étant  plus  grand  que  deux. 

1.  application,  m  =2;  lequation  (1)  devient  : 

Equation  symétrique  en  a  et  a';  elle  se  confond  alors  avec 
l'équation  (2)  ;  a  reste  indéterminé  et  il  existe  une  inûnité 
de  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

2.  m=3, 

3A^V4-  2Baa'+Ca'  +  Ba'+  2G«  +  3D  =  0 ,        (1) 

même  notation  que  ci-dessus , 

ZAa"a  +  2Baa'-\-Ca-\- Ba"-{~2Ca'-\-  3D  =  0,       (2) 
3AW+B(a+  a')  +  C  =  0.  (3) 

Prenant  la  valeur  de  a  dans  (3) ,  et  substituant  dans  (1) ,  il 
vient,  toute  réduction  faite  : 

a='[3AC  — B^]  +  «(9AD  — BC)  +  3BD— G*  =  0; 

les  deux  racines  de  cette  équation  sont  les  coefficients  an- 
gulaires du  système  unique  des  diamètres  conjugués  ;  les 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  équation 

y  (3 Aa*-f  2B^  -|-  G)  +x  {Ba'-j-2Ca-{-  3D)  =  _  E^'—  F^-^G , 
j-(3Aa''+2Bû'-fG)-|-x(Ba'^+2Cû'+3D)=— Ea"— F«'— G, 

d'où 

_  ^^'[3AF-2BE]-Ka+a')[3AG-GË]-|-2BG-GF  _  P 
^  —  2aa'{^AC—B')-+{a-hu')  (9AD  -  ■BC)+2(3BD— G')  ~  Q' 

ou 

3BD  — G'  ,       BG      9AD 

''''=Jag^¥^      ^'  +  "^3AG-B- 
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substituant  ces  valeurs ,  on  a 

Q  =  4  [3 AC  —  B']  [3BD  —  C^]  —  (9 AD  —  BC) . 

Si  Q  !>  0,  rt  et  a!  sont  imaginaires;  mais  l'intersection  des 
diamètres  est  toujours  réelle.  Dans  ce  même  cas  les  trois 
racines  de  l'équation  kcC-\-^a}-{-Çia-\-\Sz=zÇs  sont  réelles 
{V.  t.  III ,  p.  164),  et  réciproquement  lorsque  les  racines 
de  cette  équation  sont  réelles,  la  courbe  n'a  pas  do  diamètres 
conjugués.  Si  Q=0,  deux  ou  trois  racines  de  cette  équation 
sont  égales,  et  l'intcrseclion  des  diamètres  est  à  l'infini,  les 
diamètres  deviennent  des  asymplotes  situées  à  l'infini  ; 
lorsque  les  trois  racines  sont  égales  ,  tous  les  diamètres  sont 
parallèles,  voir  ci-dessus  (LXI). 

Le  carré  de  la  tangente  de  l'angle  des  deux  diamètres 
conjugués 

~Q  -Q 


■xt 


3AG  —  B^      [B^-  3AC-f  C^— 3BD+  (OAD-BOcos/J 
7  étant  l'angle  des  axes. 

Lorsque  les  diamètres  conjugués  existent ,  en  les  prenant 
pour  axes,  il  est  évident  que  tout  ce  qui  multiplie  y""  et  x" 
disparait ,  et  l'équation  se  réduit  à  cette  forme  : 

Ar^  +  D^-3_j_  |,>^  +  \\y  +  E^+F  =  0. 

Exemple:  y^x  —mx^y  —  «jty=0;  équation  du  système 
de  trois  droites ,  on  a  A  =  0  ,  B  =:  1 ,  G  =  —  m ,  D  -^  0  , 
E  =  0,  F  =  — «,  G=0. 

L'équation  aux  diamètres  conjugués  se  réduit  à  à'—ma-^- 
m'=  0;  ainsi  les  diamètres  conjugués  n'existent  pas  ; 

n 
~~        3m* 

n 
On  trouverait  de  même  j  = -[- ,    i   d'xwàx    1      p«Miî(    réel 

d'intersection  e&l  le  centre  dr  gravité  de  l'aire  du  triangle 


—  2k  — 

LXV.  Théorie  des  enveloppes  diamétrales. 

Problème.  Trouver  l'enveloppe  des  diamètres  d'une  ligne 
de  degré  m? 

Solution.  On  a  pour  l'équation  d'un  diamètre  l'équa- 
tion (35),  (LIX)  ;  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  ^,  il 
vient  Jo  [{\  —  m) a' m  —  aa"ni]  —  ^"mj  =  ^"w— i ;  a  étant 
connu ,  on  a  ainsi  deux  équations  du  premier  degré  entre  x 
et  j-;  on  peut  donc  déterminer  pour  chaque  valeur  de  a,  les 
coordonnées  du  point  où  le  diamètre  louche  son  enveloppe; 
et  si  l'on  élimine  a,  on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe  des 
diamètres  ;  or  l'équation  (35)  est  du  premier  degré  en  x  et 
^,  et  de  degré  m —  1  en  a-,  sa  dérivée  aussi  du  premier  de- 
gré en  X  eXy  est  de  degré  m  —  2;  le  degré  de  l'enveloppe 
ne  peut  dépasser  [m — 1)  {m  —  -l). 

Observation.  L'enveloppe  n'admet  que  m  —  \  tangentes 
parallèles  (coroll.  LXI) ,  donc  la  polaire  réciproque  de  l'en- 
veloppe diamétrale  est  au  plus  du  degré  m~  1  ;  comme  nous 
le  verrons  dans  la  théorie  de  ces  polaires,  le  plus  impor- 
tant progrès  que  la  géométrie  doit  à  M.  Poncelet  \  ainsi  dans 
les  lignes  du  second  degré  ,  la  polaire  réciproque  de  l'enve- 
loppe est  une  droite  ;  donc  l'enveloppe  diamétrale  est  un 
point;  ce  qui  est  évident.  Tm. 


NOTE 

sur  la  discussion  de  l'équation  générale  du  deuxième  degré 

à  deux  inconnues. 

PAR   M.  AX.FRXD  RODRIGUES. 


I.Soit 

(1)         Ay  +  hxy  -\-Cx'  +  hy  +  E.r-f-F=0, 
l'équation  d'une  courbe  dite  du  deuxième  degré ,  si  .r  et  f 
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sont  les  coordonnées  rectilîgnes  d'un  point  dont  l'angle  est  G. 
2.  Si  je  suppose  que  {Jo',y)  soit  un  point  de  la  courbe  , 
l'équation  (1)  pourra  être  mise  sous  la  forme  (2)  : 

[2A(^+y)  +  B  (a:  +  x')  +  2D]  [y-y')  + 


^^^      '   +[B(jr-hy)  +  2C(x+x')  +  2E](x  +  y)  =  0. 

3.  y — y=  m  {x — x^)  est  l'équation  d'une  droite  passant 
par  le  point  (x',  y) ,  elle  peut  représenter  à  volonté  ou  des 
cordes  parallèles  ou  des  sécantes  à  la  courbe  en  {x\  y) ,  sui- 
vant que  l'on  supposera  m  ou  y,  or' constants. 

4.  Soit  m  constant,  l'équation  (2),  en  y  faisant  entrera, 
deviendra  celle  du  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  la  direction  m, 

(3)  (2Aj- +Bjr  +  D)  m-hBy  +  2Qx+'E=0 , 

d'où  l'on  conclut  que  ce  lieu  est  une  droite  dont  le  coefficient 
angulaire  m'  est  tel  que 

(4)  2Amm'+B(m  +  m')4-2C  =  0, 
ou  que 

{2Am+B)(2A/7i'+B)  =  B'  — 4AC, 

ce  qui  permet  de  distinguer  les  trois  espèces  des  courbes  du 
deuxième  degré  par  leurs  différences  caractéristiques. 

Si  B'  — 4AC  <0,m  n'est  jamais  égal  à  m',  et  il  y  a  une 
infinité  de  diamètres  conjugués, 

B 

B'  —  4AC=0,  quelque  soit  m,       m  = — -—  , 

B'  — 4AC>>  0,  m  est  égal  à  m'  pour  les  valeurs 

~B±\/b  -4HC         .,  .   r    .^    A'       . 
^  Ql  ,1  y  a  une  mnnite  de  diamètres  con- 

jugués. 

5.  Une  autre  conséquence  de  la  forme  de  l'équation  (3), 
c'est  que  toutes  les  courbes ,  dont  les  équations  ne  dilTèrenl 
que  par  le  terme  F.   ont  les   mêmes  diamètres.  On  en  dé- 
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duira  une  construction  très-facile,  pour  une  courbe  du 
deuxième  degré,  étant  donnés  un  de  ses  points  et  une  courbe 
de  môme  espèce,  et  dont  l'équation  ne  différerait  de  la  sienne 
que  par  le  terme  tout  connu. 

6.  Supposons  maintenant  que  (r',  j')  soit  flxe  et  que  m  va- 
rie ,  l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  y  =  rn!x-\-k^ 

où  k  est  une  fonction  du  premier  degré  de  [pc\y')^  et  est  par 
conséquent  déterminée  pour  ce  point  {x\  y").  La  droite,  que 
cette  équation  représente  devra  contenir  le  deuxième  point 
d'intersection  de  la  sécante  passant  par  (j:',y),  si  cela  ar- 
rive. Or  il  est  évident  qu'il  y  aura  un  point  d'intersection  tant 
que  m  ne  sera  pas  égal  à  //i',  ou  tant  que  l'on  n'aura  pas 

(6)  Am^-|-Bm+G  =  0, 

équation  qui  n'est  possible  que  si  B*  —  4AC  =  ou  ^  0. 

7.  L'équation  (6)  démontre  donc  ce  que  l'équation  (4)  nous 
avait  fait  pressentir  en  passant  aux  limites ,  c'est  que  dans  les 
courbes  où  B^  —  4AC  =  0,  il  y  a  un  système  de  droites  paral- 
lèles qui  ne  rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point,  et 
dont,  par  conséquent,  le  diamètre  conjugué  est  parallèle  à 
leur  direction ,  et  que  dans  celles  où  B' — 4  AC  >>0 ,  il  existe 
deux  systèmes  de  droites  parallèles  qui  ne  rencontrent  la 
courbe  qu'en  un  point  ;  ces  considérations  permettent  de 
ranger  les  courbes  du  deuxième  degré  en  courbes  fermées , 
pouvant  se  réduire  à  une  portion  de  droite  B  —  4AC<C0, 
courbes  à  deux  branches  infinies,  B'  —  4AC  =  0,  et  enfin  les 
courbes  à  quatre  branches  infinies ,  pouvant  se  réduire  à 
deux  droites  B'  —  4AC>>0,  et,  dans  ce  dernier  cas,  il  est 
toujours  facile  d'oblenir  deux  droites  ayant  les  mêmes  dia- 
uièlres  que  la  courbe  proposée 

8.  L  équation  (2)  nous  donne  directement  les  coordonnées 
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d'un  point ,  tel  que  toute  corde  y  passant ,  y  soit  divisée  en 
deux  parties  égales.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  (a,  b)  les 
coordonnées  d'un  point  O  tel  que 

En  effet  si  ^"t*^  =  b ,  £Il£.  =  a,  le    point  O   est  le 

centre  de  la  courbe.  Les  équations  (7)  sont  compatibles  pour 
2 A  _  Ji^  _  D 
B"  ~  2C  ~"  E 


-r-  =  — -  =  — ,  d'une  inûnité  de  manières,  et  incompatibles 


pour  B' —  4AC  =  0 ,  2AE  —  BD       0 ,  on  en  voit  aisément 

la  raison. 

9.  On  conclut  facilement  de  l'équation  (2)  quelles  sont  les 
courbes  du  deuxième  degré,  où  le  centre  est  un  point  de  la 
courbe,  car,  si  l'on  considère, une  transformation  très-sim- 
ple change  cette  équation  en  celle-ci  : 

(8)    K{y—by  +  B  {y  -  b)  [x—  a)  +  C{x  —  ay=^0  ; 

cette  équation  peut  se  décomposer  en  deux  autres  du  pre- 
mier, la  courbe  est  donc  un  système  de  deux  droites  qui  se 
rencontrent  au  point  {b,  a),  ou  une  seule  droite,  si 
B'— 4AC=:0,etmême  un  point  siB'— 4AG<0. 

10.  Dans  le  cas  où  B' — 4AC>0,  l'équation  (8)  représente 
en  général  les  deux  droites  dont  le  système  est  une  courbe 
concentrique  et  semblable  à  la  courbe  proposée ,  et  dont 
l'équation  est  (2)  ou  (1). 

11.  Toutes  les  courbes  du  deuxième  degré,  ayant  un  cen- 
tre ,  peuvent  avoir  une  équation  de  la  forme  suivante  : 

(9)    A  {y—by  +  B{j-—b)  [x  —  a  +  CiJC  -  uy  =  k. 

(12)  On  eût  pu  déduire  le  centre  de  la  rencontre  des  dia 
mètres  conjugués  en  partant  de  1  équation  (3). 
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13.  Une  taiigeiile  est  une  corde  qui  ne  rencontre  la  courbe 
qu'en  un  point ,  ou  dont  les  deux  points  d'intersection  se 
confondent.  Soit  donc  (^',  j^')  le  point  de  tangente  d'une 
droite,  et  m  son  coefficient  angulaire,  le  diamètre  conjugué 
des  cordes  parallèles  à  cette  tangente,  devra  rencontrer 
la  courbe  au  point  {x\y)  5  on  aura  donc  identiquement  : 

L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  {x\  y')  est 
donc 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  symétrique  par 
rapport  à  jtk,  x'y  -. 

]  +E(.r +  ^')AF  =  0. 

On  en  déduit  plusieurs  conséquences  connues  sur  les  sé- 
cantes et  les  lignes  de  contact.  Il  est  bon  de  remarquer 
qu'une  méthode  tout  à  fait  semblable  s'appliquerait  parfaite- 
ment à  la  discussion  de  l'équation  générale  du  deuxième  de- 
gré à  trois  inconnues. 


NOTE 

Sur  la  résolution  d'un  système  général  de  m  équations  du 
premier  degré  entre  m  inconnues. 

PAR  m    H.  DE  FÉRUSSAC, 

élève  de  M.  VINCENT. 


Je  prends  la  notation  adoptée  dans  la  discussion  des  équa- 
tions du  premier  degré.  Dans  cette  notation  la  lettre  qui 


—  29  - 

servait  à  représenter  les  termes  connus  dans  son  système, 
sert  dans  le  système  suivant,  de  coefficient  à  la  nouvelle 
inconnue  introduite. 

En  passant  d'un  système  à  un  autre,  j'introduis  une  nou^ 
velle  inconnue  et  une  nouvelle  équation. 

L  équation  ax=b  donne  x  -.^r.  -  ^=:  —, 

a        A 

Le  système     ,  T  , ,  ,  \  résolu  par  le  calcul ,  donne 

ax-f  by-=  c    ( 

cb'  —  bc'         cb' — bc'         A. 

(1)  X 


(2)  y 


ab'—ba'         Ab'—Ba'         D' 
ac' — ca'       B. 


A^;'— B^'        D 


Le  dénominateur  de  ces  nouvelles  valeurs  s'obtient , 
comme  on  le  voit ,  en  multipliant  le  dénominateur  de  la 
valeur  du  système  p-écédent  par  le  coefficient  de  la  nouvelle 
inconnue  dans  la  dernière  équation,  et  en  retranchant  le 
produit  du  numérateur  de  l'inconnue  du  premier  système  , 
par  le  coefficient  correspondant  à  la  même  inconnue  dans 
cette  dernière  équation. 

Cette  loi  se  vérifie  de  même  pour  un  système  des  trois 
équations  à  trois  inconnues.   La  dernière  des  équations  est 

a"x-\-by-{-c"z=  d\ 

et  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x ,  obtenu  par  le  calcul , 
est 

(ab'—  ba)  c"  —  (c6'  —  bc)  a!'  -  (ac  —  ca!)  b'\ 

ou  bien  remontant  aux  valeurs  (1)  et  (2), 
Bc"—  A, a'—  \),b". 

En  observant  ce  nouveau  dénominateur,  on  voit  qu'il  se 
forme  de  celui  du  système  précédent ,  suivant  une  certaine 
loi  qui ,  généralement  énoncée  ,  est  la  suivante 
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Connaissant  les  valeurs  des  inconnues  d'un  système  de  n 
équations  à  n  inconnues,  pour  avoir  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  d'un  système  de  (n-\-\)  équations  à  (n-\-\) 
inconnues ,  on  multiplie  le  dénominateur  des  valeurs  du 
premier  système,  par  le  coefficient  de  la  nouvelle  inconnue 
dans  la  nouvelle  équation-  Puis  on  en  retranche  les  produits 
respectifs  des  numérateurs  des  /^  inconnues  du  premier  sys- 
tème par  leurs  coefficients ,  dans  la  dernière  du  nouveau 
système.  Quant  au  numérateur  il  se  forme  toujours  du  dé- 
nominateur en  remplaçant  le  coefficient  de  l'inconnue  que 
Ton  considère  par  le  terme  tout  connu. 

C'est  cette  loi  qu'il  s'agit  de  démontrer.  Soit  un  système 
de  n  équations  à  n  inconnues,  écrit  avec  la  notation  suivante: 

a^x -\-b,jr-\-C,z-\-  ...  +p,u  =  q, 
a,JO  +  h,y  +  c,z  +  ...  +ps^  =  qs 

(1) 


anX -f  bnX  -\-CnZ+  ...  -\-pnU  =z q^ 
J'écris  maintenant  le  système  do  [n-\-  \)  équations  à  («+  1) 
inconnues  sous  la  forme  suivante  .- 

a^x  -\-b,y  -\-cr^  ...  -\-  p^u  —  r.  —  q^t  \ 

a^x  -f  b^y  +  c,z  ...  -\- p^u  =r^~  qji 
a,x  +  b^x -i-c,z  ...  -{- p,u  :=  /-j  —  q,t 


{'^) 


anJC  ■\-  hny  +  CnZ  . .  .-h/?n"  =  r^ — q^t 
an^^x-\-b'^"^^y  -f  Cri-hiz  ...  +i?»i+iM  +  ^»+i^  = /"w+i    i 
Si  la  loi  est  vraie  pour  n  équations,  je  dis  qu'elle  est  vraie 
pour  (w-j-l)  équations.  Soient 

ABC  P 

ÏÏ'    D'    D'  D' 


'•^ 


—  ai- 
les valeurs  du  système  (1).  Le  dénominateur  1)  est,  d'a- 
près la  loi  de  formation,  indépendant  des  seconds  membres 
des  équations;  les  numérateurs  A,  B,  C,  etc.,  s'obtiennent  en 
mettante  la  place  du  coefficient  des  inconnues,  les  termes 
tout  connus. 

Je  considère  maintenant  les  n  premières  équations  du 
système  (2),  et  supposant  les  n  seconds  membres  connus,  je 
résous  ce  système  ;  il  est  clair  que  le  dénominateur  des  va- 
leurs que  j'obtiendrai  sera  D,  puisque  comme  je  l'ai  déjà 
observé,  ce  dénominateur  est  indépendant  des  termes  tout 
connus,  et  que  les  premiers  membres  des  deux  systèmes  sont 
identiques. 

Pour  avoir  les  numérateurs,  celui  de  jc  par  exemple,  il 
me  faudra  dans  A  remplacer  partout  q^-,  q^-,  q^-,  etc.,  par 
r  —  q^t^  r' — qjL,  r^ — ^jif ,  etc  Or,  quarrivera-t-il?  chaque 
terme  do  A  m'en  donnera  deux  :  les  premiers  de  la  forme 
i\^rn  qui  s'obtiendront  en  remplaçant  dans  tous  les  termes 
de  A,  les  lettres  7,,  ^„  etc  ,  par  r„  r„  r^^  etc.  Puis,  les  autres 
de  la  forme  —  \qn^  ;  et  si  dans  ces  derniers  on  met  i  en 
facteur  commun ,  le  résultat  entre  parenthèses  ne  sera 
autre  chose  que  A  dans  lequel  q, ,  ^^,  q^  etc. ,  au  lieu  de 
représenter  les  termes  tout  connus  comme  dans  le  premier 
système,  représcateront  les  coefficients  de  la  nouvelle  incon- 
nue. Pour  indiquer  que  la  somme  des  premiers  termes  est  A 
dans  lequel  on  a  remplacé  q  ,  q,^  q,^  par  r, ,  r,,  r,,  etc.,  je 
représente  cette  somme  par  Ar, ,  et  le  numérateur  de  ?i  dans 
le  second  système  sera  Ar,  —  A^.  Les  valeurs  des  inconnues 
seront  donc  de  la  forme  : 

Ar—At  hr—ht  Cr—Cc  Pr.— P/ 

substituant  dans  la  (/z  +  1  )»«"»«  équation  du  système  (2)  .  et 
chassant  les  dénominateurs  il  vient  : 
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f  (qn+i\) — '^n+iA  —  /^n+iB  —  <^w+iC —  ...  —  pn+iV)  ^=^ 
=  /fl+iD  —  ^M+iAr,  —  bn^i  Br,  —  c^+iCr,  —  ...  — pn+t^Pr^- 

Le  dénominaleur  de  t  sera  la  quantité  comprise  entre  paren- 
thèses. Elle  est  formée  d'après  la  loi  énoncée ,  car  D  est  le 
dénominateur  des  valeurs  du  système  précédent;  A,  B,  C,  en 
sont  les  numérateurs ,  et  entrent  bien  dans  le  dénominateur 
de  t  suivant  la  règle. 

La  loi  ay&nt  été  vérifiée  pour  un  système  de  trois  équa- 
tions est  donc  générale. 

En  examinant  le  numérateur  de  ^ ,  je  vois  que  le  terme 
Tn+iD  se  forme  de  ^w+iD,  en  remplaçant  qn+i  coefficient 
de  t  par  le  terme  tout  connu  r^+i  ;  de  même  le  terme «n+iAr 
se  forme  de  A^+iA  ,  parla  même  méthode. 

Car,  ainsi  que  je  l'ai  observé,  Ar  se  forme  de  A  en  rempla- 
çant partout  ^, ,  ^,,  etc. ,  par  les  termes  tout  connus  r. ,  r^. 
De  même  pour  tous  les  autres  termes ,  donc  enfin  la  loi 
énoncée  est  vraie. 

'"  Observation.  Dans  cette  loi,  pour  avoir  les  valeurs  d'un 
système,  il  faut  avoir  les  valeurs  des  inconnues  du  système 
précédent.  Cet  inconvénient  est  en  partie  commun  .îvec  la 
loi  de  Crammer.  Car  dans  celte  loi,  pour  former  un  dénomi- 
nateur, il  faut  nécessairesnent  connaître  le  dénominateur  des 
valeurs  du  sysléme  précédent  ;  je  n'ai  donc  que  les  numéra- 
teurs en  plus  à  obtenir.  Or  ils  s'obtiennent  par  une  simple 
écriture  ,  sans  opérations  à  effectuer. 

Ce  léger  inconvénient  est  racheté  par  une  loi  qui  s'énonce 
plus  facilement  que  la  loi  de  Crammer,  et  dans  laquelle  il 
n'y  a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  signes,  non  plus  qu'aux 
accents  et  au  rang  des  termes  ;  d'un  autre  côté  les  multipli- 
cations indiquées  sont  toutes  d'une  simplicité  extrême, 
puisque  le  mulliplicateur  ne  contient  qu'une  lettre.  Enfin  , 
les  termes  obtenus  ne  peuvent  pas  se  réduire  entre  eux , 
comme  il  est  facile  de  le  voir. 
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DES  RACINES  INFINIES 

Des  équations    algébriques.  —  Asymptotes   recttlignes    aux 
courbes  que  ces  équations  représentent  (*). 


Quelle  que  soit  la  direction  d'une  droite  asymptote  à  une 
courbe  algébrique,  qu'elle  soit  parallèle  ou  non  parallèle  à 
Taxe  des  ordonnées ,  pour  trouver  les  valeurs  des  coeffi- 
cients qui  déterminent  l'équation  de  celte  droite,  on  est 
toujours  conduit  à  considérer  des  équations  à  deux  variables 
auxquelles  il  faut  satisfaire  par  des  solutions  composées  d'une 
valeur  réelle  et  finie  pour  l'une  des  variables,  et  d'une  va- 
leur infinie  et  réelle  de  l'autre.  C'est  ce  que  nous  allons 
démontrer. 

Parmi  les  différentes  définitions  qu'on  a  données  d'une 
asymptote  rectiligne  ,  j'adopterai  la  suivante  : 

Une  droite  est  asymptote  à  une  courbe ,  lorsque  la  courbe 
se  rapproche  indéfiniment  de' cette  droite  à  partir  d'un  de 


(*)  Plusieurs  observations  m'ont  été  communiquées  au  sujet  de  mes  deux 
premiers  articles  (tome  111 ,  pages  32  et  85),  sur  les  racines  iniiiiies  des  équations 
algébriques.  Peu  différenles,  au  fond  ,  ces  observations  s'accordent  parfaitement 
sur  un  point. Dans  un  dos  articles  dont  il  s'agit,  il  a  été  dit  que  :  la  deteruiinalion 
des  asymptotes  rectilignes  dépend  uniquement  de  la  résolution  d'équations  à 
deux  variables,  en  valeurs  réelles  dont  l'une  serait  inlinie.  C'est  ce  (ju'on  ne 
trouve  pas  sulRsamment  expliqué. 

Les  personnes  qui  ont  bien  voulu  me  faire  savoir  que  de  nouveaux  développe- 
ments à  cet  égard  leur  sembleraient  utiles,  pourront  en  lisant  ce  3'  article, 
reconnaître  dans  les  détails  mémos  où  jo  suis  entré  ,  tout  le  prix  que  j'attache  « 
leur  obligeante  communication. 

Afin  d'être  mieux  compris  des  élèves,  il  m'a  semble  convenable  de  reprendre 
à  son  origine  la  théorie  des  asymptotes.  Un  autre  motif  m'a  aussi  détermine  à 
no  pas  craindre  de  trop  insister  sur  quelques  points  de  cette  tiieorie  c'est  l'm- 
lention  de  contribuer,  autant  qu'il  me  serait  possible,  h  rendre  plus  faciles,  plus 
précises,  les  ob.ieetions  de  roux  (|ui  ne  pjirlagcr.'iieiil  \ui>  mon  avis  sur  la  ques- 
tion (|uo  i'exainme.  G 
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—  Si- 
ses points  ,  et  p'  ut  s  en  rapprocher  aussi  près  qu'on  le  vou- 
dra sans  jan)aiï>  l'a  il  oindre,  à  quelque  distance  que  les  deux 
lignes  soient  prolongées  l'une  et  l'autre 

De  celte  drfiriitioi  il  résulte  que  •  si  une  courbe  a  une 
asymptote  recliligne,  on  pourra  en  proUmgeant  suffisam- 
ment les  deux  lignes ,  trouver  sur  la  courbe  un  point  dont 
la  distance  à  la  droite  sera  moindre  qu'une  <|uantité  donnée, 
quelque  petite  que  soit  celtî*  quantité;  et  si  l'on  continue  à 
prolonger  les  deux  lignes,  les  poiriis  successifs  de  la  courbe, 
à  partir  du  point  obtenu,  se  rapprocheront  de  plus  en  plus 
de  la  droite. 

Pour  qu'une  courbe  ail  une  asymptote,  il  faut  qu'elle  ait 
au  moins  une  branche  qui  puisse  s'étendre  jusqu'à  l'infini. 
Cette  condition  est  évidemment  nécessaire,  mais  elle  n'est 
pas  suffisante. 

L'hyperbole  du  second  degré  a  deax  asymptotes  rectilignes, 
la  parabole  n'en  a  aucune.  Je  cite  à  dessein  ces  exemples 
afin  d'éviter  toute  espèce  d'équivoque,  car  je  sais  que,  dans 
un  autre  ordre  d'idées,  dont  je  n'ai  pas  l'intention  de  m' oc- 
cuper, on  a  trouvé,  en  étendant  la  déti^iition  des  asymptotes, 
que  la  parabole  a  aussi  des  asymptotes  rectilignes. 

En  recherchant  les  équations  des  asymptotes,  je  suivrai 
exactement  dans  le  calcul  la  définition  de  ces  droites.  Je 
supposerai  d'abord  qu'elles  ne  soient  pas  parallèles  à  l'axe 
des  ordonnées  ;  leurs  équations  seront  de  la  U)rmcY=cjo-{-d^ 
les  coefficients  c,  d,  ayant  des  valeurs  finies.  L'équation  de  la 
courbe  sera  représentée  par  jr  =/{^)  »  <^"  supposant  celte 
équation  rc^solue  par  rapport  à  l'ordonnée  j  .  L'expression 
/{a:) ,  pourra  prendre  une  ou  plusieurs  valeurs  différentes 
pour  chaque  valeur  attribuée  à  l'abscisse  jt. 

Si  la  droite  y=cx-\-d  est  asymptote  à  la  courbe  y=f{x)^ 
il  faudra  que,  pour  une  valeur  a  de  x,  (suffisamment  grande, 
la  différence,  ex  +  d—f[x) ,  entre  les  ordonnées  des  deux 
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lignes,  correspondantes  à  une  même  abscisse,  devienne 
moindre  que  toute  quantité  déterminée  5;  et  si  l'on  donne 
à  x  des  valeurs  croissantes  à  partir  de  a,  la  différence 
cx-\-d — f{x) ,  déjà  moindre  que  ^  ^  ira  continuellement  en 
diminuant. 
Or  l'expression  ex  -\-  d  — f{x)  peut  être  mise  sous  la 

d      f{x) 


forme  du  produit  x 


a       j  {X)  -\ 
-\ .   Le  premier  facteur 

X  X      J 

d       f{x) 
X augmentant,  à  partir  de  a,  le  second  facteur  cA '^ — -, 

X  X 

devra  diminuer    continuellement ,   puisque    la    valeur  du 

produit    diminue.    Enfin,     lorsque     x--=qo,    le     facteur 

d      J  [x] 
c-\ devra  s'annuler  ,  sans  quoi  le  produit  serait 

lui-même  infini. 

d 
D'ailleurs,    à    cette   limite,    !e    terme    -     du    facteur 

d      fix) 
c  -\ ^ est  nul ,  car  la  valeur  do  d  est  supjiosée  finie. 

X  X 

fix)  f'x) 

Alors,  on  a  c—- —  :=  0,  d'où  c  =  — —  ;  cl  par  conséquent 

6  =  -  ,  puisque  y  =  f{x) , 

La  courbe  considérée  ne  peut  donc  avoir  une  asymptote 
non  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées ,  qu'autant  que  le  rap- 

port  —  de  l'ordonnée  à  labscisse  deii  points  de  l'une  de  ses 

X 

branches,  tende  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  de  x 
indéfinimeiU  croissantes,  lit  si,  cette  condition  étant  remplie, 
Tasvmptote  existe  réellement ,  le  coefficient  d'inclinaison  de 
cette  droite  sur  l'axe  des  abscisses  doit  être  ésal  à  la  limite 


p' 


y 

vers  laquelle  tend  le  rapport  — ,  et  qu'il  atteint  seulement 
lorsque  I  abseisse  devient  inTînie. 
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Y 

D'après  cela ,  pour  trouver  les  limites  de  —  Gorrespon- 

y 

(îanles  à  x=  oo  ,  je  nomme  c  le  rapport  variable  —  de  l'or- 
donnée à  l'abscisse  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  dont 
i'équalion  sera  n^aintenant  représentée  sous  cette  forme  gé- 

y 
nérale/(jt',j>}  =  0.  L'égalité  —  =  r  ,  Ao\m^y=^cx  ,  et  en 

remplaçant  y  par  ex  dans  f{x  ,  /)  =  0  ,  on  a  l'équation 
/■(jr,  cx)^=.^ ,  qui  détermine  pour  chaque  point  de  la  courbe, 

y 

la  relation  qui  existe  entre  l'abscisse  et  le  rapport  —   de 

X 

l'ordonnée  à  l'abscisse.  C'est  donc  parmi  les  valeurs  finies  de 
la  variable  c,  correspondantes  aux  valeurs  infinies  réelles 
dex,  et  satisfaisant  à  l'équotion /(jt,  cx)=zO,  qu'il  faut 
chercher  les  coefficients  de  l'inclinaison  sur  l'axe  des  abs- 
cisses, des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées. 
En  supposant  que  /{x ,  y) ,  soit  une  fonction  alp:ébrique 
et  entière,  il  en  sera  de  même  de  /(jc,  ex);  et  l'équation 
f{x,  ex)  =  0,  développée  suivant  les  puissances  entières  et 
décroissantes  de  x  prendra  la  forme  : 

Ax*"  +  B.r"  -f  Cx^  +  etc.  —  0. 

Les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  seront  des  fonctions  entières 
de  c,  et  premières  entre  elles  (*). 

Pour  obtenir  les  valeurs  réelles  de  c  correspondantes  aux 
valeurs  infinies  de  x ,  il  faudra  d'abord  déterminer  les 
racines  réelles  c',  c",  etc. ,  de  l'équation  A  =  0;  il  restera 
ensuite  à  examiner  si  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux 
racines  c',  e'\...  sont  infinies  réelles.  Si  l'une  des  racines  c' 


(")  Je  suppose  ici  qu'on  ail  débarrassé  les  coefficients  A,B,  etc.,  de  leur  plus 
grand  conmuiii  diviseur.  —  Dans  le  cas  particulier  où  les  coefficients  dont  il 
s'afi;it  ont  un  commun  diviseur  fonction  de  la  variable  c,  le  premier  membre  de 
/vX,»/)  — 0,  admet  au  moins  un  diviseur  de  la  forme  y—cx;  en  tenant  compte  de 
ce  facteur  qui  représente  une  droite  si  la  quantité  c  est  réelle ,  on  en  débarrasse 
'«quaiion  f{x,y)'=0,  dont  le  degré  s'abaisse  ainsi  d'une  uniié 
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do  A  =0,  ost  simple  ou  multiple  d'ordre  impair,  la  valeur 
infinie  de  jc  ,  correspondante  à  c',  sera  toujours  réelle  [f^oy. 
t.  III ,  p.  87).  Dans  ce  cas  ,  la  courbey'(x,  jr]  =  0  ,  aura  au 
moins  une  branche  infinie.  En  effet ,  on  pourra  donner  à  la 
variable  c,  une  valeur  c'-\-h  ou  c' — h,  assez  peu  différente 
de  c\  pour  que  la  vakur  correspondante  de  x,  dans  l'équa- 
tion /(Xy  ex)  =  0 ,   soit  réelle  et  plus  grande  qu'une  quan- 
tité déterminée  y  ;  et  si  l'on  fait  coiiverj^er  la  quantité  c'-\-h^ 
ou  c'  —  h^  verse',  par  la  diminution  progressive  de  A ,  la 
valeur  correspondante  de  x,  ira  continuelleme-jt  en  aug- 
mentant, à  partir  de  x  (p.  87,  t.  III).  En  remplaçant  c  et  x, 
par  ces  valeurs  dans  yz^cx,  Tordoonée^  restera  constam- 
ment réelle,  et  par  conséquent  on  obtiendra  des  points  de  la 
courbe,  aussi  éloignés   de  l'axe  des  j,  que  l'on  voudra. 
C'est-à-dire  que  la  courbe  sera  illimitée  dans  le  sens  des 
abscisses.   Elle  sera   de  même  illimitée   dans  le  soîîs   des 
ordonnées,  si  la  racine  c'  n'est  pas  nulle  ,  car  le  produit 
(c'd=Â)a,  peut  devenir  plus  grand  que  toute  quantité  donnée. 

On  peut  encore  observer  que  les  solutions  réelles  de  l'é 
quation  Ajt*"-]-  Bx" -|- Cx*' -f-  etc.  =^  0,  déterminent  les 
points  de  rencontre  de  la  courbe  proposée  y (j:, ^) --=  0 ,  et 
des  droites  représentées  par  l'équation  jr=<^-^-  l^orsqu  o;i  fait 
converger  la  variable  c  vers  c',  la  droiie  mobile  j=:cx.y 
tourne  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  pour  se  rappro- 
cher indéfiniment  de  la  direction  dit'Tminée  par  y  =  c'x  ; 
dans  chacune  de  ses  positions,  le  dernier  des  points  auxquels 
elle  va  couper  la  courbe  s'éloigne  progressivement  de  Taxe 
desjK,  et  la  distance  de  ce  point  à  l'axe  des  y  pouvant  sur- 
passer toute  grandeur  assignable,  on  voit  qu'une  branche 
de  la  courbe  doit  s'étendre  jusqu'à  Tinfini  d ms  le  sens  »ies 
abscisses 

Mais  ,    il  ne  laut  pa»   allirmer  que  ia   courbe   proposée 
/'(^'■,f)  ^=0  1  a  le.ujours  une  branche  intinie.  lorscpie  l'équa 
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lion  A  =  0  ,  a  une  racine  réelle.  Car  la  valeur  de  x  déduite 
do  Ax^^-^B.r^-j-Cx^ -\-eic.  =  0,  et  correspondante  à  la 
racine  réelle  de  A=:0,  peut  être  imaginaire.  C'est,  par 
exemple,  ce  qui  a  lieu  pour  la  courbe  dont  l'équation  est 
(y  — joy+y^  -h  x" —  1  =  O.  En  remplaçant  y  par  ex  dans 
cette  équation  ,  on  obtient  : 

L'équation  A  =  0 ,  devient  (c'  —  1)^=  0  ,  dont  les  quatre 
racines  sont  réelles;  et  néanmoins,  la  courbe  proposée 
(y  —  x''Y-\-y  -{-  x""  —  1  =  0 ,  est  limitée  dans  le  sens  des 
abscisses ,  puisque  les  abscisses  des  points  de  cette  courbe  , 
sont  moindres  que  l'unité  ,  comme  il  est  facile  de  le  recon- 
naître. 

L'assertion  que  nous  réfutons  ici,  a  sa  source  dans  l'é- 
noncé d'un  principe  d'algèbre  qui  a  été  présenté  d'une  ma- 
nière incomplète,  et  capable  d'induire  en  erreur.  On  a  dit  : 
lorsque  le  coefficient  A  du  premier  terme  d'une  équation 
Aa:*"+  Bx""-}-  etc.  =  0  devient  nul ,  l'équalion  a  une  racine 
inûnie.  J'ai  déjà  fait  observer  ailleurs  (t.  III,  p.  39),  que  les 
raisonnements  sur  lesquels  on  veut  fonder  ce  principe,  man- 
quent de  rigueur ,  en  ce  qu'ils  supposent  que  le  produit 
0  x«o  est  toujours  nul.  Et ,  lors  même  qu'on  aurait  prouvé 
rigoureusement  que  si  le  coefficient  A  se  réduit  à  zéro,  l'é- 
quation Ax"'-\-hx*'-\-.  .  =1  0 ,  a  une  racine  intinie  réelle ,  ou 
bien  une  racine  imaginaire  dont  le  module  est  infini ,  il  res- 
terait encore  à  reconnaître  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu, 
pour  l'interprétation  géométrique  des  résultats  obtenus. 
Faute  d'avoir  distingué  ces  deux  cas  on  a  conclu,  à  tort, 
que  si  l'équation  A=:0,  a  des  racines  réelles,  la  courbe 
considérée  a  nécessairement  des  branches  inHuies.  Car,  non- 
seulement  l'équation  donnée  /(jk,  j')  =^  0 ,  peut  représenter 
une  courbe  limitée,  quand  les  racines  de  A=:0,  sont  réelleg, 


—  39  — 

mais  encore  il  (St  possible  que  l'équation  y (x,^)  =  0,  ne 
représente  aucune  ligne  (*). 

On  ne  doit  donc  admettre  pour  valeur  du  coofiGcient  c, 
dans  l'équation  y  =  ex  -{-  d  du  l'asymptote,  qu'une  racine 
réelle  c',  de  A  =  0 ,  correspondante  à  une  valeur  infinie 
réelle  de  a:.  Cette  première  condition  sera  toujours  remplie 
lorsque  la  racine  c  sera  simple  ou  multiple  d'ordre  impair, 
en  admettant,  toutefois,  que  le  facteur  c  —  c'  ne  soit  pas 
commun  à  tous  les  termes  de  Ajt*"  +  Bx"-f-  Cx^  +  etc.  =  0. 

Une  seconde  condition  est  également  nécessaire  -.  c'estqu'il 
soit  possible  de  trouver  pour  le  coefficient  d  dans  y  =  c'x-\-d, 
une  valeur  d'  réelle  et  finie,  correspondante  au  coefficient  c'. 

Supposons  que  la  courbe  puisse  avoir  une  asyniptote  rec 
tiligne  jr=  c'x-\-d,  dont  le  coefficient  d'inclinaison  sur  Taxe 
des  .r  soit  c'.  La  d'iïïcrcnce  y— {c'jc-\-d)  enlre  les  ordonnées^ 
et  (c'x-{-  d)  de  ces  deux  lignes  ira  continuellement  en  dimi- 
nuant et  deviendra  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
lorsque  les  valeurs  attribuées  à  jc  seront  suffisamment  gran- 
des. Par  conséquent ,  la  fonction  y — c'x  des  coordonnées^, 
a:,  d'un  point  de  la  courbe  devra ,  pour  les  valeurs  de  x 
indéfiniment  croissantes,  tendre  vers  une  limite  finie  qui 
sera  précisément  la  valeur  de  d  correspondante  à  c'.  Pour 
trouver  cette  limite ,  nommons  d  la  valeur  variable  de  la 
fonction  jK  —  c'x,  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe;  il  en  résulU^  j=c'x-\-d,  et  en  substituant  cx-\-d 
à  jK  dans  l'équation /"(j,  jc)  =  0,  on  obtient  la  relation 
J'ic'x  -}-  d,  x)=  0^  qui  a  lieu  entre  l'abscisse  x  et  la  fonc- 
tion d  ou.r  —  c'x  des  deux  coordonnées  de  chaque  point  de 
la  courbe.  Et  il  restera  à  déterminer  les  valeurs  réelles  et 


(*)  L'équation  (yS— a'2)2-|-x2+t/8-hi"-o  en  offre  un  exemple.  Celle  équation  ne 
représente  aucmic  ligne,  et  néanmoins,  si  l'on  remplace  y  par  ex,  le  coefRneni 
de  la  plus  haute  puissanee  de  j;  devient  (f' — 1)2,  ((ui  est  annulé  par  les  va- 
leurs C"=±:  I. 
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Unies  de  la  variable  d  correspondantes  aux  valeurs  infinies 
réelles  de  a: ,  et  satisfaisant  à  l'équation  /*(c'jc  -)-  d,  jc)  =  0. 
A  cet  effet,  on  ordonnera y'(c'jr+  d^  x),  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x  ;  réquation^(c'j»: -+-  c?,  x)  =  0,  se 
rainèoera  à  la  forme  A'x*^H-  B'x*  +  clc.=:  0  :  les  coefficients 
A',  B',  etc. ,  étant  des  fonctions  entières  de  «?,  et  débarras- 
sées de  tout  facteur  comnaun. 

Les  valeurs  de  d  que  l'on  cherche  devront  être  racines  de 
A'=:0,  et  correspondre  à  des  valeurs  réelles  de  x,  dans 
1  équation  A  .r'"-}-  BV-1-  etc.  =  0. 

Réciproquement,  si  d'  est  une  racine  réelle  de  A'=0,  qui 
satisfasse  à  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer,  la  droite 
y=:^dx-\-d\  sera  asymptote  à  la  courbe  proposéey(x,jK)=0. 
Car,  si  Ton  désigne  par  h  une  quantité  suffisamment  petite, 
en    remplaçant  l'inconnue  d  par  d'  -\-h^  dans  l'équation 
f[cx'\'d^x)  =  0^   l'autre  inconnue   x  aura   une  valeur 
réelle  a,  qui  sera  aussi  grande  que  l'on  voudra.  Et  si  l'on 
fait  convergera  vers  zéro,  la  valeur  de  x  reste  réelle  et 
devient  de  plus  en  plus  grande  (t.  III ,  p.  87).  Or  l'égalité 
d=  d'  -\-h  ^  donne  y  —  c'x  =  d^-\~  h ,   puisque  d  remplace 
dans  le  calcul^  —  c'x.  Il   s'en  suit  :  y=:^dx-\-d^-\-h.  L'ab- 
scisse j:- restant  constamment  réelle,  pour  les  valeurs  décrois- 
santes de  ^ ,  il  en  sera  de  même  de  l'ordonnée  ^ ,  qui  est 
égale  à  c'x-\-d'-\-h',  on  obtient  donc  des  points  de  la  courbe 
qui  s'éloignent  indéCniment  de  l'axe  des  ^,  lorsque  h  dé- 
croît. D'ailleurs,  la  différence  h ,  entre  l'ordonnée  y  d'un 
point  de  la  courbe  et  l'ordonnée  c'x  +  d'  du  point  de  la 
droite  y  =  c'x-\-  d',  correspondante  à  la  même  abscisse,  di- 
minuant au  delà  de  toute  grandeur  assignable,  on  voit  qu'une 
branche  de  la  courbe  en  s' éloignant  de  Taxe  des  ordonnées 
se  rapproche  indéfiniment  de  la  droite  y=cx'-\-d',  et  qu'elle 
peut  s'en  rapprocher  aussi  près  qu'on  le  voudra,  sans  jamais 
la  rencontrer,  car  h  ne  deviendra  nulle  qu'autant  que  x  soit 
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infinie.  Par  conséquent ,  la  droite  j  =  c'jc-\-d\  est  asyniji- 
lote  à  la  courbe  y  (jr,^)=  0. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  observant  que  les  solu- 
tions réelles  de  V équation /(c'jc-\-d^  x)  =  0,  déterminent  les 
points  de  rencontre  de  la  courbe /"(jk,  j:)=  0 ,  et  des  droites 
parallèles  représentées  par  l'équation  j^  =  c.r-|-^.  Lorsque 
la  valeur  attribuée  au  coefficient  d  est  convergente  vers  d\ 
la  droite  mobile  j  =  dx  -\-  d ,  se  rapproche  de  la  droite 
y=c'x-\-d'y  aune  distance  {d'—  d)  qui  devient  moindre  que 
toute  quantité  donnée  ;  dans  chacune  des  positions  de  la 
droite  y  =  c'x-\-d,  elle  a  avec  la  courbe ,  un  point  commun 
dont  la  distance  x  à  Taxe  des  j^,  augmente  continuellement 
et  sans  autre  limite  que  Tinflni  :  une  branche  de  la  courbe  a 
donc  pour  asymptote  la  droite  y  =  c'x-f-d'. 

La  détermination  des  asymptotes  reclilignes  j  =  cx-\-d  ^ 
non  parallèles  à  l'axe  desjr,  dépend  uniquement,  comme  on 
voit,  de  la  résolution  d'équations  à  deux  variables,  en  va- 
leurs réelles  dont  Tune  soit  infinie.  11  en  est  absolument  de 
même  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées.  Car, 
si  la  droite  x  ==  a  est  asymptote  à  la  courbe /(x,jk)  =0,  en 
remplaçant  dans  l'équation  y (jt-, ^)  =  0 ,  x  par  j.±hy  et 
donnant  à  k  des  valeurs  décroissantes  et  suffisamment  peti- 
tes, il  faudra  qu'une  des  valeurs  de  jk  reste  constamment 
réelle  et  augmente  au  delà  de  toute  grandeur  assignable.  En 
d'autres  termes,  réquation/(j:,  jr)  =  0,  devra  admettre  la 
solution  réelle  x=a,  j-=oo  .  Réciproquement,  si  l'équation 
./(^7^)  =  0,  admet  la  solution  x='^^j=cio,  la  droite 
X  =  a.^  est  asymptote  à  la  courbe  /'(.r,  y)  =  0,  puisqu'une 
branche  indéfinie  de  cette  courbe  s'approche  de  la  droite 
x=za,  autant  qu'on  le  voudra  et  sans  jamais  l'atteindre. 

El  de  même  encore,  on  doit  observer  que  pour  déterminer 
les  équations  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
il  ne  suffit  pas  d'obtenir  les  racines  réelles  de  l'équation 
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îorinée  on  égalant  à  zéro  le  coeflicicnt  do  la  plus  haule 
puissance  dejr  dans  l'é-jualion  delà  courbe.  Ces  racines  ne 
conviennent  à  la  question  traitée  qu'autant  que  les  valeurs 
correspondantes  de.r  soient  aussi  réelles  (*).  C'est  la  remar- 
que déjà  faite  au  sujet  des  équations  A  =  0,  A'=  0,  dans  la 
recherche  des  asymptotes  jr  =  cji-[- a?,  inclinées  sur  l'axe 
des  j^  :  les  racines  c',  d\  de  ces  équations  peuvent  être  réelles 
et  unies,  sans  que  la  droite  y  =^cx-}-d'  soit  une  asymptote. 

On  a  trouvé,  en  cela,  je  ne  sais  quel  paradoxe  ;  et  en  vou- 
lant le  résoudre  ,  on  a  été  conduit  à  une  interprétation  géo- 
métrique dans  laquelle  l'infini  n'est  plus  considéré  comme 
la  limite  des  quantités  croissantes. 

Pour  ma  part ,  je  ne  trouve  ici  rien  qui  soit  paradoxal. 
11  est  inexact  de  dire  que  le  calcul  a  donné  une  asymptote  , 
sans  qu'il  y  ait  de  courbe.  Car,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, la  question  n'est  pas  complètement  traitée,  lorsqu'on 
a  obtenu  les  racines  c\  d\  des  équations  A  =^  0  ,  A'=:  0;  il 
reste  encore  à  considérer  les  valeurs  correspondantes  de  x. 
La  même  observation  s'applique,  comme  on  sait,  à  toutes  les 
questions  dont  la  solution  dépend  des  valeurs  réelles  de  plu- 
sieurs inconnues. 

Quant  à  la  recherche  d'une  inlerprélalion  géométrique 
de  la  droite  y  =  c'x  -j-  d',  lorsque  l'équation  proposée 
f{x^  y)  =  0  ne  représente  rien  ,  il  conviendrait  peut-être 
d'en  indiquer  d'abord  Tutilité.  Si  elle  a  pour  objet  de  justi- 
fier, d'une  manière  générale ,  la  conclusion  qu'on  a  voulu 
déduire  de  la  seule  réafité  des  valeurs  de  c\  d'  ;  quelque  in- 
génieuse que  puisse  être,  sous  d  autres  rapports,  l'interpré- 
tation trouvée,  il  serait  difficile  de  l'admettre  sans  faire  de 
concession  à  un  mauvais  raisonnement. 


(*)  En  admellanl  toujours  que  les   coefficients  des   tonnes   de   l'éiiualioii 
f(x,y)'^(} ,  aient  été  (Jebarrassés  de  lout^'actcur  commun  en  x. 
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Je  n'entrerai  ici  dans  aucun  détail  sur  les  simplifîcations 
du  calcul  qui  donne  les  équations  A  =  0 ,  A'=:  0  :  la  plupart 
des  traités  élémentaires  conliennent  à  cet  égard ,  des  déve- 
loppements suffisants.  Je  ne  parlerai  pas  non  plus  du  moyen 
de  reconnaître  en  discutant  ces  équations,  combien  la  courbe 
proposée  peut  avoir  d'asymptotes  parallèles  à  une  direction 
déterminée  :  cette  partie  de  la  discussion  du  problème  n'offre 
aucune  difficulté  réelle.  Le  point  principal  consiste  à  savoir 
dans  quels  cas  la  solution  <:',  d\  des  équations  considérées, 
détermine  effectivement  une  asymptote  à  la  courbe  ;  le  reste 
s'en  déduit  facilement.  Et  par  conséquent,  tout  se  réduit  en 
définitive  à  cette  question  d'algèbre ,  que  déjà  nous  avons 
en  partie  examinée  : 

L'équation  A^"*-|-Bjr"+  Cjt:^-|-...  =  0,  à  deux  inconnues 
jr,  Jc  ^  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  ée^y,  a 
pour  coefficients,  A,  B,  C,  etc.,  des  fonctions  entières  de  j:  et 
premières  entre  elles  :  trouver  les  racines  réelles  et  finies 
de  A=0,  correspondantes  à  une  valeur  infinie  et  réelle 
de  l'inconnue  y. 

9.  On  a  démontré  (t.  III, p.  87),  que  si  la  racine  réelle  a 
de  A  =  0,  est  simple  ou  multiple  d'ordre  impair,  la  valeur 
correspondante  de  y  est  réelle  ;  il  reste  à  examiner  ce  qui 
a  lieu  lorsque  le  plus  haut  degré  de  multiplicité  de  la  racine 
a  est  un  nombre  pair  2r. 

Je  ferai  d'abord  abstraction  du  cas  particulier  où  la  valeur 
<  qui,  substituée  à  jc,  annule  le  coefficient  A,  réduirait  de 
même  à  zéro  le  coefficient  B  du  terme  suivant.  En  rempla- 

çant  x-  par  a  ,  dans  les  polynômes  entiers -7,.,   I> ,  on 

{x  —  a) 

aura  pour  résultats  des  nombres  ///,  //'différents  de  zéro, 

positifs  ou  négatifs;  alors,  il  sera  possible  de  trouver  une 

quantité  h  assez  petite  pour  que  les  é(|uati(Ui»  ~^  =  0, 

[x—a) 
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I{  =  0,  n aient  aucune  racine  comprise  entre  a-[-  h  et  & —  h. 
En  faisant  varier  x  depuis  a-f~^  jusqu'à  a  —h^  les  fonctions 
A,  B,  conserveront  constamment  les  siijnes  des  nombres  m\ 
n'.  Entre  ces  deux  limites  a+^,  a — h  ,  le  polynôme  A  s'an- 
nule lorsque  .v  =  y  ;  mais  en  passant  par  zéro  il  ne  chanp:e 
pas  de  si^ne ,  puisque  le  nombre  des  racines  égales  à  a  est 
pair. 

Les  nombres  m\  n'  auront  le  même  signe,  ou  des  signes 
différents;  les  exposants  m,  /î,  pourront  être  tous  deux  pairs 
ou  tous  deux  impairs;  ou  bien  encore  l'un  de  ces  exposants 
sera  pair  et  l'autre  impair  :  ce  sont  les  différentes  hypothèses 
dans  lesquelles  nous  allons  successivement  discuter  l'équation. 

1*  Si  les  nombres  m,  n'  ayant  le  même  signe  ,  les  expo- 
sants m,  n  soîîî  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs  ,  au- 
cune valeur  âey^  correspondante  à  :r  =  a,  ne  pourra  être  infl- 
nie  réelle.  En  d'autres  termes,  la  droite .2'=a  ne  sera  pas 
asymptote  à  la  courbe  dont  l'équation  est 

En  effet,  nommons  b  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  B, 

lorsque  r  varie  depuis  a-f-  ^  ,  jusqu'à  a  —  /t  ;  et  N  la  plus 

grande  valeur  des  coefficients  C,  D,  etc.,  lorsque  jc  varie  en- 

N 
tre  ces  deuxlimitcs.  En  substituant  à  jr  lé  nombre  -t-+  1,  ou 

bien  un  nombre  plus  grand  ,  le  polynôme  By""  +  Cy^  H-  etc., 
aura  toujours  le  même  signe  que  son  premier  terme  By"", 
et  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme  ira  continuellement 
en  augmentant  à  mesure  que^  deviendra  plus  j^rand,  à  par- 

tir  de      -|-  1 . 

D  ailleurs,  le  premier  terme  Ay""  de  l'équation  Aj"*-l- 
Bj""  -\-  etc.=  0,  ne  peut  prendre  un  signe  différent  de  celui 
du  second  terme  Bj"  Car,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  ay,  les  puissances  ^r"',  y"  seront,  l'une  ft  l'autre, 
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positives  ou  négalives.  De  plus,  les  coefficienls  A,  B,  ont, 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a -h ^  et  a — A,  les 

signes  des  nombres  m',  n';  donc,  le  signe  du  produit  A^"" 

ne  peut  être  différent  de  celui  du  produit  hx"". 

Par  conséquent,  en  donnant  à  x  des  valeurs  comprises 

entre  oc-\-h  et  à  a  —  A,  et  à  jk  une  valeur  réelle  plus  grande 

N 
que  T  +  1  >  îe  premier  membre  de  l'équation  Ar*"  +  Br*'+ 
b 

QK^+etc.=0,  ne  sera  jamais  annulé.  Il  en  faut  conclure 
que  la  valeur  dej-,  corrcspoudaate  à  x  =  a,  n'est  pas  réel- 
lement infinie. 

2°  Si  les  nombres  m\  n\  ayant  le  même  signe,  les  expo- 
sants m,  n,  sont  l'un  pair,  et  l'autre  impair  :  l'équation  ad- 
mettra la  solution  x=:a,y  =  — oo.  La  droite  x=ot.  sera 
asymptote  à  deux  branches  de  la  courbe  Ajr"*-fBjK"+...= 
0,  du  côté  des  ordonnées  négatives;  et  ces  deux  branches 
seront  situées  de  différents  côtes  de  l'asymptote. 

(^estce  qui  résultera  des  observations  suivantes. 

Si  l'on  donne  ky  une  valeur  négative,  et  à  j:  des  valeurs 
comprises  entre  y.zh  h  et  a,  les  deux  termes  Ajr"*,  Br">  au- 
ront toujours  des  signes  coniraires.  Car,  depuis  x  =  a  dzh 
jusqu'à  X  ^=  a  ,  les  coefficients  A,  B  ont  les  mêmes  signes  que 
les  nombres  m\  n\  et  les  puissances  jr''*,  y",  sont  affectées 
de  signes  contraires,  lorsque jr  ^st  négatif. 

De  plus,  on  peut  remplacer  jk  par  un  nombre  négatif  — 
/,  dont  la  valeur  absolue  soit  assez  grande  pour  que,  en 
faisant  varier  x  depuis  a  +  h  jusqu'à  ^  —  A  ,  le  polynôme 
By*"  +  Cj^  +  etc.,  ail  constamment  le  signe  de  son  premier 
lerme  Bjk**;  on  satisfait  à  cette  condition  en  donnant  à./,  une 

valeur  au  moms  égale  a  —  4- 1 . 

0 

Eniin,  en  remplaçant  >- par  r' dans  le  ternie — A)*",  et  fai- 
sant varier  r  depuis  +^,  ou  >. — A,  jusqu'à  y.:  le  terme A^)'"*di 
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minueraconlinuelloinenleldoviendramoindroquc  toute  quan- 
tité  (tonnée. Pour  des  valeurs  de  h  suffisamment  petites,  on  aura 
toujours  Ay"'<IV)'  "*  +  i\y^  +  etc.  ( Voy.  tome  III ,  page  88)  - 
Ceïa  posé,  substituons — j' à  jk,  et  a  +  A  à  x ,  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée  A^™  +  B^**  +  Cy^  f-  etc. 
=  0  ;  et  donnons  à  h  une  valeur  assez  petite  pour  que  l'iné- 
galité ky"^  <  By-i-  (yp  4-  etc.,  soit  satisfaite.  Le  premier 
membre  de  l'équation  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme.  Puis,  sans  rien  changer  à  cette  valeur  de^, 
faisons  croître  j,  à  partir  dey,  jusqu'à  ce  que  le  premier 
membre  de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier 
terme  Ajk*";  dans  l'intervalle  de  ces  valeurs  attribuées  àjK, 
le  premier  membre  de  l'équation  se  sera  annulé ,  au  moins 
une  fois,  puisqu'il  a  changé  de  signe.  Ainsi,  Téquation  en^ 
aura  au  moins  une  racine  négative  ^r-  S  ,  dont  la  valeur  ab- 
solue surpassera  celle  de — f .  Et,  comme  on  peut  d'ailleurs 
supposer  jk'  aussi  grand  que  Ton  voudra,  ilesl  démontré  que  : 
En  remplaçant  x  dans  l'équation  proposé  par  a  zh  A  {h 
étant  une  quantité  réelle  suffisamment  petite),  celte  équa- 
tion A^"'-|-^l^''  +  ^^^-  =^^1  ^^^^^  au  moins  une  racine  réelle 
négative  —  o  dont  la  valeur  absolue  surpasse  tout  nqmbre 
donné  jr-  ^i  l'équation  a  plusieurs  racines  négatives  satis- 
faisant à  cette  condition,  je  nommerai  —  ê  la  plus  grande 
de  toutes ,  en  valeur  absolue. 

Il  est  possible  que  plusieurs  valeurs  difTérentes  de  k  don- 
nent ^  =  —  S  :  je  prendrai  pour  h  la  plus  petite  de  toutes. 
De  sorte  que  a.  -\-  li^  représenîera  parmi  les  valeurs  de  x 
correspondantes  à^  =  —  6,  colle  qui  diffère  le  moins  de  a. 
Alors  ,  si  Ton  fait  diminuer  h,  le  polynôme  A  ( — ê)"*-|-  li  ( — 
C)**-}-6lc.,  qui  était  annulé,  reprendra  imnicîdiatement  le 
signe  du  terme  B  ( — 6)",  pour  A'  <C  h,  quelque  petite  que 
soit  la  diminution  de  h  (voy.  tome  IIÏ,  page  90).  Actuelle  • 
ment,  sans  rien  changer  à  la  valeur  //,   faisons  croître   la 
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valeur  6  de  —  jr,  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  de 
l'équation  repreîme  le  signe  de  son  premier  terme  Aj-";  par 
cette  augmentation  progressive  de  jr,  le  premier  membre 
de  l'équation  A^*"  +  iîjr''  +  etc.  =  0  ,  s'annulera ,  au  moins 
une  foisj  l'équalion  admettra  donc,  pour  h'  <i  h^  une  ra- 
cine—  6' dont  la  valeur  (>'  sera  plus  grande  que  ?. 

D'après  cela  ,  on  voit  que  =  en  diminuant  jo  depuis  a. {-A 
jusqu'à  a ,  une  des  valeurs  correspondantes  de  j^  variera 
depuis — 6  jusqu'à —  oo.  La  variable  j-  deviendra  encore 
égal  à —  c» ,  lorque  jc  augmentera  de  a  —  /*  à  a.  Carie 
même  raisonnement  s'applique  aux  deux  cas. 

Ainsi,  la  courbe  représentée  par  Féquation  Ajr"*  +  BjK** 
-|- etc.  =  0,  aura,  du  côté  des  ordonnées  négatives,  deux 
branches  asymptotes  à  la  droite  jc  =  a^  et  situées  de  diffé- 
rents côtés  de  cette  droite. 

SijK  est  positif,  et  a:  compris  entre  a  -f  /i,  eta  — /^,  les 
deux  termes  Aj-"*,  Bjr",  conserveront  le  même  signe  ;  au- 
cune valeur  positive  dey  correspondante  a  jo  =  a^  ne  de- 
viendra infinie  réelle.C'est  ce  qu'on  a  déjà  démontré  ( p.  44, 1  ") . 
La  droite  jr=  a  ne  sera  donc  pas  asymptote  à  la  courbe  du 
côté  des  ordonnées  positives. 

2^  Lorsque  !os  nombres  m'^  n\  sont  de  signes  contraires , 
et  les  exposants  m  ,  n,  tous  deux  pairs  ou  impairs  :  la  va- 
leur a  de  jr  ,  donne  pour  jr  deux  valeurs  réellement  infinies, 
l'une  positive ,  l'autre  négative.  Dans  ce  cas ,  la  droite  jcn^z, 
est  asymptote  à  la  fois  à  quatre  branches  de  la  courbe  re- 
présentée par  1  équation  Ajv*"  -f-  %**+  ^X^  +  ^t  =  ^-  Deux 
de  ces  branches  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  de  Taxe 
des  abscisses,  et  sont  situées  de  différents  côtés  de  la  droite 
.r  =  a.  Les  deux  autres,  au-dessous  de  Taxe  des  x ,  sont  en- 
core situées  de  différents  côtés  de  leur  asymptote  jc  =  a. 

En  effet ,  pour  les  valeurs  de  a- comprises  entre  oi-^h  et  a, 
les  fonctions  A,  B,  ont  tonslamment  des  signes  contraires, 
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puisque  les  nombres  m',  «',  sont  de  signes  contraires  D'ail- 
leurs, les  puissances  j'*",  >",  dont  les  exposants  sont  pairs 
tous  deux ,  ou  bien  impairs ,  ont  constamment  le  même  signe. 
11  en  résulte  que  ,  les  produits  Ay ,  Bjr*',  seront  affectés  de 
signes  différents. 

La  démonstration  donnée  (pages  45. ..47,  2<>),  trouve  donc, 
ici  même,  son  application.  En  faisant  varier  x  depuis  a-^-h 
jusqu'à  a  ,  une  des  valeurs  de  jr  restera  constamment  réelle 
et  positive ,  une  autre  valeur  restera  négative  ;  et  à  la  li- 
mite X  =  a  y  elles  deviendront  infinies.  Ainsi,  l'équation 
admettra  ces  deux  solutions  : 

JC  =  V,  ^  y   =:    00   ,   et   .r  =  a  ,    y  = 00 . 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  supposant  que  a: 
augmente  continuellement  depuis  a  —  h  jusqu'à  a.  Par 
conséquent,  l'équation  proposée  Ajk"'+  %'"+Q:k^+  etc.  =0, 
donne  quatre  branches  de  courbe,  qui  ont  pour  asymptote  la 
droite  jr  =  «.  Deux  de  ces  branches  sont  déterminées ,  en  at- 
tribuant à  y  des  valeurs  positives,  correspondantes  aux  va- 
leurs de  jc  comprises  entre  azhh  ei  u;  et  les  autres,  en 
donnant  à  l'ordonnée  jr  des  valeurs  négatives  correspon- 
dantes à  celles  de  l'abscisse,  comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites a  zh  h  et  u. 

k^  Si  l'on  suppose,  enfin  ,  que  les  deux  nombres  m\  «', 
ayant  encore  des  signes  contraires ,  les  exposants  m,  7i,  soient 
l'un  pair,  et  l'autre  impair  :  l'équation  proposée  admettra  la 
solution  jr  =  a,  y=  -f-  oc  •  mais  aucune  valeur  négative  de 
jK  correspondante  à x=  a,  ne  deviendra  infinie.  La  droite 
jc  =  a,  sera  asymptote  à  deux  branches  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  Aj"^  -f-  Bjk"  +  Qk^  -|-  etc.  =  0  ,  et  si- 
tuées ,  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses ,  de  différents  côtés 
de  .r  =  c.  Aucune  brauche  de  la  courbe,  ne  sera  au-dessous 
de  Taxe  des  X,  asymptote  à  la  droite  j:  =  -jl. 
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Car,  (Ml  faisant  varier  x-  depuis  wJifi,  jusqu'à  a ,  et  dt»ii- 
nant  à  y  des  valeurs  positives  ;  les  termes  Ay'"\  By""  ont  des 
signes  contraires  ,  donc  l'équation  admet  la  solution  x—a, 
y  =  -j-oo  (pages  45,  47,  2°).  D'ailleurs,  les  valeurs  négatives 
dey  donnent  le  même  signe  aux  termes  Ax"",  hy""  ;  donc,  au- 
cune valeur  négative  dej^  correspondante  à  :r==a,  ne  peut 
devenir  infinie    réelle. 

On  obtient  d'ailleurs  la  solution  jr  =  a,jK  =  +Go,en 
faisant  varier  .r  depuis  a -|-4  jusqu'à  a  ,  ou  bien  de  a  —  A  jus- 
qu'à a.  Il  s'ensuit  que  deux  branches  de  la  courbe,  situées 
de  différents  côtés  dehi  droite  x=«,  sont  asymptotes  à  cette 
droite,  dans  le  sens  des  ordonnées  positives.  Aucune  bran- 
che ne  peut  être,  du  côté  des  ordonnées  négatives,  asymp- 
tote à  ^  =  a,  puisque  l'équation  de  la  courbe  n'admet  pas  la 
solution  réelle  x  =  a  ,  y  =  —  oo  . 

10.  Dans  la  discussion  précédente,  nous  avons  supposé  que 
la  racine  a,  multiple  d'ordre  pair  de  A=0,  substituée  à  x  dans 
le  terme  Bj""  de  l'équation  proposée  ,  ne  réduisait  pas  à  zéro, 
le  coefficient  B  de  ce  terme.  La  substitution  de  a  à  x ,  peut 
annuler  B  et  quelques-uns  des  coefficients  C,  D,  des  termes 
suivant  Bx*",  mais  tous  les  coefficients  ne  peuvent  être  à  la 
fois  réductibles  à  zéro,  puisqu'ils  ont  été  débarrassés  de  leurs 
facteurs  communs  en  jo.  Je  désignerai  par  A'x'"  le  premier 
des  termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  annulé,  et  j'écrirai 
l'équation  proposée  sous  la  forme  suivante  : 

Ar^'  +  By""  +  Cr^  +...+  Ay+By+...z=  0. 

Les  lettres  sans  accent  :  A,  B,  C,  etc.,  représentent  des 
fonctions  entières  de  jo  qui  admettent  le  facteur  r — a;  la 
fonction  B'  peut  aussi  être  divisible  par  a:  —  a. 

Après  avoir  divisé  A,  B,  C,...,  par  les  plus  hautes  puis- 
sances de{x  —  a  ),  qui  entrent  comme  facteurs  dans  ces  po- 
lynômes, je  remplace  .r  par  u  dans  les  quotients  obtenus  , 
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et  ji*  nomme  m,  «,  p\...^  les  nombres  résultant  de  cette 
substitution.  Je  représente  aussi  par  r'  la  valeur  que  prend  le 
coefficient  A'  lorsque  .r  =  a.  EnOn,  je  considérerai  h  comme 
une  quantité  réelle  assez  petite  pour  que  l'équation  A'=0, 
et  toutes  celles  que  l'on  forme  en  égalant  à  zéro  les  quotients 
obtenus  en  divisant  A,  B,  C,...  par  les  plus  hautes  puissances 
dejt: — 3c  qu'ils  renterment,  n'aient  aucune  racine  comprise 
entre  y.  -f-  h  et  a—-  h.  Pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
ces  deux  limites  a  +  kai  a  —  A,  les  fonctions  A,  A',  auront 
les  mêmes  signes  que  les  nombres  m\  r.  Les  coefficients  B, 
C...,  conserveront  aussi  les  signes  des  nombres  n\  /?'...,  lors- 
qu'ils contiendront  x  —  a  à  des  puissances  paires.  Ils  pren- 
dront des  signes  contraires  à  ceux  des  nombres  n\  /?',  etc., 
quand  les  plus  hautes  puissances  de  j:  —  a  contenues  dans 
ces  coefficients  étant  impaires,  on  remplacera  x  par  a — h. 
Dans  tous  les  cas,  il  sera  facile  de  reconnaître  si  les  termes 
Ay",  Bjk",  etc.,  ky^  sont  positifs  ou  négatifs,  pour  les  va- 
leurs substituées  aux  variables  x  eiy. 

Cela  posé,  lorsque  en  attribuant  à  x  des  valeurs  com- 
prises entre  adz/i  cl  a  ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes 
contraires  aux  deux  termes  Aj"*,  ky-,  l'équation  proposée 
admettra  toujours  pour  l'inconnue  jr,  une  valeur  infinie 
'  réelle ,  correspondante  à  r  =:  a  ,  et  le  signe  de  la  valeur  in- 
finie de  y^  sera  celui  des  valeurs  dejK  qui  font  prendre  aux 
deux  termes  Ar*",  Pi!y  des  signes  différents.  Ainsi ,  l'équa- 
tion admettra  les  deux  solutions  x  =a,^=  -f-  oo,  et  x=za  , 
yz=z  —  a,  si  les  valeurs  positives  et  négatives  de  y  donnent 
aux  termes  Aj  *",  4^*^  des  signes  diflérents. 

C'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la  démonstration  donnée 
(  tome  III ,  pages  87  et  suiv.). 
On  a  un  exemple  de  ce  cas  particulier  dans  l'équation 

^jc  —  xy^Y*"  +  {jc—\y  y-'  ^-[x—^)y'^^\  =  o.      (1) 
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Les  nombres  m\  r\  sont  ici  1, —  3.  En  faisant  varier  x  de- 
puis 2  jusqu'à  1  ,  ou  de  —  2  à  1,  les  termes  {x —  1)  ^y^, 
[jc  —  4)^'^,  ont  constamment  des  signes  contraires,  quelle 
que  soit  la  valeur  attribuée  à  jr.  L'équation  (1)  admet  les 
deux  solutions  • 

a:=l,jK  =  +<»;et.r  =  l,jK  =  — 00. 

La  parallèle  j:  =  l  à  Taxe  des  j^,  est  asymptole,  à  la  fois , 
à  quatre  branches  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 
proposée. 

Lorsque  Ajk"*,  A'y  ont  constamment  le  même  signe,  pour 
les  valeurs  de  jc  comprises  entre  a  -j-^  et  a  —  // ,  si  aucun  des 
termes  intermédiaires,  B^**,  Qk''...,  ne  peut  prendre  un  signe 
contraire  à  celui  des  termes  Ajk*",  Ay  r  l'équation  proposée 
n'admettra  pas  la  solution  x=^(x,y^=Qo  .  Car  la  démonstra- 
tion donnée  (page 44,  T)  est  alors  applicable. 

L'équation  n'admettra  pas  non  plus  la  solution  x  =  « , 
^=00  ,  lors  même  que  les  termes  intermédiaires  Br",  Qr^..., 
pourraient  prendre  des  signes  différents  de  celui  de  Aj"', 
A'/*",  si  les  plus  hautes  puissances  de  x  —  a  qui  entrent  dans 
les  coefficients  B  ,  C...  de;  ces  termes  sont  supérieures  à  la 
puissance  de  (jc — «)  dans  le  coefficient  A  du  premier  terme 
de  l'équation. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  l'équation 

(^— 1)V—  (^•— 1)V— (^— i)y^+(4— Jf}.K'+etc.=0.  (1) 
En  remplaçant  jc  par  1  +^S  ^^^^^  équation  devient  : 

ou 

h^  [/  _/y.4  _  /,y  ]  -f-  (3  —  h)xH-  etc.  =  0. 

Et ,  on  voit  qu'en  donnant  à  la  quantité  h  une  valeur  positive 
ou  négative  moindre  que  l'unité,  le  polynôme  h'iy" — h\y* 
■—h^y^  sera  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  r  satisfaisant  à 
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l'inêgalilé.r^'  — y^-—j'^  ^  0.  Ainsi ,  eu  taisant  varier  /*  de- 
puis 1  jusqu'à  —  1,  et  donnant  à. ^  des  valeurs  suffisamment 
grandes,  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  restera  con- 
stamment positif;  donc  cette  équation  ne  peut  admettre  la 
solution  réelle  u:  =1,  .r  =  Qc> ,  Et,  par  conséquent,  la  droite 
jc  =z  i,  ne  peut  être  asymptote  à  la  courbe  que  l'équation  (1) 
représente.  G. 

{La  fin  prochainement.) 


NOTE  SUR  LA  TRIGONOMÉTRIE. 

Questions  d'examen. 

PAR   M.    GUII.MIN, 

Ancien  élève  de  TEcole  normale ,  professeur  de  mathématiques. 


Quand  on  cherche  le  cosinus  de  -  ,  connaissant  cos  a ,  on 

fi 

est  conduit  à  résoudre  une  équation  du   n''"'''  degré ,  qui 

manque  du  deuxième  terme,  ce  qui  annonce  que  la  somme 

des  racines  de  l'équation  est  nulle  ;  on  propose  de  vérifier 

cette  circonstance  par  la  trigonométrie. 

Soient  x, ,  jt,  ,  jjtj  , . . .  jt,»  ,  les  racines  en  question  ;  on  sait 

que  les  arcs  auxquels  correspondent  ces  cosinus  sont 

a      a        2r.       a        4??  a        {2fi —  2)7: 

-,    — ,     — I -,...,   -H ; 

n      n         n        n         n  n  n 

ils  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison 

est  — .  Far  suite,  d'après  la  formule  de  Thomas  Simpson, 

nous  av<<ns  entre  leurs  cosinus,  les  relations  qui  suivent  : 
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(«) 


j^\ 


X,  = 


X,  = 


271 

2  COS  •—  x^ 

n 

27: 

2  COS  —  x\ 
n 

2;: 

2  COS  — -  X. 
n 


X, 


—  ^.^ 


X 


■M 


2rr 
jTn  =  2C0S  —  JCn—\  —  OCn-1' 
n 


Si  on  continue  ia  progression ,  après  1  arc  -  H , 

Viendra  lare  -  A =  — h  ^tt,  dont  le  cosinus  est  le 

n  n  n 

même  que  celui  de  -  désigné  par  x^.  L'arc  qui  suivra  encore 

a  2îr  <2       2^ 

sera  ~  +2it-) ,  dont  le  cosinus  est  égal  à  celui  de  — | , 

n  n  n       n 

désigné  par  x^.  D'après  ces  remarques  nous  pouvons  encore 

écrire  les  deux  égalités  : 


(P) 


OS  (  -  H ) 

\jl  11    J 

\  /^     .    ^       .     2;r\ 

(  COS  (  -  +  271  -| ) 

\         \n  n  J 


27r 
OU      j:,  =  2  COS  —  Xn~  '^n—\  , 
n 

2rr 
OU      X^  =  2  COS  —  X^  —  Xn  . 
71 


Ajoutant  toutes  les  égalités  (a)  et  (P)  membres  à  mcnibres, 
nous  aurons  en  appelante  la  somme  des  cosinus  considérés  • 


r^TT 


OU 


ou  enfin 


s  =:  2  COS S  ~  S  , 

II 


2Tr 
25  =  2  COS  —  5-  , 

n 


26   (  1  —  COS  —  )  =--  0. 
n 


—  5i 


'Zn 


Or  tes—  ne  peutèlrc  égal  à  1  ;   il  faudrait  pour  cela  que 


n 


n  fut  égal  à  1;  donc  s  =  0.  Ce  qu'il  fallait  prouver. 


a 


Quand  on  cherche  sin-,    connaissant  sin^,   on  arrive 

n  ' 

quand  ?i  est  impair  à  une  équation  du  degré  n ,  et  quand  n 
est  pair  à  une  équation  du  degré  2n  ;  l'une  et  l'autre  de  ces 
équations  sont  privées  du  deuxième  terme  :  on  propose  aussi 
de  vériûer  cette  circonstance  par  la  trigonométrie. 

D'après  une  discussion  connue ,  les  arcs  auxquels  appar- 
tiennent les  sinus  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion ,  sont  dans  le  premier  cas  les  mêmes  que  ceux  indiqués 
dans  le  cas  du  cosinus,  savoir  : 

a      a        27:         a        {2n  —  2)  tt 
-,    -  -\  ...  '. 

fi      n         n  n  n 

La  démonstration  précédente  peut  se  répéter  telle  qu'elle  est 
en  changeant  le  mot  de  cosinus  en  sinus,  quand  on  parle  des 
racines  de  l'équation,  puisque  la  formule  de  Thomas  Simpson 
s'applique  également  aux  sinus  et  aux  cosinus;  ce  qui  se 
conçoit  d'ailleurs  parfaitement,  puisque  si  des  arcs  forment 
une  progression  arithmétique ,  leurs  compléments  doivent 
évidemment  en  former  une  autre. 

Dans  le  deuxième  cas ,  nous  avons  pour  correspondre  aux 
racines  de  l'équation  du  degré  2/i,  deux  séries  d'arcs  for- 
mant deux  progressions  arithmétiques ,  savoir  : 


» 

Il        n 

a        k-R 
n         n 

a    1    {2n — 2)71 
n               n 

T.        a 

3^        a 

(2n — 1)7:        a 

n        11  ^ 

n         n 

n                n 

Appelons  .r, ,  jt,,  jCj,...  Jtn,  les  sinus  des  premiers ^  j,, 
.r.  1  Xi-,-'-  .Tn  ,  les  sinus  des  seconds.  La  démonstration  pré- 

rodente  prouve  que  .r,-f  x,+...  jtn^  0,  et  .r,+r,H-J^3+-" 
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4-^M  =  0.  Donc  la  somme  de   tous  ces  sinus  réunis  est 
égale  à  0. 

Celte  démonstration  prouve  en  général  que  si  «  arcs 
quelconques,  forment  une  progression  arithmétique  dont  le 

premier  terme  est  quelconque ,  et  la  raison  —  ,  la  somme 

des  sinus,  ou  la  somme  des  cosinus  de  ces  arcs  est  nulle. 

Ceci  peut  être  regardé  comme  une  vérification  de  ce  théo> 
rème  :  la  somme  des  projections  des  côtés  d'un  polygone 
régulier  sur  un  diamètre  quelconque  du  cercle  circonscrit 
est  égale  à  0. 

{La  suite  au  prochain  numéro). 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


91 .  Le  côté  AB  du  triangle  donné  ABC  est  inscrit  dans  l'an- 
gle fixe  MON,  l'inclinaison  du  plan  du  triangle  sur  le  plan 
MON  est  aussi  donnée  ;  le  lieu  du  point  C  dans  l'espace  est 
une  ellipse  dans  laquelle  la  somme  algébrique  des  axes  est 
égale  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB. 

(Tm.) 

92.  A  est  Taire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une 
circonférence ,  et  B ,  l'aire  du  polygone  semblable  circon- 
scrit; B—  Aest  équivalent  à  l'aire  du  polygone  régulier 
semblable,  inscrit  dans  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
le  côté  de  B ,  ou  bien  encore  au  polygone  régulier  circon- 
scrit à  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  côté  de  A. 

[Du  Faye.) 
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ANNONCES. 


1 .  BoLLETiis  poLYTECHisiQDE,  revue  dcs  scicnccsexactcs,  de  leurs 
applications  et  de  leur  euseignement,  organe  des  intérêts 
el  des  besoins  de  l'instruclion  scienliGque  élémentaire  et 
supérieure. 

Par  Auguste  Blum^  ancien  élève  del'ÉcoIe  polytechnique. 

Avec  la  collaboration  de  savants,  d'ingénieurs,  d'admi- 
nistrateurs, de  publicistes  et  d'anciens  élèves  des  écoles  du 
gouvernement. 

Au  bureau  du  Bulletin  polytechnique ,  rue  Saint- 
Hyacinthe-Saint-Michel,  n.  8,  à  Paris. 

Le  premier  numéro  a  paru  le  10  janvier.  Nous  en  rendrons 
compte  prochainement. 

2.  De  l'éclairage  ad  gaz.  Développements  sur  la  composi- 
tion des  gaz  destinés  à  l'éclairage ,  sur  la  construction  des 
fourneaux  et  des  cheminées,  sur  la  pose  des  tuyaux,  sur 
les  phénomènes  de  la  lumière ,  etc.  ;  par  E.  Robert 
d'Hurcourty  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique,  ancien 
capitaine  d'Artillerie. 

Chez  Carilian'Gœury  et  V^''  Dalmont  ^  quai  des  Augus- 
îins,  n"' 39, 41.  Paris  et  1845. 


• 
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DEMONSTRATION 

De  r impossibilité  de  résoudre  toutes  les  équations  algébriques 

avec  des  radicaux, 

PAR  M.  TKTANTZEI., 

répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


I. 

Abel  a  entrepris  de  démontrer  qu'une  équation  algébrique 
quelconque  de  degré  supérieur  au  quatrième  n'est  pas  réso- 
luble par  radicaux  (*).  Quoique  sa  démonstration  soit  exacte 
au  fond ,  elle  est  présentée  sous  une  forme  trop  compliquée 
et  tellement  vague,  qu'elle  n'a  pas  été  généralement  admise. 
Plusieurs  années  auparavant,  Ruffini,  géomètre  italien, 
avait  traité  la  même  question  d'une  manière  beaucoup  plus 
vague  encore,  et  avec  des  développements  insuffisants,  quoi- 
qu'il soit  revenu  plusieurs  fois  sur  le  même  sujet.  En  médi- 
tant les  travaux  de  ces  deux  géomètres  et  à  l'aide  des  prin- 
cipes que  nousavons  posés  précédemment  (**; ,  nous  sommes 
arrivé  à  une  forme  de  démonstration  qui  parait  assez  claire 
et  assez  précise  pour  lever  tons  les  doutes  sur  cette  partie 
importante  de  la  théorie  des  équations. 

11  faut  d'abord  bien  poser  la  question.  Résoudre  une  équa 
tîon  par  radicaux,  c'est  exprimer  les  racines  au  moyen  des 
coefficients  par  une  fonction  radicale  d'une  espèce  détermi- 


(")  Journal  de  Crolle  ,  tome  1 ,  page  65;  et  Bulletin  de  Férusiac,  tome  VI, 
(**)  Nouvellst  Annale»  ,  tome  11  .  page  117. 
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née,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  ramener  la  résolution  de 
1  équation  proposée  à  celle  d'une  série  d'équations  binômes, 
dont  les  seconds  termes  dépendent  successivement  des  coefli- 
cients  et  des  racines  des  équations  précédentes. 

La  question  ainsi  posée  présente  trois  points  de  vue  fort 
différents ,  soit  qu'il  s'agisse  de  résoudre  une  équation  géné- 
rale quels  que  soient  les  coefficients,  soit  qu'on  s'occupe 
d'une  équation  déterminée  pour  savoir  si  eile  est  résoluble 
ou  non  par  radicaux,  soit  enfin  qu'on  veuille  obtenir  les 
racines  d'une  équation  par  des  extractions  de  racine  effec- 
tuées sur  des  quantités  réelles. 

Quant  au  dernier  cas,  nous  avons  fait  voir  dans  le  mémoire 
précité  C)  que  même  pour  les  équations  du  troisième  degré 
on  ne  pouvaU  exprimer  les  racines  de  cette  manière  lors- 
qu'elles sont  toutes  réelles  5  on  le  peut  toujours  au  contraire 
quand  il  y  en  a  deux  imaginaires.  Nous  reviendrons  sur  ce 
travail  qui  est  demeuré  inachevé.  Le  second  cas  est  le  plus 
difficile  de  tous  .  il  paraît  avoir  été  à  peine  entrevu  par  Abel 
et  il  n'a  été  attaqué  avec  quelque  succès  que  dans  un  mé- 
moire inédit  de  Gallois ,  qui  sera  publié  prochainement. 
Nous  ne  considérerons  ici  que  le  premier  point  de  vue  :  c'est 
aussi  le  seul  qui  ail  été  envisagé  dans  les  mémoires  d'Abel  et 
de  Ruffîni. 

II. 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  seulement  qu'on  ne  peut  re- 
produire une  racine  d'une  équation  générale  de  degré  supé- 
rieur au  quatrième ,  en  effectuant  successivement  un  nom- 
bre limité  d'opérations  sur  les  coefficients  ou  sur  desfonctions 
symétriques  de  toutes  les  racines.  Puisque  les  coefficients 
sont  supposés  quelconques,  les  racines  sont  tout  à  fait  arbi- 

(•)  Tome  11,  pag    125  de  ce  Recueil. 
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traires  ,  et  la  question  se  réduit  à  uu  principe  de  combinai- 
son. 

Soit/(:c)  =  0  l'équation  proposée,  et  :i:. ,  x, , . . . .  jCj ,  Xm,  ses 
m  racines.  Supposons  qu'on  puisse  exprimer  la  racine  x^  par 
une  fonction  radicale  d'espèce  quelconque.  Comme  les  prin- 
cipes que  nous  avons  établis  sur  les  radicaux  numériques  et 
sur  leur  classification  s'appliquent  entièrement  aux  radi- 
caux algébriques ,  la  valeur  de  x^  pourra  se  mettre  sous  la 
forme  (**) 

dans  laquelle  w=  y  a^^  u  ^=^a\a  est  une  fonction  radicale 
d'espèce  inférieure  à  celle  de  x^  et  A,  B...  M  peuvent  être  de 
même  espèce,  mais  de  degré  moindre.  On  en  déduira  aussi 
que  la  valeur  de  x,  est  racine  d'une  équation  irréductible  du 
Yiiéme  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  même 
genre  que  A,  B....  M.  Toutes  ks  racines  de  cette  équation, 
obtenues  en  remplaçant  u  par  les  diverses  valeurs  de  J/a  , 
devront  parconséquent  satisfaire  à  l'équation  proposée  ;  et , 
en  désignant  par  a,  a%  a^...  les  racines  îv  de  l'unité,  on 
aura  n  relations  de  la  forme  : 

.r.r=A  -f  a+Bi^'  +  ...  +  Ma"-'. 

.r,  =  A  -I-  ^w-f-  Ba^/'  +••••+  Ma'*-'/^'*-' 

.r3  =  A  4-  J'ii  -f-  B>c'^w^+ .  .  .  +  Mr/"-'  ir-\  etc. 

Si  l'on  ajoute  ces  égalités  membre  à  membre ,  il  vient 

si  ou  les  ajoute  encore  après  avoir  nmltiplié  res[)ectivement 
par  a",  '/"',  «'*"%...  on  obtient  : 

(')  Tome  II,  pag.  iTi  de  ce  Recueil. 
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en  multipliant  par  a**,  «***"',  «"*,  on  trouvera  de  même  : 

.r.+  «"-'  x\  -f-  «"-  î  X,  +  . . . .  =  n'eu'  ; 

et  ainsi  de  suite.  Ces  résultats  proviennent  de  deux  proprié- 
tés des  racines  a,  a',  ..  J"  de  l'unité  :  leur  somme  est  égale  à 
zéro  et  elles  se  reproduisent  toutes  par  les  puissances  de  cha- 
cune d'entre  elles  (excepté  a"  ou  1  ) ,  lorsque  n  est  un  nom- 
bre premier. 

Ainsi  les  quantités  m  ,  A ,  B...  M  et  <z  qui  entrent  dans  V ex- 
pression de  X,  sont  égales  à  des  fonctions  rationnelles  de  plu- 
sieurs racines  de  r équation  proposée. 

Considérons  maintenant  une  des  quantités  A,  B...  M  et  a , 
on  pourra  former  une  équation  ayant  pour  racines  les  diverses 
valeurs  delà  fonction  rationnelle  qui  la  représente,  au  moyen 
des  coefficients  de  l'équation  /{x)  =  0.  Car  soit,  par  exem- 
ple, B=<p  (JT,,  x,,  X3...  )  ;  le  produit 

obtenu  en  disposant  les  racines  jt , ,  jt,  ,  jtj  ,  Xm ...  de  toutes  les 
manières  possible  sera  une  fonction  symétrique  de  toutes  ces 
racines  j  en  sorte  que  B  sera  donné  par  une  équation  F(B)  =  0 
de  même  forme  que  la  proposée. 

Si  l'on  ordonne  la  quantité  B  par  rapport  à  l'un  des  radi- 
caux de  plus  haute  espèce  qu'elle  renferme ,  on  aura  une 
expression  semblable  à  celle  de  x, 

B=:A'+t^  +  BV^+....+M' t^**-,  avect>^  =  ^, 

d'où  l'on  déduira  par  le  même  raisonnement  que  les  quan- 
tités i^y  A',  B'...  M'  et  b  sont  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  F(B)  =  0 ,  et  que  par  conséquent  elles  s'expri- 
ment aussi  rationnellement  en  fonction  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée. 
En  opérant  de  môme  sur  chacune  des  quantités  A',  B'... 
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M'  et  b^  on  arriverait  à  la  même  conclusion  ,  relativement 
aux  quantités  radicales  dont  elles  dépendent;  et,  ainsi  de 
suite,  jusqu'aux  derniers  radicaux  qui  portent  sur  des  expres- 
sions rationnelles  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation 
/(^)  =  0. 

Donc  si  une  équation  est  résoluble  par  radicaux ,  chaque 
radical  simple  ou  composé  qui  entre  dam  la  valeur  de  Vin- 
connue  est  égal  à  une  fonction  rationnelle  des  racines  de  cette 
équation. 

Les  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  représentent  les 
divers  radicaux  peuvent  renfermer  toutes  ces  racines  ou 
seulement  un  certain  nombre  ;  il  est  toujours  permis  de  les 
supposer  entières  (*)  pour  en  concevoir  plus  facilement  les 
combinaisons. 

Il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  s'ap- 
plique quel  que  soit  le  point  de  vue  sous  lequel  on  envisage 
la  question  de  la  résolution  par  radicaux. 

m. 

Étudions  maintenant  les  propriétés  de  ces  fonctions  ration- 
nelles des  racines  qui  sont  égales  aux  différents  radicaux  con- 
tenus dans  la  valeur  (1)  de  jc,.  Si  l'équation  /{jc)=:0  est 
satisfaite  par  cette  valeur,  quels  que  soient  ses  coefficients, 
on  doit  reproduire  identiquement  jt,  ,  en  substituant  dans  (1) 
la   fonction  rationnelle  correspondante  à  chaque  radical , 


(•)  Toute  fonction  fractionnaire  d'une  racine  de  l'équation  {{x^  —  O,  peut 

être  remplacée  par  une  fonction  entière  de  cette  racine.  En  eflet,  si  l'on  mulli 

F  \'Xt) 
plie  les  deux  termes  de  -- — r  par  s?  (a;,)  »  (xs)...  le  dénominateur  deviendra  une 

*^  9  (x,)  ^      ■        '  ■  ' 

K 

(onction  symétrique  K  ;  quant  au  numérateur  F  {Xt^  x  . ,  il  sera  une  fonction 

entière  dex, ,  puisque  -y  (œ,),  p  (a?,)...  sont  racines  d'une  certaine  équation 

tp'^  +  Ay"*"-'... -f  Hy  +  K-0,  d'où  l'on  tire-  --j"*"'  +  A  ?"*"'  +...  +  H 
La  même  démonstration  s'applique  h  «ne  fonction  de  plusieurs  racines. 
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puisque  les  raciues  do  l'équation  sont  alors  entièremenl  arbi- 
traires. De  même,  toute  relation  entre  les  racines  devra  être 
identique  et  ne  cessera  pas  d'exister,  si  l'on  y  remplace  ces 
racines  les  unes  par  les  autres  d'une  manière  quelconque. 

Désignons  par  y  le  premier  radical  qui  entre  dans  la  valeur 
de  jc,,  ensuivant  Tordre  du  calcul,  et  soit  jr^'^j»; /?  dé- 
pendra immédiatement  des  coefficients  de  /  (.r)  =  0 ,  et 
pourra  s'exprimer  par  une  fonction  symétrique  des  ra- 
cines F  (a:,,  ^,,  .r,...);  j  sera  une  fonction  rationnelle 
y  (or,,  ^2,  X3...)  des  mêmes  racines. 

Comme  la  fonction  ©  n'est  pas  symétrique ,  sans  quoi  la 
racine  71""  dep  s'extrairait  exactement,  elle  doit  changer  lors- 
qu'on permute  deux  racines  :  a, ,  jo^  ,  par  exemple  ;  mais  la 
relation  (f"  =  F  sera  toujours  satisfaite.  D'ailleurs  la  fonc- 
tion F  étant  invariable  par  cette  permutation ,  les  valeurs  de 
tp  sont  des  racines  de  l'équation  j""  =/? ,  et  l'on  a 

si  l'on  remplace  de  part  et  d'autre  .z\  par  x, ,  et  réciproque- 
ment, il  vient  r 

?  (j:,,x„X3...)  — a(p(jt'„  x„  0:3...); 

d'où,  en  multipliant  par  ordre  :  x=i. 

Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  n ,  supposé  premier,  est 
nécessairement  égal  à  2.  Donc ,  le  premier  radical  qui  se  pré- 
sente dans  la  valeur  de  Vinconnue ,  doit  être  du  second  degré. 
C'est  ce  qui  arrive  en  effet  pour  les  équations  qu'on  sait  ré- 
soudre. 

Si  dans  la  fonction  <5>  on  effectue  une  permutation  de  trois 
lettres,  en  remplaçant  ji  . ,  jt^^  jtg,  respectivement  par  jt,  , 
.r,,  jj;, ,  elle  ne  changera  pas  de  valeur.  En  effet,  on  aura 
d'abord  : 
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pais  en  répétant  des  deux  côtés  la  même  substitution  : 

et 

d'où ,  en  multipliant,  a^  =  1  ;  comme  d'ailleurs  a  est  une  ra- 
cine carrée  de  l'unité ,  il  faut  que  a  soit  égal  à  1 ,  ou  que  les 
valeurs  de  <p  soient  égales. 

On  verrait  de  même  que  »  est  invariable  par  les  permu 
talions  de  cinq  lettres  ou  d'un  nombre  premier  quelconque. 
Dans  ces  permutations  on  suppose  qu'aucune  lettre  du  groupe 
considéré  ne  conserve  la  même  place  :  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle, d'après  M.  Cauchy  ,  des  permutations  circulaires  de 
3,  5...  lettres. 

Continuons  la  série  des  opérations  indiquées  par  la  va- 
leur (1)  de  j:,. 

On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coefficients  de 
y  (x)  =  0 ,  ou  la  fonction  «  avec  des  fonctions  symétriques 
des  racines,  à  l'aide  des  premières  opérations  de  l'algèbre, 
et  l'on  obtiendra  toujours  une  fonction  des  racines  inva- 
riable par  les  permutations  de  trois  lettres.  Les  radicaux 
subséquents  pourront  donner  encore  des  fonctions  du  même 
genre,  s'ils  sont  du  second  degré.  Supposons  qu'on  soit 
arrivé  à  un  radical,  pour  lequel  la  fonction  rationnelle 
équivalente  ne  soit  pas  invariable  par  ces  permutations. 
Désignons-le  toujours  par ^  =  (^  (jt,  ,  jr, ,  Xj. . . )  ;  dans  l'équa- 
tion y  z=p  ^  nous  ferons  encore/?  =  F  {x\  ,  x, ,  jr,...) ;  cette 
fonction  ne  sera  plus  symétrique ,  mais  seulement  invariable 
par  les  permutations  de  trois  lettres.  Si  l'on  remplace  x\ , 
a:, ,  0:3  par  x,,  x\ ,  jf,  dans  (p ,  la  relation  <p"  =  F  subsistera 

toujours ,  et ,  puisque  F  ne  change  pas  pnr  cette  substi- 
tution ,  il  viendra  : 

y  [x, ,  .r, ,  ,r. ,  .r j. ..)  =  y.^  (.r, ,  x, ,  x, ,  ^y  .)  j 
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d'où  l'on  conclura  ,  comme  ci-dessus ,  a'  =  l .  Ainsi  n  sera 
égal  à  3. 
';Si  le  nombre  des  quantités  ji-.,  jt,,  a.-^...  est  supérieur  à 
quatre,  ou  si  l'équation  y  (jc)  =  0  est  d'un  degré  plus  élevé 
que  le  quatrième  ,  on  pourra  effectuer  dans  <^  une  permuta- 
tion ^circulaire  de  cinq  lettres ,  en  remplaçant  x,,  ^,,  x,, 
x^ ,  ^5 ,  par  jc, ,  Xj,  o:^,  r  5,  jl\  ;  la  fonction  F  ne  changera  pas, 
et  l'on  aura  : 

puis  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  substitution  : 

f{jcj,  JC4,X5,  X,,  x\.,.)=zaf(jc^,x,,  x^,  x^,  x,...)etc. 

Par  la  multiplication ,  on  obtient  a'  =  1  ;  ce  qui  entraîne 
a  =  1  ,  puisque  a  est  une  racine  cubique  de  l'unité.  Ainsi , 
la  fonction  ^  est  invariable  par  les  permutations  de  cinq 
lettres.  D'ailleurs  elle  ne  changerait  pas  davantage,  si  l'on 
remplaçait  x^^  Jt\,  x^,  x^,  x^  par  x,,  ^5,  x,y  x^,  x^-^  en 
sorte  que  l'on  a  : 

mais  on  avait  déjà  : 

"F  (X,  ^  x^  ^  Xj  ^  X ^ ,  x^. .  .j  =■  <p  [Xj ,  .z"^  ^  x^y  x^,  x-i. ..)  ] 
donc 

C'est-à-dire  que  la  fonction  cp  doit  être  invariable  par  les 
permutations  de  trois  lettres. 

Ainsi  tous  les  radicaux  renfermés  dans  la  racine  d'une 
équation  générale  du  degré  supérieur  au  quatrième  devraient 
être  des  fonctions  rationnelles  invariables  par  les  permutations 
de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions  dans  l'expres- 
sion (1) ,  on  arrive  à  une  égalité  de  la  forme  : 

X,  =  cp  [X,  y  X^  ,  Xj  ,   x^ ,  x^. ..)  , 

qui  doit  élre  identique  ;  ce  qui  est  impossible ,   puisque  le 
second  membni  reste  invariable  quand  on  remplace  x^, 
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x^,  jCj  par  X,,  Xj,  .r, ,  tandis  que  le  premier  change  évi- 
demment. 

Donc ,  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaux ,  une 
équation  générale  du  cinquième  degré  ou  de  degré  supérieur. 

La  démonstration  précédente  fait  voir  en  même  temps  que 
pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ,  le 
premier  radical,  dans  l'ordre  des  opérations,  doit  être  un 
radical  carré,  et  le  second  un  radical  cubique;  ces  circon- 
stances se  présentent  en  effet  dans  les  formules  données  par 
Lagrange  et  les  autres  géomètres. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'indiquer  seront  aperçus 
avec  plus  de  facilité,  si  nous  ajoutons  une  propriété  remar- 
quable des  fonctions  rationnelles  considérées  ci-dessus  c'est 
que  toute  fonction  invariable  par  les  permutations  de  trois 
lettres  ne  peut  avoir  plus  de  deux  valeurs.  D'abord  une 
fonction  de  ce  genre  est  invariable  par  les  permutations  de 
cinq  lettres;  car  si 

<})(x„  X3,  .r.,  x^,  X,...)  =  <pK,  ^„  X,,  X,,  X5...), 

on  aura  aussi  en  remplaçant  j:.,  x^,  x^  par  x,,  x^.,  x,  • 

çp  (a:,,  0:3,  x^^  x^.  x^...)  i=^(a7,,  x^\  jTj,  x^,  Xy..). 

On  verrait  de  même  que  la  fonction  ^  ne  change  pas  par 
les  permutations  de  7,  9...  lettres.  Les  diverses  valeurs  de 
cette  fonction  s'obtiendront  par  conséquent  en  permutant 
deux  lettres,  puis  deux  autres  lettres  et  ainsi  de  suite.  Sup- 
posons que  (p(jt\,  X.,  jTj,  x^...)  et  ©  (jt.,  .r,,  x^^  x^...)  soient 
deux  valeurs  différentes  je  dis  que  toute  permutation  de 
deux  lettres  <p  (j:-,  ,  r,,  x^.x^...)  reproduira  l'une  de  ces 
valeurs.  En  effet  il  vient  en  remplnçant  .r,,  jr„  x^  par  a:., 
jc^,  X,  :  cp  (x,,  x^,  X, ,  X,...)  =:  t^  (x. ,  X,,  x^ ,  X,...),  taudis 
que  l'on  trouve  <p  (x„  x„  x„  x^...)  =  <p(x,,  x^,  x.,  x,...), 
par  la  substitution  de  x,,  Xj,  x^  au  lieu  de  x^,  x,,  x,  ;  d'où 
Von  conclura    cp(x,,  x,,x, ,  x,....  =  c,.(a, ,  x.,  x,,  x^...). 
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SUR  LA.  CONVERGENCE  DES  SERIES. 
PAR  M.  i.i:besgue, 

professeur  à  la  faculté  de  Bordeaux. 


Proposition  I.  La  série  «„  m„  Uy..  Wn  ,.  (1),  de  nombres 
positifs  et  décroissants  est  de  même  espèce  (convergente  ou 
divergente)  que  la  série  w„  kuk,  k'ukz, . . .  ^"w^",.  •  •  (2),  que  l'on 
forme  en  multipliant  chaque  terme  de  la  première  par  son 
indice ,  et  prenant  dans  la  série  ainsi  formée,  les  termes  où 
les  indices  sont  en  progression  géométrique. 

Démonstration.  Soit  S  =  u^-\-u^-\-u3-\-...;  en  décomposant 

cette  somme  en  d'autres,  on  a  : 

)^ j 

".  +w,+...+w;i-i<(A— 1)m,    et  X^— 1)ma;  =— t-  -k^k  , 

de  même 

k  —  i 
uk-jr--"       uk^- 1  <:^{k—i)kuk  et  >  —r-.k'uki^ 

WA2-|-....       iik'i~\<C{k—i)k^Uk'i^i^—j — .  k^uki,  etc. 

k 

Delà 

/^ \ 

S<{k—\)[u,+kuk  +A;'ttA2+...]  et  >-^[Â:wa  J^khik^-{-.,.-]. 

Les  sommes  S  et  S,  =  ii,  -4-  kuk  +  k^uk^-\-...  sont  donc  en- 
semble finies  ou  infinies,  ce  qui  prouve  le  théorème.  Pour 
A:  =  2,  on  a  un  théorème  donné  par  M.  Cauchy  dans  son 
analyse  algébrique. 

Proposition  II.  Les  séries  suivantes  (A),  où  In  indique  le 
logarithme  de  n  pour  une  base  quelconque,  et  «  un  nombre 
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réel  positif  ou  négatif,  restent  de  même  espèce  quand  on  y 
remplace  n  par  an ,  a  étant  un  nombre  réel  positif, 

\  -\ .  j 

1 1  1 

^  "^2(72)^"^  3(/3)«"*  ~^/i(/«)«'" 

1.1  I  1 


(A) 


2/2(//2)='        3/3(//3)«''     '    îiln[llnY 


212113 {1112)^  "  nln.lln.illln)'^'" 

Démonstration  Représentons  ces  séries  par  S,  S',  S",  S"'... 
et  par  S»  ,  S'a  ,  S"  a  ,  S'"  a  ,••  quand  on  y  change  ?i  en  an  , 

1 
on  a  d'abord  Sa  =  —  S ,  ainsi  S  et  S»  sont  de  même  espèce. 

En  supposant  ^  >-  1  ,  et  prenant  n  de  manière  à  obtenir 

lan<ialn  (d'où  In >>  — -^  ) .  Si  l'on  regarde  le  terme  ré- 

pondant  à  cet  indice  comme  le  premier  de  la  série ,  on  aura 

1 

Sa  <r  S  et  S'a  >►  -: —  S'y  donc  S'  et  S'a  sont  de  même  es- 

péce. 
Pareillement ,  ?t  étant  pris  de  manière  à  avoir  llan  <C 

laliL  <^alln,  on  trouve  S"a  <IS"  et  S''o  >-  —z —  S",  ainsi  S" 

et  S"a  sont  de  même  espèce,  et  ainsi  de  suite. 

1 

En  supposant  ^  <  1 ,  ou  en  posant  a=:-  ^  b^  1 ,  à  cause 

de  /  -  >>  -  In    d'où    (1  —  -)/«>>///,  on   verra  que  les 

inégalités  auront  lieu  en  sens  contraire,  et  la  conclusion 
restera  la  même. 

Proposition  111.  Les  séries  (A)  sont  toutes  convergent<'s 
pour  a>  i  et  divergentes  pour  a  =  1  ou  <C  1 
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Démonstration.  Si  l'on  applique  à  ces  séries  la  proposi 
lion  I ,  la  série  kuk  ,  ^'//^s,  etc. ,  deviendra 


*  ^  1  \    (B) 


'       0/7,/ /f»/;-^«    r  '••      "i 


Ik,  {Iky     ^    2lkl  {2lky  "^  "•      ~^  nlk^l[nlky  ' 

-J ,1,1 

i^Mk.{lllkyr^2lkMm)Ml{2ky'^nlkJ{7ilk)[ll{nlk)y 
etc. 

On  remarquera  que  la  première  série  (B)  est  une  pro- 
gression géométrique ,  elle  est  donc  convergente  pour  a>>l, 
divergente  pour  a  =  i  ou  <  1 ,  il  en  sera  donc  de  même  de 
la  première  série  (A).  La  deuxième  série  (B)  n'est  que  la 
première  série  (A),  où  Ton  aurait  remplacé  n  par  nlk,  donc 
la  deuxième  série  (B) ,  et  par  suite  la  deuxième  série  (A) , 
sont  convergentes  ou  divergentes,  dans  les  mêmes  cas  que  la 
première  série  (A)  ;  la  troisième  série  (B)  revenant  à  la  deu- 
xième série  (A) ,  où  n  est  remplacé  par  nlk,  il  s'ensuit  que 
la  troisième  série  (B) ,  et  par  suite  la  troisième  série  (A) 
seront  convergentes  ou  divergentes  dans  les  mêmes  cas  que 
la  deuxième  série  (A),  et  par  suite  que  la  première  série  (A), 
et  ainsi  de  suite. 

Proposition  IV.  Si  au-dessus  d'une  certaine  valeur  de  ti  , 
les  expressions 


nln.Unl         \nlîilln.Un/  „ 

,  etc.,     (C) 


Un      '  llln        '  ILUn 

sont  <;  1 ,  la  série  u,yU^^  u^..  un...  sera  divergente,  au 
contraire  si  au  delà  de  certaines  valeurs  de  n  les  expres- 
sions (C)  surpassent  l+i^,  ^  étant  une  quantité  finie,  la 
série  sera  convergente  (*). 

(*)  On  doit  à  M.  0.  Bonnei  des  démoiiâlrations  analogues».  {Journ.  de  Mathé" 
mafiqueg  ,\']l],7i.)  Tm. 


—  69  — 

Démonstration.  Posez  «n  =  —,  ï1  ^n  résulte  a 


\Un/ 


ri''  In 

i  1  1 

la  série  Wn,  «n+i,  «»h2-  •  devenant  — +. 


111 

si  a, a,  a",...  sont  <;i,  la séric  surpassant  — \ 


sera  divergente.  Au  contraire  si  «,  a',  a",.  •   sont  >.  i  -|_^^ 
la  somme  de  la  série  sera  moindre  que 


«1+^    '    (/i  +  l)i+<^   '    (rt+2)i+^"* 

quantité  finie.  La  série  sera  donc  convergente.  Celte  règle 
est  de  M.  Cauchy  et  les  autres  sont  de  M.  Bertrand  ;  elles  se 
démontrent  de  même,  on  les  emploiera  quand  celle  de 
M.  Cauchy  est  en  défaut ,  car  pour  certaines  séries  o  =  0,  et 
alors  on  ne  peut  conclure  la  convergence.  M.  Bertrand  a 
démontré  la  proposition  III ,  par  la  considération  des  inté- 
grales définies.  Pour  plus  de  détails,  voyez  son  mémoire 
[Journal  de  Mathématiques ,  t.  VII,  p.  55) ,  il  s'y  trouve  une 
autre  série  de  règles  de  convergence. 

La  règle  de  M.  Cauchy  permet  de  vérifier  la  proposition 
suivante  qui  est  importante. 

Propositon  V.  Dans  une  série  renfermant  des  termes  né- 
gatifs ,  si  on  change  l'ordre  des  termes,  on  pourra  V  chan- 
ger la  somme  sans  détruire  la  convergence  ;  2"  détruire  la 
convergence,  c'est-à-dire,  rendre  la  série  divergente,  de 
convergente  qu'elle  était. 

l**  Les  séries 

1  ^  3        ^'  '  ^  -i/i  +  l         2/i+2' 
1  _1       1       1  _  1  1 ^_!1 1__ 

sont  toutes  deux  convergentes ,   cardans  la   première,  les 
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(cnnes  vont  en  décroissant,  et  il  en  sera  de  m^mc  de  la 

,1  4      1.1  12 

seconde  en  remplaçant  1  +  -  par  - ,    -  +  -  par  --  ,   etc. 

3  t^       5        7  35 

D'ailleurs  si  l'on  prend  pour  termes  généraux 

1  1  1  11 

-r 


2„_|_i        2/1+2       2«-fl  .27i+2'     4«+l^    4/i+3 
1        _  8rt-f  5 

~  2«  +  2  ""  (4«  +  1)  (4/1  +  3)  (2/i4-2)  ' 

rhaque  terme  de  la  deuxième  série ,  surpassant  le  terme 
correspondant  de  la  première ,  on  devra  en  conclure  que  la 
somme  de  la  première  série ,  est  moindre  que  celle  de  la 
deuxième. 

2''  La  série  1  —  \/  ,>  +  \/   ô"—  \/    â~^'"   ^^*  ^'^"'* 

vergenle  ;  mais  si  au  lieu  de  prendre  les  termes  négatifs  de 
2  en  2 ,  on  les  prend  comme  plus  haut,  de  3  en  3 ,  la  série 

y    4/i+1     •"  ^  4^1+5  "~   V  2^-f2  ' 

sera  divergente.  La  règle  de  M.  Cauchy  donne ,  en  suppo- 
sant n  fort  grand , 

V  4//+l'^V  4//+3  V  2/1+2  V  7i  V  2/z  y^yn' 
et 

^    l//^.t^2  ^/      1X2     \ 

*  t/2  — 1        1    .      V  1X2  — ly 

//i  2  ^  ///  ^ 

Ces  exemples  sont  pris  d'un  mémoire  de  M.  Dirichlet,  où 
il  établit  que  toute  progression  arithmétique  renferme  une 
infinité  de  nombres  premiers,  quand  le  premier  terme  et 
la  raison  sont  premiers  entre  eux. 
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OBSERVATIONS 

sur  le  théorème  de  M.  Lamé ,  relativement  au  plus    grand 
commun  diviseur ,  et  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème. 

PAR   B.  FinrcK, 

Docteur  es  sciences  ,  professeur  de  mathématiques  à  Strasbourg. 


J'ai  donné  dans  les  Nouvelles  Annales ,  un  théorème  pour 
déterminer  une  limite  du  nombre  des  opérations  de  la  re- 
eherchedu  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 
Ce  théorème  a  trouvé  place  dans  la  seconde  partie  de  mon 
arithmétique,  pages  57  et  58.  J'en  rappellerai  l'énoncé  :  siB 
est  le  plus  petit  des  deux  nombres  ,  et  qu'on  cherche  le  plus  petit 

B  +  1 

nombre  entier  n,  qui  rend  2"  ]>  — - — ,  2n  sera  une  limite  du 

nombre  des  opérations.  On  peut  conclure  de  là ,  qu'il  suffît 

log  (B  4- 1  ) 

que  «  M- 1  soii  ">  — ,  et,    si  c  est  le  nombre    des 

^  '  log2 

chiffres  de  B ,  il  suffit  que  /^  + 1  >  — - ,  car  log  2  >►  0,3.  De 

2c  20 

là  pour  2n ,  la  limite  -—  —  2()U  —  c  —  '2. 

M.  Lamé  donne  la  limite  plus  simple  5c,  et  il  se  sert  à 
cet  effet  de  la  série  1,  2,  3,  5,  8...,  dont  les  premiers  termes 
sont  1 ,  2,  chacun  des  autres  étant  la  somme  des  deux  précé- 
dents. J'ai  considéré  dans  mon  arithmétique,  page  128,  la 
même  série  dans  un  but  analogue.  Ici  je  la  remplacerai  par 
une  autre;  mais  il  faut  reprendre  les  choses  de  plus  haut, 
et  d'abord  ,  je  dis  que  si  B  est  égal  au  n""^'-  terme  de  la 

série 

1,  2,  3,  5,  8,  etc.  (1) 
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il  n'y  aura  jamais  plus  de  n  opérations  ,  et  si  B  est  <C  que 
ce  n^'"^  terme  ,  il  y  aura  moins  de  n  opérations. 

En  effet,  soient  R, ,  K,...  les  restes  ;  <p. ,  ?,...  les  quotients. 
Il  vient: 


B  =  R.^.+R,,elc.  )  ^^^• 

Remarquons  que  si  on  prend  dans  (1)  deux  termes  con- 
sécutifs ,  pour  en  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  , 
les  restes  seront  précisément  les  termes  précédents  de  (1) ,  et 
le  nombre  des  opérations  sera  le  rang  du  plus  petit  des  deux 
termes,  dont  on  chercherait  le  plus  grand  commun  diviseur. 
D'ailleurs,  les  quotients  et  le  dernier  diviseur  auraient  leurs 
valeurs  minima ,  savoir:  2  pour  le  dernier  quotient,  et  I 
pour  tous  les  autres  et  le  dernier  diviseur.  Par  conséquent , 

si  A  et  B  donnent  lieu  à  ji  opérations  ,  il  s'ensuit  que  B  ~~  , 

au  w^^^^  terme  de  (1).  En  effet,  si  les  quotients  et  le  der- 
nier diviseur  ont  leurs  valeurs  minima  ,  les  nombres  R^_,, 
^n-'i  V-  R,,B  seront  les  n  premiers  termes  de  (1) ,  et  auront 
aussi  chacun  sa  plus  petite  valeur.  Donc,  dans  tout  autre 
cas ,  B  sera  ;>le  terme  de  rang  n. 

Donc  si  B  =  le  terme  de  rang  « ,  il  n'y  a  pas  plus  de  n 
opérations,  et  à  fortiori  si  B  est  <[que  ce  terme.  La  détermi- 
nation du  maximum  du  nombre  des  opérations  revient  donc 
à  celle  du  rang  du  terme  qui  dans  (1)  est  égal ,  ou  immédia- 
tement supérieur  à  B. 

On  y  parviendrait  au  moyen  du  terme  général  de  (1), 
traitée  comme  une  série  récurrente  :  mais  ce  terme  n'étant 
pas  maniable,  je  remplacerai  la  série  (1)  par  une  autre. 
Cette  série  (1)  se  rapporte  à  la  fraction  continue 

^-\-}_ 

1+J_ 


I 
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dont  les  réduites  sont 

-,   -,    -,    -,   -,   etc.  (3) 

Parmi  ces  réduites ,  j'en  prends  une  qui  soit  de  rang  impair  : 

-,  ainsi  que  chacune  des  suivantes,  convient:  je  dirai  tout 

3 
-à l'heure  pourquoi  -  ne  convient  pas.  Je  forme  îa  série  géo- 

métrique 

sauf  le  premier  terme,  chacun  des  autres  est<Cque  son  corres- 
pondant pris  dans  (l)j  on  peut  s'en  convaincre  pour  le 
deuxième  et  le  troisième^  pour  les  suivants,  dans  (î)  chacun 

se  déduit  du  précédent  au  moyen  d'un  multiplicateur  égal  à 

5 
l'une  des  réduites  (3) ,  à  partir  de  -  ;  aucune  de  ces  réduites 

n'est  moindre  que  -  raison  de  la  série  (4)  ;  donc ,  etc. 
5 

Il  s'ensuit  que  si  B~  que  le /i^ème  terme  de  (4) ,  Best  <!  que  le 

iiième  terme  de  (1).  Donc,  si  B  -^quef  -  ]  ,  qui  est  le  terme  de 

rang  x-{-\  dans  (4),  B  est  <C  que  le  terme  de  rang  .r  +  1 
dans  (1),  et  il  y  aura  au  plus  x  opérations  j  mais  B  sera 

/-]    ,   si   X  est    un  nombre  entier    au   moins  égal  à 

lotr  B  lo*^  B. . . 

^     "  '  .  Soil  c  le  nombre  des  chiffres  de  B , 


log8  —  log5       0,204.., 

log.  B  est  ainsi  <ic;  il  s'ensuit,  que  le  maximum  du  nombre 

des  opérations  est  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur 

c  c 

à  ,  nombre  entier  qui  ne  surpasse  pas  —  ou  5c. 

0,204  0,2 

,     >          .    îogB   . 
J'ajoute  que  la  iorniule donnera  souvent  une  limite 

^  0,204 

Ann.  ut  Matuémat.  IV.  b 
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0.204 


,.     ,  2,184 

moindre  ;  c'est  ainsi  que  si  B— 15  3 ,  elle  donne  -r-rz.  ou  1  i , 


au  lieu  de  15. 

•  In  iwliiilp 

nint  à  re  nue  loff 

c      /        loff  B\         .         ^   .     .,  ,  , 
limite  serait  — ;r-  (  ^u  ——    ) ,  qui  conduirait  a  6c 


3 
J'ai  dit  que  la  réduite  -  ne  convient  pas  pour  raison   de 

3 
la  série  auxiliaire;   cela  tient  à  ce  que  log  -  —  0,176  et  la 


0,176 
Chacune  des  réduites  de  rang  impair  qui  suivent  -  donne 


un  log.  plus  grand  que  0,204,  mais  on  y  gagnerait  peu  de 
chose;  car  ces  réduites  sont  toutes  moindres  que  — - —  , 

valeur  de  la  fraction  continue  citée;  or —  a  pour  log. 

une  quantité  qui  reste  au-dessous  de  0,209,  de  sorte  que  le 
dénominateur  de  log.  B  ,  ne  peut  s'élever  jusqu'à  0,209. 

Si  on  emploie  des  quotients  excédants ,  chaque  reste  est 
moindre  que  la  moitié  du  précédent ,  diminué  préalable- 
ment d'une  unité ,  et  ces  restes  successifs  ont  pour  maxima 

B_l      B— 1— 2     B-1— 2— 2'  B— 1— 2— ...— 2^"'  _ 

__  ^         _       ^  _  ^  . . .  __  _ 

_  B— 2^  +  1 

—         -^        • 

Si  donc  ce  dernier  est  <<  2 ,  l'opération  est  terminé  à  la  «*«»» 
division  ;  de  là 

B— z"  +  1  <  2"+'  ou  B  +  1  <  2". 3, 
et 

-      22>-^,  ou.>  j^ . 

On  peut  donc  prendre  ce  nombre  pour  limite ,  ou  si  l'on  veut 

^■^'^^^  —1 ,  ou  encore  •-  /.  (B  -(-  1  )  —  1 ,  nombre  plus 

simple  que  la  limite  donnée  par  M.  Binet.  {(jompte  rendu , 
if  19  du  2"'^  semoslre  1844.} 
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NOTE 

Sur  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  d'entiers  inférieurs 
et  premiers  à  un  nombre  donné. 


PAR  M.  E.  PROUHET, 

professeur  au  Collège  royal  d'Auch. 


1 .  Le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  d'entiers  inférieurs 
et  premiers  à  un  nombre  donné ,  jouit  de  plusieurs  proprié- 
tés importantes.  Mais ,  comme  chaque  fois  qu'on  en  parle , 
on  est  obligé  de  le  désigner  par  une  longue  périphrase,  ces 
propriétés  deviennent  d'un  énoncé  fastidieux  et  d'une  dé 
monstration  prolixe.  Afin  d'éviter  cet  inconvénient,  nous 
proposerons  de  désigner  ce  nombre  par  un  nom  particulier 
et  de  choisir  pour  cet  objet  le  mot  indicateur,  qui  n'a  encore 
reçu  aucun  emploi  en  mathématiques.  Dans  le  courant  de  cet 
article ,  le  symbole  i  (N)  servira  à  représenter  l'indicateur 

d'un  entier  N  (*). 

ï. 

Nous  allons  d'abord  nous  proposer  de  trouver  l'indicateur 

d'un  nombre  N,  décomposé  en  ses  facteur  premiers.  Les 

deux  Icmnies  suivants  faciliteront  beaucoup  celte  recherche. 

2.  Lemme  L  Si  a  et  b  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  ; 
u.  un  nombre  inférieur  et  premier  «  <7  •  p  un  nombre  inférieur 
et  premier  à  b  ]   Un  existe  qu  un  seul  nombre  z<^ûb,   qui 

soit  à  la  fois  a-{-a€t  b-\-\i. 

Démonstration.  La  recherche  du  nombre  c  revient  à  la  ré- 
solution de  l'équation  indéterminée 

ax -\- a  —  by -]^- ^  , 
laquelle  est,  comme  on  sait,  toujours  possible  quand  //  et  0 

'^  Ce  symbole  est  le  v  de  M.  (iauss  (Disq.,  ^  3i).  ïm 
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sont  premiers  entre  eux.  De  plus ,  si  on  trouve  un  nombre 
remplissant  les  deux  conditions,  si  on  en  retranche  le  plus 
grand  multiple  de  ah  qui  y  est  contenu,  le  reste  plus  petit 
que  ah ,  les  remplira  encore.  Ainsi  on  voit  qu'il  existe  un 
nombre  z  <<  ab  et  à  la  fois  «  -f- c<  et  ^  +  p. 

Je  dis  maintenant  qu'il  n'en  existe  qu'un ,  car  s'il  y  en  avait 
Uïi  autre  z'  on  aurait  : 

z  —  s'  =  rt  =  ^=:  {ab). 
ce  qui  est  impossible  puisque  z  —  z'  est  <C  ab.  Donc ,  etc. 

3.  Lkmme  II.  L'indicateur  du  produit  de  plusieurs  nombres 
premiers  entre  eux  deux  à  deux ,  est  égal  au  produit  des  indi- 
cateurs de  ces  nombres  (") . 

Démonstration.  Soient  d'abord  deux  nombres  a  et  b  pre 
miers  entre  eux.  Désignons  par 

les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  ^  et  par 

(2)  P.,     P.,     P3-..^-(.), 

les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  b. 

Tout  nombre  premier  avec  ab  doit,  si  on  le  divise  par  a , 
donner  pour  reste  un  des  termes  de  la  suite  (1) ,  et  si  on  le 
divise  par  b  ,  donner  pour  reste  un  des  termes  de  la  suite  (2) , 
Mais  parmi  les  nombres  plus  petits  que  ab ,  il  n'y  en  a  qu'un 
qui  soit  à  la  fois  «+  «.et  b  -j-^  un  seul  à  la  fois  a-{-a^  et 
^  +  ^,etc. 

Donc  il  y  aura  autant  d'entiers  inférieurs  et  premiers  à  ab 
que  l'on  pourra  fournir  de  combinaisons  avec  les  termes  des 
deux  suites,  en  prenant  toujours  un  de  la  première  et  un  de 
la  seconde,  c'est-à-dire  i  (a),  i  (b).  Donc 

i  [ab)  =  i  {a)  i  (b)  ; 
si  maintenant  c  désigne  un  nombre  premier  avec  ^  et  b .,  ab 
étant  premier  avec  c,  on  aura  : 


C)  Disq.,  §  38,  111. 
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i  {abc)  =  i  (ad)  i  (c) , 
donc 

i  {abc)  =  i  {a)  i  (b)  i  (c). 

Ainsi  le  théorème  est  vrai  pour  le  cas  de  trois  facteurs.  On 
rétendrait  successivement  au  cas  de  4,5,..,./i  facteurs. 
Donc  il  est  général. 

4.  Problème.  Trouver  l'indicateur  d'un  nombre  donné  N. 

Solution.  Supposons  d'abord  N  —  a"\  a  étant  un  nombre 
premier.  Parmi  les  a"*  nombres 

1,  2,  3, «", 

il  n'y  a  que  les  suivants 

a,    2/  ,   3a  , a*"~'.  a, 

au  nombre  de  a"*"'  qui  ne  soient  pas  premiers  avec  u^.  Donc 
on  aura  : 

i  [ce    )  =  a.    — a        , 

ou  bien 

(3)  ^(^-):^a--(a--.1). 

Soit  maintenant 

a,  p,...>,  étant  des  nombres  premiers  inégaux,  on  aura  d'à 
près  le  lemme  II  : 

i(N)  =  .-(a"V(n^"(7')-.-^(V"), 
et  d'après  la  formule  (3)  : 

formule  qu'on  peut  encore  écrire  ainsi  : 

.(N)=N ((._!)  (i-i) (i-l).    n 


(*)   Voir,  tome  1,  p.  167.    La  première  dcraonslralion  de  ce  Uiéoréme  est  due 
à  Eulci  (Comin.  rcliop  VIU,  p.  74\  Tui. 
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IL 

5.  Problème.  Étant  donnés  les  indicateurs  de  plusieurs 
nombres^  trouver  V indicateur  de  leur  produit. 

Solution.  Soient  a  ci  b  deux  entiers  quelconques  ;  a,  a', 
«",...  les  facteurs  premiers  inégaux  communs  -d  aei  b,  a^  et 
b,  deux  nombres  non  divisibles  par  aucun  des  nombres  pre- 
miers «,  a,  a"....  Posons  : 

m    itni    iimit         _ 

a  =  a   a      a        ...  Cl^ 

O  =^a  a    a       ...   0^ 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède  : 

i   {a)=cx!^-'    (a— !)«'"*'-'   (a'— 1)...i    (rt.) 

i    (6)=  a"-    (a  —  1)    a'"'-'    (a'— l)...l    (6,) 

i  (rt)   i  (^)  =  a"'+"-^   (a— 1)^  ^y««f+n,-.  (a'-l)\..  i  (a.)  i  (6.) 

i  (a^/)  =  a^+"-'   (a-1)  a'""+"'-'    (a'— !)...£  («.)  i  {b,). 

Donc 


t  (ûZ?)  =  i  {a)  i  (b) 


f  II' 
aa  a    . 


(a— l)(a'— 1  (a"— 1)...' 

OU  bien  si  on  pose  ^= «a  a...  d'où  (a  —  1)  («' — j)...=i  {^), 
on  aura  plus  simplement  : 

Soit  maintenant  un  troisième  nombre  c  et  S' le  produit  des 
facteurs  premiers  communs  à  ab  et  c.  Nous  aurons  d'après  la 
dernière  formule  - 

t{abc)z=^i  {ab)  i[c)   —, 
ou  bien 

i  {abc)  =  i  {a)  i  (b)  i  (c) 


i 


(§)  i  (^') 


On  voit  facilement  que  les  facteurs  premiers  qui  divisent 
a  et  c  sans  diviser  ^',  ou  ^  et  c  sans  diviser  rf,  ou  rz  et  ^  sans 
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diviser  c ,  entrent  une  seule  fois  dans  le  produit  ^^\  et  qu'il 
en  est  de  même  de  leurs  indicateurs  dans  le  produit  /  (<î)  /  (<5'). 
Quant  aux  facteurs  premiers  communs  aux  trois  nombres , 
et  par  conséquent  à  (î,  ils  doivent  entrer  à  jla  deuxième  puis- 
sance (î(î',  et  leurs  indicateurs  aussi  dans  i  {S)  i  (6').  Donc  si 
on  appelle 
0,  le  produit  de  2  facteurs  premiers  communs  à  deux  des 

nombres  a,  b ^  c  ; 
^3'  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  aux  trois  nom 

bres, 
on  aura  : 

i  {abc)  =  i  {a)  i  (b)  t  (c)  -—-.    --j-^. 

l  [p^       L  (03) 

En  continuant  à  raisonner  de  la  même  manière ,  on  voit 
que  si  a,  6,  c...   /sont  n  nombres  entiers  quelconques, 
<^a5  ^3.-.-  ^n  les  produits  des  facteurs  premiers  inégaux  com 
muns  respectivement  à  2 ,  3  , . . .  7i  des  nombres  proposés ,  on 
aura  : 

i(abc..l)  =  i{a)i(b)i{c)...i{b) 


formule  qui  résout  le  problème  proposé. 

6.  Corollaire.  Soit  N  =  A"*  et  ^t  le  produit  des  facteurs  pre- 
miers inégaux  de  A.  Si  on  considère  A*"  comme  le  produit  de 
facteurs  égaux  à  A  ,  on  aura  §^=za7n  et  la  formule  générale 
donnera  - 


/(A'")=/(A)'". 


A 

ou,  à  cause  de  i  (A)  =  —  t  {a), 

a 


ar~' 


i{a) 


♦n— I  •) 


A"'  i  {a) 

(A"')=  ~. 

a 

Quand  ^i  =  A,  c'est-à  dire  lorsque  les  facteurs  premiers  de 


—  so- 
dé A  n'y  entrent  qu'à  la  première  puissance  ,  on   a  plus 
simplement  : 

i  (A*")  =  A"*-i(A). 

III. 

7.  Théokème.  La  somme  des  indicateurs  de  tous  les  diviseurs 
d'un  nombre  est  égale  à  ce  nombre  f). 
Démonstration.  Soit  ^ 

un  entier  décomposé  en  ses  facteurs  premiers.  Tout  diviseur 
de  N  sera  de  la  forme 

d'où 

z'(^j  =  a^-'  (a-1)  ^y-'  (^-1)/-'  (7-1)...  r-'a-i). 

Pour  avoir  les  indicateurs  de  tous  les  diviseurs  de  N ,  il 
faudra  faire  varier  dans  cette  expression  jc  de  0 à  w,  jk  de  0 
à  n ,  etc.  En  ayant  soin  de  supprimer  le  facteur  (a — 1) 
quand  x=0  ;  le  facteur  (P — 1)  quand  jr  =  0,  etc.  Or  un 
peu  d'attention  suffit  pour  faire  voir  que  tous  ces  indicateurs 
seront  les  différents  termes  du  produit 

[(l  +  («-l)  +  a  (a-1)+a^  (,._!)+... +a"'-'  (a-1)]  X 

[(!+(?-!)  +  ?  (?-î)  +  P^(P-l)+...+  r' (8-1)...] 
[-..(l  +  ()>-l)-hM)^-l)-|-^M>'-l)+...+^^-'(X-l)]. 
Mais  le  premier  facteur  de  ce  produit  =  a"^,  le  second 
=  p**,....  le  dernier  égale  ).'.  Donc 

C.  Q.  F.  D. 

IV. 

8.  Voici  encore  quelques  théorèmes  dans  lesquels  l'indica- 
teur joue  un  rôle  important. 

(')  Disq.,  §  39.  Tm 
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Deux  nombres  a  et  p  étant  premiers  entre  eux  ,  on  a  toujours 
g^i(p)  —  1  =3  p.  On  en  déduit  comme  corollaire  ce  célèbre  théo- 
rème de  Fermât  :  si  p  est  premier  a""' — 1  =  p. 

.5'*  pest  un  nombre  premier  et  n  un  diviseur  de  p"'~'  (  p — 1) 
ou  de  i  (p"')^  on  trouvera  toujours  i  (n)  nombres  inférieurs  à 
p"*,  dont  les  puissances  divisées  par  p""  donnent  n  résidus  diffé- 
rents. 

Nous  nous  proposons  de  revenir  sur  ce  dernier  théorème 
dans  un  prochain  article ,  qui  aura  pour  objet  l'étude  des 
périodes  de  résidus,  obtenus  en  divisant  les  puissances  d'un 
nombre  a  par  un  nombre  p  premier  avec  a. 

THÉORÈME  SUR  LA  DIVISIBILITÉ  DES  NOMBRES. 

FAR  O.  R. 

Soit  A  un  nombre  de  p-\-i  chiffres  ,n  un  facteur  quel- 
conque par  lequel  on  multiplie  le  chiffre  des  unités  de  A,  ,si 
l'on  ajoute  à  ce  produit  le  chiffre  des  dizaines ,  qu'on  multi- 
plie le  résultat  par  n ,  qu'on  ajoute  à  ce  second  produit  le 
chiffre  des  centaines,  etc.  ;  qu'on  répète  la  même  opération  jus- 
qu'au chiffre  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  A  ,  et  qu'on  désigne 
par  R,  le  dernier  résultat  de  ces  opérations,  la  divisibilité 
de  A  par  un  diviseur  quelconque  de  \Oti—i  dépendra 
dcR. 

Si ,  au  lieu  do  procéder  uniquement  par  l'addition,  on  em- 
ploie alternativement  la  soustraction  et  l'addition,  retran- 
chant du  premier  produit  le  chiffre  des  dizaines ,  ajoutant  au 
second  les  chiffres  des  centaines ,  retranchant  du  troisième 
le  chiffre  des  mille,  etc.,  la  divisibilité  du  dernier  résultai 
obtenu  U  ,  par  un  diviseur  de  10/i-f-l  ,  sera  la  mémo  (luc 
fcUc  de  A. 
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Dans  les  deux  modes  de  vérification,  on  simpliliera  le  cal- 
cul, en  élaguant  successivement  tous  les  multiples  du  divi- 
seur essayé ,  à  mesure  qu'ils  seraient  compris  dans  les  résul- 
tats successifs. 

R 
Si  Ton  considère  la  fraction  ^-,  et  qu'on  désigne  par  p  le 

nombre  qu'il  en  faut  retrancher  pour  que  son  numérateur 
R  —  ^n^  soit  divisible  par  le  diviseur  qu'on  a  en  vue ,  p  sera 
aussi  le  reste  de  la  division  de  A  par  ce  diviseur. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  très-simple ,  car  on 
a  évidemment  : 

R  r=  aji^  -\-  aji^~'  +  aji^~^  +a^n^~^  +...+â^p-  «o,  ^,,  rt„  ap, 
désignant  les  chiffres  de  A  ,  de  manière  que 

d'où  l'on  tire  : 

/z^  (A— p)  =  [\Ôîi~\)  ap  +  na  __,  (tô7i''~'— j)+ 

+  n'ap_,  (ÏÔ7i'"  — 1) +R_p,îP. 

Si  l'on  considère  les  diviseurs  de  10/i  —  l;  pour  ceux  de 
10«+1,  on  a  : 

R  =  aoJi^  —  a^n""  +ay-' zhap  , 

et  n^(A—p)  =  (lo/qzl)^^  -\- 7iap_,  (ÏÔn"  ±i),  etc. 

Le  théorème  énoncé  résulte  de  la  considération  de  ces  rela- 
tions. 

Exemples  :  Diviseurs  de  10«— t  et  de  10«+1,  qu'on  peut 
vérifier  par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

»=»  1  donne  3,  9  pour  diviseur  de  ton—  i ,  et  il  pour  diviseur  de  lOn  +  t 

3,  7,21 
31 
41 

3, 17,  51 
61 
71 

3,  9,  27,81 
91 
101 
131 


W  =  2 

19 

n  =  3 

29 

71"=  4 

3,  13, 

39 

W  «=  T) 

7,49 

n  —  b 

59 

n  =  7 

3,23, 

69 

n  =  8 

79 

n«=9 

89 

n™  10 

3,9, 

11,  99 

n—  u 

7,  17 

119 
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NOTE 
SUR  LA  THEORIE  DES  ÉPICYCLOIDES 

FAB.  UBJ  ABONKTK. 


Tout  ce  qu'on  a  pu  trouver  sur  la  rectification  et  sur  la  qua- 
drature des  Épicycloïdes ,  me  parait  renfermé  dans  deux 
théorèmes  qui  s'appliquent  aux  roulettes  en  général.  ( On 
appelle  Épicycloïde  la  courbe  engendrée  par  un  point 
quelconque  du  plan  d'un  cercle  roulant  sur  un  autre  cercle  , 
—  Roulette^  la  courbe  engendrée  par  un  point  quelconque  du 
plan  d'une  courbe  roulant  sur  une  autre  courbe.)  —  Voici 
ces  deux  théorèmes  : 

Si  un  arc  de  courbe  roule  sans  glissement ,  d'abord  sur  la 
convexité ,  puis  dans  la  concavité  d'une  autre  courbe,  de  sorte 
que ,  dans  ces  deux  roulements ,  les  mêmes  points  de  la  courbe 
m,obile  soient  successivement  en  contact  avec  les  mêmes  points 
de  la  courbe  fixe  : 

1"  Théorème  :  La  somme  ou  la  différence  des  deux  arcs 
décrits  par  un  point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  mobile 
sera  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  fixe  -.  —  la  somme, 
si  le  rayon  de  courbure  ae  la  courbe  fixe  est ,  en  chacun  des 
points  de  contact,  plus  grand  que  celui  de  la  courbe  mobile  ; 
la  différence ,  dans  le  cas  contraire. 

^'"e  Théorème.  ^Vt  on  considère ,  dans  chacun  de  ces  deux 
roulements,  Vam  du  quadrilatère  mixliligne,  limité  par  l'arc 
de  la  courbe  fixe,  l'arc  de  la  roulette  décrite ,  et  les  deux  lignes 
droites  qui  joignent  l en  premières  et  dernières  extrémités  de  ces 
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arcs  ;  la  somme  des  deux  quadrilatères  sera  une  quantité  con- 
stante, c  est-à-dire  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe 
fixe  {au  lieu  de  la  somme  entendez  la  différence ,  dans  la 
7nême  circonstance  que  ci-dessus). 

Pour  s'assurer  de  la  vérité  de  ces  théorèmes  ,  il  sulîit  de 
considérer  :  1°  que  l'arc  de  roulette  se  forme  en  multipliant 
la  normale,  qui  va  du  point  décrivant  au  point  de  contact  des 
courbes  directrices ,  par  la  somme  des  angles  de  contingence, 
lorsque  le  roulement  est  sur  convexité  ;  et  par  la  différence 
de  ces  mêmes  angles ,  quand  le  roulement  se  fait  en  conca- 
vité. —  2^  :  Que  l'aire  de  la  roulette  se  forme  en  ajoutant  à 
chaque  instant ,  au  petit  secteur  curviligne  qui  a  son  sommet 
au  point  décrivant  et  pour  base  le  petit  arc  de  courbe  mo- 
bile, cet  autre  secteur  dont  on  vient  d'exprimer  l'arc,  et  dont 
le  sommet,  ou  centre,  est  au  point  actuel  de  contact  ;  de  sorte 
que  le  quadrilatère  mixtiligne  de  la  roulette,  surpasse  l'aire  du 
secteur  fini  de  la  courbe  mobile  d'une  certainequantité  qui  est 
la  somme  de  tous  les  peti  (s  secteurs  engendrés  par  le  roulement. 

If.  Il  résulte  de  ces  théorèmes  généraux  ,  que  si  on  connait 
la  longueur  et  l'aire  des  deux  roulettes  que  décrit  un  point  du 
plan  d'une  courbe  roulant  sur  une  courbe  fixe  particulière  , 
on  connaîtra  les  longueurs  et  aires  de  toutes  les  doubles 
roulettes,  décrites  par  le  même  point,  quand  la  courbe  fixe 
est  quelconque. 

III.  Il  convient  de  remarquer  par  rapport  à  la  courbe  fixe, 
trois  cas  principaux  . 

1°  Si  la  ligne  fixe  est  une  droite  ,  il  n'y  a  pas  de  différence 
entre  sa  concavité  et  sa  convexité  ;  ainsi  la  longueur  et  l'aire 
de  la  roulette  sur  une  droite  est  toujours  moitié  de  la  somme 
(ou  différence)  des  longueurs  et  aires  des  deux  roulettes  dé- 
crites sur  concavité  et  convexité  d'une  courbe  quelconque. 

2"  Si  l'on  prend  pour  courbe  fixe  une  courbe  identique  à 
Ja  courbe  mobile  ,  en  ayant  soin  que  ces  deux  courbes  se 
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touchent  dans  le  roulement  par  leurs  points  semblables,  il 
n'y  aura  pas  de  roulement  possible  en  concavité  ;  il  n'y  aura 
pas,  vcux-je  dire,  de  roulette  intérieure  ;  ainsi  l'arc  de  la  rou- 
lette extérieure  sera  alors  précisément  le  double  de  Tare  de 
^  roulette  sur  une  droite.  Et ,  dans  le  mémo  cas,  l'aire  de  la 
roulcUe  extérieure  surpassera  le  secteur  fini  de  la  courbe 
mobile  (*)  d'une  quantité  double  de  l'excès  qu'il  a  sur  ce 
même  secteur  quand  la  ligne  (ixe  est  une  droite. 

3"  Si  on  suppose  qu'aux  points  correspondants  de  la  courbe 
fixe  et  de  la  courbe  mobile ,  les  deux  rayons  de  courbure  ont 
constamment  le  même  rapport ,  comme  cela  arrive  manifes- 
tement dans  le  cas  des  Epicycloides ,  alors  les  angles  de  con- 
tingence ayant  toujours  entre  eux  aussi  un  même  rapport;  il 
s'ensuit  que  la  somme  (ou  difterence)  constante  des  deux  arcs 
finis  de  roulettes ,  se  trouvera  partagée,  entre  la  roulette 
extérieure  et  la  roulette  intérieure ,  dans  le  rapport  de  la 
somme  des  rayons  de  courbure  à  leur  différence  ;  les  excès 
de  chaque  aire  de  ces  deux  roulettes  ,  sur  le  secteur  fini  de  la 
courbe  mobile,  excès  dont  la  somme  (ou  la  différence)  est 
constante  ;  ces  excès,  dis-je,  dans  la  même  circonstance ,  se 
partageront  aussi  entre  la  roulette  extérieure  et  la  roulette 
intérieure ,  dans  ce  même  rapport  de  la  somme  des  rayons 
de  courbure  à  leur  différence. 

Ces  principes  généraux  étant  bien  compris,  nous  allons 
faire  la  rectification  et  la  quadrature  (indéfinies)  de  toutes 
les  epicycloides,  que  nous  distinguerons,  comme  on  l'a  tou- 
jours fait,  en  épicycloïdes  ordinaires^  épie,  allongées  et  épie . 
accourcies. 

lY.  Recti/ication et  aire  des  epicycloides  ordinaires. 

On  doit  à  Cardan  le  cas  particulier  d'une  épicycloïde  ordi- 


(•)  Je  veux  dire  le  secteur  de  la  courbe  mobile  qui  a  son  sommet  au  point 
décrivant;  et  dont  les  deux  rayons  vecteurs  vont  aux  extrémités  de  lare  qui 
s'est  enroule  sur  la  courbe  llxe. 
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iiaire  se  réduisant  à  une  ligne  droite  ;  c'est  Vépicycloïde  inté- 
rieure produite  par  le  point  d'une  circonférence  roulant  dans 
la  concavité  d'une  circonférence  de  rayon  double  théorème 
très-curieux  qui  se  démontre  par  la  géométrie  la  plus  simple, 
et  qui  offreà  Fart  desmachines  une  très-belle  transformation  du 
mouvement  circulaire  continu  en  mouvement  rectiligne  al- 
ternatif. 

Dans  ce  théorème  de  Cardan ,  l'épicycloïde  intérieure  a 
pour  longueur  totale  le  diamètre  du  cercle  fixe  ;  en  même 
temps  l'aire  totale  de  cette  épicycloïde  est  la  moitié  du  cercle 
fixe ,  ou  le  double  du  cercle  roulant. 

Ensuite,  si  on  faisait  tourner  extérieurement  le  petit  cercle 
sur  le  grand,  on  aurait,  en  vertu  de  la  troisième  remarque 
ci-dessus,  une  longueur  totale  égale  a  six  foisle  diamètre  du 
cercle  roulant  ;  et  l'aire  de  cette  roulette  extérieure  (limitée  à 
l'épicycloïde  et  au  cercle  fixe)  serait  égale  à  quatre  fois  l'aire 
du  cercle  roulant,  puisque  son  excès  sur  l'aire  de  cercle  rou- 
lant doit  être  égal  à  trois  fois  l'excès  qui  est  relatif  à  la  rou- 
lette intérieure. 

Donc  si  on  fait  rouler  un  cercle  sur  une  courbe  quelcon- 
que ,  d'abord  dans  la  concavité ,  ensuite  dans  la  convexité , 
en  partant  de  la  même  origine ,  de  manière  que  les  deux  rou 
lettes  se  réunissant  après  le  déroulement  total  de  la  circonfé 
rence  mobile,  offrent  une  courbe  fermée,  la  longoeur  totale 
de  cette  courbe  fermée  sera  de  huit  fois  le  diamètre  du  cercle 
générateur^  et  son  aire  sera  six  fois  l'aire  du  cercle  générateur. 

La  cycloïde  ordinaire  a  donc  pour  longueur  quatre  fois  le 
diamètre  du  cercle  générateur  ;  et  son  aire  est  à  celle  de  ce 
même  cercle  dans  le  rapport  de  trois  à  un. 

D'ailleurs  on  aura  par  ce  qui  précède  les  longueurs  et  les 
aires  totales  de  toutes  les  épicycloïdes ,  puisque  connaissant 
le  rapport  entre  le  rayon  du  cercle  fixe  et  celui  du  cercle 
mobile  ,  on  saura  comment  se  partagent  entre  l'épicycloïde 


I 
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intérieure  el  l'extérieure,  la  lonsfueur  et  l'aire  des  deux 
courbes  réunies. 

Mais  ce  ne  serait  que  la  rectification  et  la  quadrature 
définies.  Le  théorème  de  Cardan  peut  donner  davantage; 
c'est-à-dire  peut  donner  la  rectification  et  la  quadrature 
indélinies. 

En  effet ,  la  longueur  de  l'épicycloïde  droite  de  Cardan  à 
partir  de  l'origine  où  le  point  décrivant  est  sur  le  cercle 
fixe ,  cette  longueur  est  manifestement  égale  à  deux  fois  le 
sinus  verse  de  la  moitié  de  l'arc  générateur  ; . . .  et  il  est  égale- 
ment facile  de  voir  que  le  demi-segment  du  cercle  fixe  qui 
forme  à  chaque  instant  Taire  de  l'épicycloïde  intérieure,  est 
le  double  du  segment  du  cercle  roulant. 

D'où  on  conclura  que  la  somme  des  arcs  des  deux  épicy- 
cloïdes  ( intérieure  et  extérieure),  décrites  sur  une  courbe 
fixe  quelconque  ;  ces  arcs  comptés  à  partir  de  l'origine  com- 
mune où  le  point  décrivant  est  sur  la  courbe  fixe,  celte 
somme  est  toujours  égale  à  huit  fois  le  sinus  verse  de  la  moitié 
de  Varc  générateur.  En  même  temps  les  portions  correspon- 
dantes de  l'aire  de  ces  deux  épicycloïdes  valent  ensemble 
six  fois  le  segment  du  cercle  générateur. 

On  voit  qu'en  particulier  on  est ,  par  ce  qui  précède ,  en 
possession  de  la  rectification  et  de  la  quadrature  indéfinies 
de  la  cycloïdc  ordinaire.  Je  passe  aux  autres  épicycloïdes. 

V.  Rectification  et  quadrature  des  épicycloïdes  allongées  ou 
accourcies.  Au  moyen  de  ce  qu'une  ellipse  est  toujours 
épicycloïde  accourcie  (  ou  allongée  )  d'un  cercle  dont  le 
rayon  est  égal  à  la  somme  (  ou  à  la  différence)  de  ses  demi- 
axes  ,  tournant  intérieurement  dans  un  cercle  de  rayon 
double,  on  voit  que  tous  les  arcs  de  cycloïde  (ou  d'épicy- 
cloïde)  allongée  ou  accourcie,  sont  comparables  à  certains  arcs 
d'une  ellipse  déterminée.  De  plus,  les  aires  correspondantes  d(? 
ces  épicycloïdes  se  trouveront  comparées  à  des  quadrilatères 
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limités  par  deux  droites,  un  arc  de  cercle  el  un  arc  d'ellipse^ 
mais  je  laisse  au  lecteur  de  voir  par  lui-môme  le  détail  de 
la  chose. 

J'observerai  seulement  que  si  un  cercle  tourne  extérieure- 
ment sur  un  cercle  égal,  un  point  quelconque  de  son  plan  dé- 
crit une  courbe  du  genre  de  celles  que  M.  Quételet  appelle 
caustiques  secondaires.  (La  développée  de  cette  courbe  serait 
la  caustique  par  réflexion  du  point  qui  correspond  dans  le  cer- 
cle Cxe,  au  point  décrivant  mobile.)  Cette  courbe  est  algébri- 
que à  cause  de  l'égalité  des  deux  cercles  ;  c'est  une  courbe  du 
quatrième  degré.  On  aura  d'après  ce  qui  précède,  sa  lon- 
gueur totale  ;  elle  sera  égale  à  quatre  fois  le  contour  de  l'el- 
lipse ayant  pour  axes  les  deux  segments  du  diamètre  passant 
par  le  point  décrivant  ;  son  aire  totale  sera  également  facile 
à  calculer  à  Taidc  des  principes  précédents  et  dépendra  de 
Faire  de  cette  même  ellipse.  Ce  résultat  paraîtra  d'autant 
plus  remarquable,  si  on  fait  attention  à  la  propriété  de 
cette  caustique  secondaire  remarquée  par  M.  Sturm,  qui  est 
que  la  différence  des  distances  de  chacun  de  ses  points  au 
point  lumineux  et  à  son  conjugué  harmonique  dans  le  cercle, 
ces  deux  distances  multipliées  respectivement  par  un  cer- 
tain coefficient  constant ,  donne  une  somme  invariable  {An- 
nales de  Mathémat.^  t.  XV,  p.  205,  Gergonne)  ;  circonstance 
qui  établit  une  analogie  remarquable  et  très- étroite,  entre  la 
construction  de  cette  courbe  et  celle  des  sections  coniques. 

Pascal,  dans  son  fameux  défi  sur  la  roulette,  a  fait  voir 
le  premier  que  la  longueur  des  cycloides  allongées  ou  ac- 
courcies,  dépend  de  la  rectification  de  rellipsc.  JNicolle  a 
montré  la  même  chose  pour  les  épicycloïdes  (allongées  ou  ac- 
courcies)  dans  les  mémoires  de  l'Académie  des  sciences  pour 
1708.  Pascal  avait  aussi  tiré  de  sa  méthode,  la  détermination 
des  deux  cycloides  allongées  et  accourcies  qui  ont  des  lon- 
gueurs égales  ;  ce  qu'on  peut  aussi  demander  pour  les  épi- 
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cycloides  et  ce  qu'on  fera  facilement  avec  ce  qui  précède. 
Pascal  emploie  une  marche  équivalente  au  calcul  intégral , 
qui  est  aussi  le  procédé  de  NicoUe  ;  je  ne  crois  pas  que  cette 
théorie  ait  été  jamais  présentée  dans  les  termes  auxquels 
elle  se  trouve  actuellement  réduit?.  Aussi  m'a-t-il  paru  in- 
téressant de  montrer  comment  de  simples  considérations 
intuitives  pouvaient  mettre  les  élèves  en  possession  de  tous 
ces  beaux  résultats. 

J'ajouterai  comme  application  des  théorèmes  généraux 
que  lorsqu'une  section  conique  roule  sur  elle-même ,  chacun 
de  ses  foyers  décrit  un  arc  de  cercle  ;  il  suit  de  là  que  les 
diverses  roulettes  décrites  par  le  foyer  d'une  conique,  dé- 
peiidenl  pour  leur  rectiflcation  et  leur  quadrature  du  pro- 
blème de  la  quadrature  du  cercle. 

Je  termine  enûn  en  proposant  aux  lecteurs  des  Annales , 
d'examiner  si  cette  théorie  peut  s'appliquer  aux  roulettes 
sphériques,  et  surtout  s'il  y  a  quelque  épycicloïde  sphérique 
qui  soit  un  arc  de  grand  cercle  ,  ce  qui  ferait  l'analogue  du 
beau  théorème  de  Cardan. 


NOTE 

Sur  le  problème  des  lumières,  et  sur  un  paradoxe  de  statique. 

PAR  m.  QUII.I.£T« 

Le  problème  des  lumières  donne  lieu ,  dans  le  cas  où  le 
point  cherché  doit  être  situé  sur  la  courbe  représonlée  par 
l'équation  bifocale  <p(z,z')=:0,  aune  singularité  d'analyse 
remarquée  par  M.  Terquem,  dnns  une  de  ses  intéressantes 
notices  (note  IV  de  la  page  118,  du  troisième  volume  des 
annales). 

La  discussion  analytique  de  ce  problème  peut  êln^  utile,  ejs 

Ann.  mk  m  whkm.  IV  i 
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ce  sens ,  qu'elle  comprend  presque  tous  îcs  cas  qui  peuvent 
se  présenter  dans  la  recherche  des  valeurs  maxima  ou  mi- 
nima  d'une  fonction  d'une  seule  variable  entre  les  limites, 
pour  lesquelles  elle  demeure  continue.  Le  choix  de  la  va- 
riable indépendante  n'est  pas  ici  purement  arbitraire,  et  il 
y  a  une  certaine  liaison,  que  le  calcul  fait  connaître,  entre 
ce  problème  général  ,  et  celui  que  M.  Gerono  a  traité.  Nous 
examinerons ,  à  cette  occasion  ,  dans  le  second  paragraphe 
de  cet  article  ,  un  paradoxe  de  statique  que  l'on  rencontre 
dans  la  recherche  des  positions  d'équilibre  d'une  ellipse 
donnée,  considérée  comme  une  ligue  matérielle,  inflexible, 
uniformément  pesante  ,  et  inscrite  dant  un  angle  droit,  dont 
le  plan  est  '  ertical,  lorsqu'on  fait  abstraction  du  frottement 
de  Tellipse  sur  les  côtés. 

Une  ellipse  donnée ,  dont  le  périmètre  est  sans  pouvoir 
réflecteur ,  est  située  dans  le  vide ,  et  éclairée  par  deux  corps 
lumineux  très-petits,  par  rapport  à  ses  dimensions,  et  placés 
à  ses  foyers,  Les  intensités  des  deux  lumières  à  l'unité  de 
dis'.ance,  et  dans  toutes  les  directions  autour  de  chacune 
d'elles,  étant  respectivement  représentées  par  (a)  et  par  [b), 
qui  seront  des  constantes  données  ,  déterminer  sur  le  péri- 
mètre de  cette  ellipse,  les  points  pour  lesquels  l'intensité 
de  ia  lumière  reçue,  est  un  maximum,  ou  bien  un  mi- 
nimum. 

Si  les  dimensions  des  deux  corps  lumineux ,  autour  des 
loyers,  devenaient  sensibles,  par  rapport  à  celles  de  l'ellipse, 
et  que  ces  deux  corps  fussent  des  solides  incandescents,  il 
;.e  suffirait  pas  de  les  supposer  sphériques,  et  également  lu- 
mineux dans  toute  l'étendue  de  leur  surface ,  pour  être  en 
droit  de  les  traiter,  dans  le  calcul,  comme  des  points  lumi- 
neux. EnelVet,  le  théorème  de  racti(»n  ,  suivant  la  raison  in- 
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verse  du  carré  de  la  distance,  d'une  couche  sphérique  homo- 
gène sur  un  point  extérieur  donné ,  suppose  que  l'on 
considère  la  totalité  des  points  de  cette  couche ,  ce  qu'on  ne 
pourrait  faire  ici ,  d'après  les  hypothèses  admises. 

Les  deux  équations  du  problème,  entre  les  deux  va- 
riables z  et  z'  qui  représenteront  les  rayons  vecteurs,  et  la 
fonction  I  qui  mesurera  l'intensité  de  la  lumière  reçue  en  un 
point  quelconque  de  l'ellipse,  seront  : 

z+z'=:2A  (1) 

a    ,    h 

{d)  et  {)))  désignant  les  intensités  des  deux  lumières  qui  oc- 
cupent respectivement  les  foyers  gauche  et  droit  de  l'ellipse, 
pour  Gxer  les  idées ,  nous  supposerons  ^  >>  6  ,  la  fonction  I 
sera  toujours  continue  entre  les  limites  qui  comprennent 
les  valeurs  possibles  de  s  et  de  z  ,  et  pourra  à  volonté  d'après 
l'équation  (1) ,  être  considérée  comme  une  fonction  de  z  ou 
de  z  seul. 

On  sait  aussi  : 

1"  Que  lorsqu'une  foiiclioii  réelle  continue  et  explicite 
d'une  seule  variable  indépendante ,  passe  ,  pour  une  valeur 
particulière  de  celte  variable,  par  une  valeur  maximum  ou 
minimum,  ci^tte  même  valeur  de  la  variable  indépendante, 
doit  rendre  sa  première  dérivée  par  rapport  à  cette  variable, 
nulle,  inlinie,  ou  discontinue. 

2"  Que  pour  s'assurer ,  dans  le  premier  cas,  s'il  y  a  ma- 
ximum ou  minimum,  il  faut  examiner  si  celte  même  valeur 
de  la  variable ,  donne  une  valeur  finie  (  l  déterminée  à  la 
première  des  dérivées  consécutives,  qui  cesse  de  s'évanouir. 
Cette  dérivée  doit  êtn?  d'ordre  pair  ,  rt  dans  Ci>  cas  ,  il  y  a 
maximum  ou  minimum  pour  la  fonction  primitive,  selon 
que  la  valeur  de  celte  dernière  dérivée,  e>t  négative  ou  po- 
sitive. 
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3""  Que  dans  les  deux  dcrtiicrs  cas  et  même  dans  le  précé- 
dent ,  si  la  première  des  dérivées  consécutives  qui  cesse  de 
s'évanouir  prenait  une  valeur  infinie,  il  est  nécessaire  pour 
décider  s'il  y  a  maximum  ou  minimum ,  et  pour  les  distin- 
guer, de  soumettre  la  fonction  I  à  une  discussion  spéciale. 

1.  Ceci  étant  admis,  passons  à  l'examen  du  premier  cas  : 
les  deux  équations  différentiolh  s  du  problème  seront  : 

^i  =:  —  -  «^z  —  :^dz'  =  0,  (3) 

dz+dz=0,  (4) 

éliminons  alternativement  dz  et  c^z' entre  ces  deux  équations, 
les  équations  résultantes  seront  : 

et  pourront  remplacer  l'équation  (3). 

La  première  manière  de  vérifler  ces  dernières ,  consiste  à 
poser  : 


a         b 


z  ^  /a 

d'où  ^=\  /  y  en  même  temps  que  z  -f-z'  :=  2A. 

z,  z'  et  I  auront  donc  respectivement  les  valeurs  suivantes 


3    _  3 

2A  Va  ,  2A  yH 

.      z  == 


[/û+\/b  i/a  +  \/b 

a  b 

I  _ U     — 

/  3  Nî'/  3  \ai 

2A|/^      \  /     2Al/^ 


\/a-^\/bJ         \va-ir\/b^ 

les  valeurs  de  z  et  de  z'  sont  faciles  à  construire  (voir  les 
Ann.  l.c),  et  la  détermination  des  points  cherchés,  s'effectue 
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immédiatement.  Cette  solution  n'est  pas  toujours  admissible, 

car  le  maximum  de  la  valeur  du  rapport  — ,  dans   une  el- 

z 

lipse  dont  2A  et  2G  sont  respectivement  le  grand  axe  et 
l'excentricité,  est  7-^77  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait  : 


V 


a        A  +  C 


h   ^A  — C 

et  dans  celte  hypothèse ,  elle  détermine  sur  le  périmètre  de 
l'ellipse,  et  du  côté  droit  par  rapport  à  la  direction  du  petit 
axe,  deux  points  symétriquement  placés  par  rapport  à 
l'autre  axe,  et  pour  lesquels  lintensité  de  la  lumière  est  un 
minimum.  En  effet ,  pour  obtenir  l'expression  de  (V\ ,  diffé- 
renlions  les  équations  (3)  et  (4) ,  en  prenant  z  ou  z'  pour  va- 
riable indépendante,  il  en  résultera: 

5?  —^  ~  z^  "^  ?^' 

le  second  membre  étant  positif,  uni  et  diilérent  de  zéro, 
lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs  de  z  et  de  z  précédemment 
trouvées,  et  cette  dérivée  étant  d'ordre  pair,  il  s'ensuit 
qu'aux  points  correspondants,  l'intensité  de  la  lumière  est 
un  minimum. 

2.  Pour  obtenir  d'autres  solutions ,  reprenons  les  deux 
expressions  différentielles  : 

a         0  \  .  .  (a         ^' 


'^^  \z^       z'\l  '         '"^  \z^       z'-' 

a  b 

et  èjj;alons  dz  ou  dz'  à  zéro  et  à  l'infini.  Le  facteur  —^  ~  Zn."» 

z  'j 

ne  devenant  infini  pour  aucun  point  de  l  ellipse,  les  équations 
différentielles  seront  ainsi  satisfaites. 

Il  est  d'ailleurs  permis  d'égaler  ^z  ou  dz'  à  zéro  ou  à  lin- 
fini ,  pourvu  que  z  et  z  soient  considérées  comme  des  fonc- 
tions d'une  certaine  variable  indépendante.  Comme  il  s'agit 
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d'une  ellipse,  et  que  les  rayons  vecteurs  ont  pour  exprès 
sions  : 

on  ne  pourra  pas  choisir  l'abscisse  pour  variable  indépen- 
dante ,  puisque  l'on  tire  des  valeurs  de  z  et  de  z', 

dz        C  dz'  C 

dx       A'         dx  A 

valeurs  finies  et  généralement  différentes  de  zéro. 

Nous  choisirons  pour  variable  indépendante  l'ordonnée 
perpendiculaire  au  grand  axe  dont  la  direction  passe  par  les 
points  d'intersection,  des  deux  circonférences  décrites  au- 
tour des  foyers  comme  centres ,  respectivement  avec  les 
rayons  z  et  z'. 

3.  Dans  cette  hypothèse ,  les  équations  (3) ,  (4),  (5),  (6), 

deviendront  : 

di  da  dz         dh  dz' 

d^"^"^  d^^  7^  d^"^  ^\  ^'^^ 

dz  dz' 


dz    (a  b  \ 


(9) 


,3  173)     =0^  (10) 


dy 

dz'    (a  b^ 

d^    \7'~'z' 

en  raison  de  la  symétrie  des  formules  par  rapport  à  z  et  s', 
nous  examinerons  seulement  les  deux  hypothèses  : 
dz  dz 

dy  "  dy 

l'expression  de  z  en  x  et  y  étant 

z=V/r^  +  (C+.r)% 
il  en  résoHe 

.    „    d^ 

dy  2 
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l'équation  de  l'ellipse  donne  : 

dx  A'y 

cfy~~  Wx 

dx 
Éliminons  —  entre  les  deux  équations  précédentes ,  l'équa- 
tion flnale  sera  : 

dz   _  —  Cr(A'  +  Cjr) 

dy  Wxz 

dz 
si  donc  on  pose  — -  =  0,  les  seules  valeurs  des  coordonnées 

dy 

qui  puissent  convenir  au  problème,  seront  r  =  0,  d'où 

dz 
J?  =  q=  A ,  l'hypothèse  ---  =  oo  ,  donnera  x  =  0  ,  ^=dzB . 

dy 

4  Les  quatre  points  qui  répondent  à  ces  couples  de  coor- 
données ,  sont  les  quatre  sommets  de  la  courbe  ,•  mais  il  reste 
à  examiner  si  ,  en  ces  points ,  l'intensilé  de  la  lumière  est 
bien  un  maximum  ou  un  minimum ,  et  comme  on  peut  le 
pressentir,  la  discussion  dépendra  principalement  de  la  con- 
dition restrictive  trouvée  plus  haut,  savoir: 

3 

.  y~a     ,    A  +  G  ^  \kVli 

V  i  <T~v    ''''  ^"'^''''^   ^^^  ^  "i~ — ^ ^^' 

\/a+\/b 

dz 
cherchons  d'abord  pour  le  cas  où  -r-  =0,  la  valeur  corres- 

dy 

dn 
pondante  et  le  signe  de  la  seconde  dérivée  -—  pour  y=0 . 

ay 
jt-  =  ±  A,  OU  plutôt  pour  z=A=pC  ,  z'=  AitC,  les  signes 

supérieurs  se  correspondant  ainsi  que  les  signes  inférieurs. 

Des  deux  formules 


d\    _  dz   /       'la    ,    2^\ 


dy         dy 

dz       dz' 

dy       dy 
on  déduit 


r/M  _d'z  [      2û       'lb\       d^  l^'±\^ 


dy 
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.     .,  .        .    dz 

cl  de  I  expression  de  -r-,  savoir  : 

ay 

dz   _  -  Cr  {Cx  +  A') 
d^  ~  B\rz  ' 

on  peut  aussi  conclure  : 

d'z  _ 

dy~~ 


-B'x2(^C'j:+A'C+C>^yCj^{Cj:+A')^B':r— +B*2^'\ 


Introduisons  maintenant  dans  les  expressions  de  -— ,  — „ 
les  hypothèses  particulières  : 

j.  =  0,  j:  =  =pA,  ;^=0,  ^=0,  z=Aq=C,  z'=A±:C, 

d^z 

•^—  ,  se  réduira  à  la  quantité 

dy 

—  C(A^q=AC)       _^  C 


=ï=B'(A=pC)A"    ~B'' 

le  signe  supérieur  répondant  à  l'extrémité  gauche  du  grand 

axe ,  et  le  signe  inférieur  à  l'autre  extrémité  ,  ce  qui  fait 

à'z  .  .,  ,  .  ,      ., 

voir  que  -—  ,  est  positif  pour  le  premier  sommet ,  et  négatif 
dy 

pour  le  second. 

Pour  en  conclure  l'ordre  des  signes  de  -— ,  remarquons 

dy 

^.    dz""    f6a    ,   eb\      ,. 
auparavant  que  la  partie      ,  (  -7  +  -77  )  ^  disparaîtra  tou- 
jours,  il  reste  donc  à  déterminer  les  signes  que  prend  le 

facteur 

a  b 

dans  l'une  et  l'autre  hypothèse. 
Dans  la  première  z  =  A — C,   z'=:A  +  C,  le  signe  du 

d'I 

facteur  sera  négatif,  donc  aussi  —  ,  prendra  le  signe  moins, 
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sa  valeur  numérique  correspondante  sera  flnie,  et  différenle 
de  zéro ,  à  moins  que  l'ellipse  ne  dégénère  en  une  circon- 
férence; donc  au  sommet  gauche  du  grand  axe,  l'intensité 

delà  lumière  est  un  maximum. 

—  a 
Dans  la  seconde  hypothèse,  le  signe  du  facteur  -j- 

-r — — o  1  change  selon  les  valeurs  numériques  de  {a)  {h)  C,A. 

(A— C)^ 

Ainsi,  Textrémité  droite  du  grand  axe  ,  satisfait  tantôt  à  la 
condition  du  maximum,  tantôt  à  celle  du  minimum.  Si  C=0, 

le  signe  du  facteur  sera  négatif,  mais  comme  —,  se  réduira 

dy 

à  zéro, -7-7  deviendra  aussi  nulle.  Dans  ce  cas,  on  voit  à 
dy 

priori ,  que  tous  les  points  de  la  circonférence  satisfont  à  la 
fois  à  la  condition  du  maximum  et  du  minimum ,  et  toutes 
les  dérivées  successives  de  I ,  par  rapport  ky  se  réduisant  à 
zéro  pour  C  =  0  ,  le  calcul  ne  pourrait  lever  l'ambiguïté  qui 
est  évidemment  inhérente  à  la  question. 

5.  Il  y  aura  maximum  d'intensité  à  l'extrémité  droite  du 
grand  axe,  lorsque  l'inégalité 

ah  ^  ^'^\/â 

+  r. 7^>  0  ou  2C  >-- 2A 


sera  vériflée; 

a        (A  +  C)3 
mais  on  en  tire  :  -  >> '— ttt^»  et  par    suite,   le  rapport 

y       (A  — C) 

-  =  \  /  ~  déterminé  lors  de  la  première  solution,  sera  in~ 

feneur  a  — ——. 
A  —  C 

Cequi  fait  voir  que  dans  ce  cas,  l'intensilé  delà  lumière  est 
un  maximum  a  l'extrérnilé  droite  du  grand  axe,  et  un  mini- 
mum aux  points  déjà  déterminés  sur  le  pèritnèlre  de  l'ellipse. 

On  s'explique  aisément ,  comment  ces  deux  derniers  cas 
se  trouvent  liés  entre  eux  ,  car  puisque  la  courbe  est  con- 
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tinue ,  et  que  le  rayonnement  de  la  lumière  a  lieu  également 
dans  tous  les  sens ,  autour  de  chacune  des  deux  lumières , 
entre  deux  maxima  d'intensité  consécutifs  inégaux,  doit 
exister  un  minimum. 

6.  Mais  voici  encore  une  autre  manière  plus  naturelle  de 
s'assurer,  que  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  ks  points 
situés  hors  de  l'axe  et  sur  le  périmètre  de  l'ellipse ,  reçoivent 

moins  de  lumière  que  chacun  des  deux  sommets  du  grand 
axe. 

Les  valeurs  de  z  et  de  z' ,  savoir  : 

3    _  3 

^A  \/a  ,  2A  \/b 

z  =  _- —  z  =  — : — 


\/a  +  \/ù  Va  -f  \/b 

sont  ainsi  que  l'intensité  correspondante  I ,  indépendantes , 
de  l'excentricité  2C  ;  de  plus ,  le  sommet  le  moins  éclairé  du 
grand  axe,  reçoit  une  quantité  de  lumière  variable  avec  celte 
excentricité,  et  qui  a  pour  expression  : 

a        ^        b 


(A  -I-  C)^  ^  (A  -  C)^  ' 
ou  plutôt 

a  b 

?  "1"  (2Â^I^' 

en  faisant  A  +  C  =  t^    d'où    A  —  C  =  2A  —  f. 

D'un  autre  côté,  ^eÀ2A  —  p^,  sont  d'après  la  nature  du 
problème,  enfermées  entre  les  limites  0  ,  2A. 

Ainsi ,  en  se  reportant  à  la  discussion  du  problème  traité 
par  M.  Gerono  pour  le  cas  d'une  ligne  droite  de  longueur  2A 
dont  les  extrémités  sont  occupées  par  deux  lumières  d'inten- 
sités {a]  et  {b) ,  (voir  le  n*'  cité  des  Annales) ,  on  devra  avoir 
l'inégalité 

a  b  a  b 


(A+c)'  '  (A— cr 


3  I  I       3  3 
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7.  On  peut  même  ,  d'après  la  condition  de  Texislence  des 
points  extérieurs  au  grand  axe ,  fixer  pour  i'  et  2A  —  w  des 
limites  correspondantes  de  variabilité. 

Cette  condition  est  : 

3 


V 


''  a  ^A+C  -^       4AV/^ 

^<-^-^    ou  encore     2C> -^ -^ 2A, 


\/a+\/b 
ou  en  remplaçant  A  -f  C  par  p  et  A  —  C  par  2 A  —  u , 


d'où  l'on  tire  : 


V 


ô  ^2A  — t^' 


3  3 

2A  \/a                                     2A  \/b 
^  <  -^ r-~  ;      '2A  -  fr'  < - 


]/a+Vb  \/a-\-\/b 

t^  <  2A  ,  2A  —  t'  >  0. 

8.  Il  y  aura  au  contraire  minimum  à  l'extrémité  droite 
du  grand  axe  ,  lorsque  l'inégalité 

3    _ 

a         ,        b  ,  .         ^         ^A  \/a 

I-/A— ?.r,<^.  ou  bien  2C<^ 2A, 


sera  satisfaite  ,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  les  points  de 
minimum,  extérieurs  au  grand  axe ,  ne  pourront  pas  exister. 
Enfin  dans  le  cas  où  l'on  aurait  précisément  : 

3 

a  b  ^  4A  va 


-y-  se  réduirait  à  zéro ,  et  l'on  ne  pourrait  plus  conclure 
dy 

s'il  y  a  ou  s'il  n'y  a  pas  minimum  en  ce  point. 

Pour  lever  la  difficulté  autrement  que  par  de  nouvelles 
différentiations ,  observons  qu'en  raison  de  la  symétrie  de  la 
courbe  par  rapport  à  son  grand  axe,  le  point  dont  il  s'agit 
doit  nécessairement  être  un  point  de  maximum  ou  de  mi- 
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nimum  d'inlrnsité.  Or,  si  en  ce  point  rinlcnsilé était  un  maxi- 
mum, il  en  résulterait,  comme  ci-dessus,  l'existence  de  points 
de  minimum  hors  do  l'axe  ;  ce  qui  serait  contre  Thypothèsc, 
donc  c'est  le  minimum  qui  doit  avoir  lieu. 

dl 
9.  Il  reste   encore  à  examiner  l'hypothèse  y  =  oo  on 

d  z 
plutôt  -7-  =  00 ,  en  écartant  pour  le  moment  le  cas  où  le 

a         b 
facteur  —3 ji  deviendrait  nul  en  même  temps.  Or  cette 

z         z 

hypothèse  rend  aussi  intinies  toutes  les  dérivées  successives 

de  I  par  rapport  ày;  il  faudra  donc  discuter  directement  la 

fonction  I  dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  de  z  et 

dz 
de  z',  qui  rendent—-  infini;  ces   valeurs  étant  toutes  les 
dy 

deux  égales  à  A,  il  s'ensuit  que  les  points  correspondants  de 

l'ellipse  sont  les  extrémités  du  petit  axe. 

Faisons  dans  1 ,       z=:A  +  A,z'  =  A  —  h, 

h  désignant  un  accroissement  réel  positif  ou  négatif,  aussi  petit 

que  l'on  voudra,  attribué  au  rayon  vecteur  z.  Soit  I^  la  valeur 

del,  qui  correspond  à  z  =  A,  s'  =  A,  et  désignons  par  1'  la 

valeur  de  I  pour  z  =  A-|-A,  z'=A — h,  nous  aurons  : 

^       (A+A)^  "^(A  — Â)'^  A' 

Développons  en  séries  convergentes ,  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h ,  et  par  la  formule  du  binôme  de 

Newton ,  les  deux  facteurs 

1  1 

(A-f/if'  (A-/z)^' 

les  deux  développements  arrêtés  aux  termes  en  1i  inclusive 
ment ,  seront  respectivement  : 

Â^"~Â^'^Â^'     â^"^F"'"a~' 

par  conséquent 
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A.  A^ 

Pour  de  1res -petites  valeurs  de  h,  le  second  membre  se 
réduit  sensiblement  à  son  premier  terme ,  6a  si  l'on  veut ,  on 
peut  donner  à  h  une  valeur  numérique  positive  ou  négative, 
assez  petite^  pour  que  le  signe  du  second  membre  soit  le 
même  que  celui  de  son  premier  terme,  et  cela  quelle  que  soit 
la  valeur  du  coeflScient  de  h.  11  n'y  a  donc,  ainsi  qu'on  de- 
vait s'y  attendre ,  ni  maximum ,  ni  minimum  d'intensité  aux 
extrémités  du  petit  axe,  lorsque  (a)  diffère  de  (/^),  puis- 
qu'alors  I' —  Ia  change  de  signe  avec  h  pour  des  valeurs  de  h 
suffisamment  petites  en  valeur  numérique,  et  aussi  pour 
toutes  les  valeurs  encore  plus  faibles. 

Au  contraire  si  a=^,  auquel  cas  l'expression  de  I'—Ia  de- 
vient : 

I'-lA=-^+etc., 

on  voit  bien  que  les  extrémités  du  petit  axe  satisferont  à 
la  condition  du  minimuuj ,  puisque  le  signe  du  second  mem- 
bre demeure  positif  pour  des  valeurs  suffisamment  petites, 
positives  ou  négatives  réelles  de  ^,  et  pour  toutes  valeurs  nu- 
mériquement inférieures. 

CIZ 

Il  ostvrai  que  les  conditions  «=  6,  z=:  A,  z'=  A,-^  =  x 

ay 

dl 
prises  ensemble    donnent    —-  =  0  x  <»  . 

dy 

Mais  il  est  inutile  de  revenir  sur  les  calculs  précédents , 
puisque  cette  dernière  discussion  est  directe.  On  voit  aussi, 
que  dans  l'hypothèse  ôc  a  =  b^  les  points  doiuiés  par  la  pre- 
mière solution  coïncident  avec  les  extrémités  du  petit  axe. 

Enfin  ,  lorsque  (a)  diffère  de  (6) ,  ot  que  l'excentricité  2C 
se  réduit  à  zéro ,  h  s  deux  lumières  sont  réunies  au  centre; 
mais  il  est  assez  remarquable  que ,  comme  plus  haut , 
première  solution 
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3  y" 


Vv 


z 
z 

z  -\-z'  =  2A. 
celle  que  Ton  recherche  le  plus  ordinairement  dans  les  pr<»  - 
blêmes  de  ce  genre  ,  en  posant  ^1.-=  0,  ne  satisfait  pas  du 

z 
tout  au  problème,  puisque  dans  le  cercle  le  rapport  —  est 

égal  à  l'unité  ;  nouvelle  preuve  de  la  nécessité  de  vérifier 
si  les  solutions  données  par  l'algèbre ,  dans  la  résolution 
analytique  des  problèmes,  conviennent  aux  questions  propo- 
sées ,  dont  les  énoncés  peuvent  renfermer  des  restrictions  (*). 
10.  Il  y  a  bien  des  manières  de  généraliser  le  problème 
des  lumières  ;  par  exemple,  en  faisant  tourner  l'ellipse  au- 
tour de  son  grand  axe ,  de  manière  à  lui  faire  décrire  une 
révolution  complète,  les  points  de  minimum  seront  tous  si- 
tués sur  une  parallèle  de  la  surface ,  qui  pourra  se  réduire 
à  un  point  situé  à  l'extrémité  la  moins  éclairée  du  grand 
axe.  Si  le  centre  de  l'ellipse  était  occupé  en  même  temps  par 
une  troisième  lumière  d'intensité  (c),  et  sous  les  conditions 
spécifiées  dans  l'énoncé  du  problème  général  que  nous  venons 
de  discuter,  l'expression  générale  de  I  en  z  et  z\  serait  ra- 
tionnelle et  ainsi  composée  : 


Z-  ■  z-  ■  z--hz"— 2C 
comme  cela  résulte  de  la  théorie  des  triangles,  et  les  rayons 
vecteurs  z  et  z'  dépendraient  de  Texcentricité.  Au  surplus, 
dans  le  problème  précédent,  la  position  des  points  extérieurs 
au  grand  axe  pour  lesquels  l'intensité  de  la  lumière  est  un 
minimum  ,  dépend  implicitement  de  rexcentricité. 

Enfin  ,  dans  le  cas  où  la  série  dos  centres  lumineux  donne- 
rait lieu  à  une  courbe  plane  brillante,  le  problème  dépendrait 
évidemment  de  différentialions  par  rapport  à  des  paramètres 

'')  Un  point  attire   vers  deux  centres  fixes  présente  une  senublable  restric- 
tion ,  voir  Legt'ndre.  Fonct.   elliptiques  ,  1  ,  S  384. 
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renfermés  sous  un  signe  d'intégration  définie ,  relatif  à  la 

courbe  rayonnante. 

§  2^ 

Déterminer  les  positions  d'équilibre  d'une  ellipse  donné(î 
de  grandeur,  que  Ton  considère  comme  une  ligne  matérielle, 
inflexible,  uniformément  pesante,  et  qui  peut  glisser  sans 
frottement  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  fixe  dont  le  plan  est 
vertical,  l'ellipse  étant  constamment  appliquée  sur  le  plan 
de  l'angle. 

1.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre 
stable  ou  instantané  sont ,  comme  on  sait ,  que  la  direction 

de  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  ou  de  figure 
de  l'ellipse  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males aux  points  de  contact ,  et  que  le  poids  de  l'ellipse  dé- 
composé suivant  les  directions  des  deux  normales  fournisse 
deux  composantes  qui  tendent  à  presser  l'ellipse  contre  les 
côtés  de  l'angle.  Il  résulte  tout  d'abord  ,  de  cette  dernière 
condition,  que  l'angle  donné  doit  être  entièrement  situé  au- 
dessus  de  l'horizontale  menée  dans  son  plan  par  son  sommet. 

La  ligne  droite  qui  réunit  les  points  de  contact,  est  tra- 
versée en  son  milieu  par  celle  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 
au  centre  de  l'ellipse.  Celte  dernière  ligne  est  donc  une  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  les  normales ,  et  dont  urt 
sommet  coïncide  avec  le  sommet  de  l'angle  donné  ;  on  sait 
aussi  que  le  centre  de  l'ellipse  inscrite  dans  l'angle,  doit  être 
situé  sur  la  circonférence  de  ravon  [/a"  -j-  ^%  décrite  du  som- 
met de  l'angle  comme  centre  ;  donc,  en  général ,  cette  dia- 
gonale du  rectangle  doit  être  verticale  Dès  lors  ,  il  est 
facile  de  placer  l'ellipse  donnée  dans  les  deux  positions  aé- 
quilibre  qu'elle  peut  prendre. 

Supposons  maintenant  qu'on  imprime  à  l'angle  ,  dans  son 
plan  et  îiutour  de  sojj  sommet,  un  mouvement  de  rotation 
constamment  dirijié  dans  le  même  sens  ;  l'un  des  cùtés  se 
rapprochera  de  la  verticale  menée  par  le  sommet  dr  l'angle. 


—  104.  — 

et  si  on  arrête  le  mouvement  lorsque  le  sinus  de  l'an- 
gle ,  compris  entre  ces  deux  lignes ,  sera  devenu  inférieur  à 

b 

./  ,  ,  l'ellipse  ne  pourra  plus  être  placée  en  équilibre 

*^  a  -f-  b 

dans  l'angle  donné. 

2.  La  difficulté  tient  encore  à  l'omission  de  solutions 
particulières  ;  le  problème  comporte  en  général  quatre  solu- 
tions, car  l'ellipse  peut  être  naturellement  placée  en  équi- 
libre dans  deux  positions  telles  que  les  contacts  aient  lieu  à 
ses  sommets.  Dans  ces  deux  positions,  la  verticale  du  centre 
de  gravité  ne  passe  pas  constamment  par  le  sommet  de  l'angle 
pendant  sa  rotation  ,  en  sorte  que  l'équilibre  absolu  ou 
relatif  (*)  peut  subsister  tant  que  l'angle  demeure  entière- 
ment situé  au-dessus  de  l'horizontale  menée  dans  son  plan 
par  son  sommet. 

3.  La  théorie  du  plan  incliné  présente  une  autre  singula- 
rité qui  peut  au  premier  abord  embarrasser  les  élèves. 
Lorsqu'un  prisme  droit  rigide  pesant  et  homogène,  s'appuie 
par  sa  base  sur  un  plan  incliné ,  quelle  que  soit  l'inclinaison 
du  plan ,  quelle  que  soit  aussi  la  longueur  des  arêtes  longi- 
tudinales, il  ne  peut  jamais  chavirer  ,  lors  même  que  la  ver- 
ticale abaissée  du  centre  de  gravité  du  solide  tomberait 
en  dehors  de  sa  base. 

Si  habitucllenient  le  prisme  se  renverse,  pour  une  certaine 
inclinaison  du  plan  ou  pour  une  certaine  longueur  des  arêtes 
qui  lui  sont  perpendiculaires,  cela  tient  uniquement,  si  le 
système  est  dans  le  vide,  à  l'effet  du  frottement  de  la  base 
du  prisme  sur  le  plan,  frottement  dont  la  direction  ne  peut 
jamais  passer  par  le  centre  de  gravité,  et  dont  on  fait  abs- 
traction dans  la  statique  des  corps  rigides. 


(*)  A  cause  de  l'aciion  de  la  force  centrifuge,  il  serait  mieux  de  supprimer 
'c  mot  relatif  ^  et  d'ajouter  au  mot  positions  Tépithète  fixes.  Q. 


—  105  — 
THÉORIE   DU   CALCUL  ÉLÉMENTAIRE. 

FAR  M.   AMPÈRE.   (Œuvre  posthume.)    (*) 

INTRODUCTION. 

1 .  Le  calcul,  considéré  sous  le  point  de  vue  le  plus  général, 
est  l'ensemble  de  toutes  les  opérations  que  nous  pouvons 
exécuter  sur  les  nombres. 

2.  Les  plus  simples  de  ces  opérations  n'exigent  qu'un  mo- 
ment de  réflexion ,  et  deviennent  plus  ou  moins  familières 
à  tous  les  homries  qui  vivent  en  société.  Mais  notre  intelli- 
gence ne  pourrait  suffire  aux  combinaisons  qu'elles  exige- 
raient dès  qu'elles  deviennent  plus  compliquées,  sans  l'heu- 
reuse invention  des  signes  dont  nous  nous  servons  pour 
écrire  toutes  celles  de  nos  pensées  qui  se  rapportent  à  des 
nombres. 

3.  Outre  l'avantage  de  les  fixer  ainsi  sous  nos  yeux ,  pour 
n'avoir  plus  à  craindre  de  les  confondre  ou  de  les  oublier , 
nous  sommes,  à  l'aide  de  ces  signes ,  et  de  quelques  règles 
simples  et  faciles  à  retenir,  parvenus  à  pouvoir  nous  assurer 
de  la  justesse  de  ces  opérations,  sans  être  obligés  de  fatiguer 
notre  esprit  et  notre  mémoire  des  raisonnements  qui ,  sans 
cela,  nous  auraient  été  nécessaires  pour  atteindre  le  même 
but. 

i.  C'est  l'usage  continuel  que  nous  faisons  de  ces  signes 
dans  toutes  nos  opérations  sur  les  nombres  qui  a  fait  don- 
ner plus  particulièrement  le  nom  ôo  calcul,  à  l'art  ingénieux 
dont  nous  venons  de  donner  une  légère  notion ,  et  dont  cet 
ouvrage  est  destiné  à  développer  toutes  les  ressources. 

(•)  Communiquée  par  le  savant  professeur,  fils  de  l'illuslre  géomètre.    Tm. 
Anin.  DR  Mathém.  IV,  8 
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5.  En  analysant  l'idée  que  nous  avons  d'un  nombre,  on 
s'aperçoit  aisément  que  ce  n'est  que  le  résultat  de;  la  com- 
paraison de  deux  grandeurs;  développons  avant  d'aller  plus 
loin  la  signiOcation  que  nous  donnons  ici  à  ce  dernier  mol. 
D'après  la  définition  adoptée  par  tous  les  mathématiciens, 
le  nom  de  grandeur  s'applique  également  à  tout  ce  qu'on 
peut  concevoir  comme  susceptible  d'augmentation  ou  de  dimi- 
nution, dans  les  objets  dont  ils  étaient  environnés  ;  la  lon- 
gueur, l'épaisseur,  le  poids  d'un  corps,  sa  vitesse  s'il  est  en 
mouvement,  la  fortune  d'un  homme ,  l'étendue  d'un  champ, 
sont  donc  autant  de  grandeurs  (*). 

8.  On  ne  peut  acquérir  une  idée  juste  et  précise  d'un 
objet  qu'en  y  distinguant  autant  de  grandeurs  différentes  qu'il 
y  a  de  manières  de  le  concevoir,  augmenté  ou  diminué ,  et 
en  déterminant  la  valeur,  c'est-à-dire  le  point  précis  d'aug- 
mentation ou  de  diminution  de  chacune  de  ces  grandeurs. 
Il  ne  suffît  pas,  par  exemple,  de  savoir  qu'un  corps  a  une 
certaine  longueur,  un  certain  poids,  quMl  se  meut  avec  une 
certaine  vitesse,  etc.  Il  faut  encore  savoir  précisément  quels 
sont  cette  longueur,  ce  poids,  cette  vitesse. 

9.  Le  moyen  le  plus  général  et  souvent  le  seul  dont  nous 
puissions  nous  servir  pour  déterminer  ainsi  les  valeurs  des 
différentes  grandeurs  sur  lesquelles  nous  sommes  dans  le 
cas  d'opérer,  consiste  à  les  comparer  à  une  autre  grandeur 
prise  parmi  celles  qui  nous  sont  plus  familières  ou  qui  se 
trouvent  plus  à  notre  portée ,  en  cherchant  par  quelles  opé- 
rations exécutées  sur  celle-ci,  nous  pourrions  construire  les 
grandeurs  qu'il  est  question  de  déterminer.  L'idée  de  cette 
sorle  d'opération  réduite  au  plus  grand  état  de  simplicité,  est 
précisément  ce  qu'on  appelle  un  nombre;  on  connaît  qu'elle 
est  réduite  à  cet  état,  quand  on  peut  procéder  à  la  construc- 

(•)  Les  paragraphes  fi  el  7  sont  rayes  dans  le  manuscrit. 
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lion  sans  recourir  à  aucune  nuire  grandeur.  Chaque  idéo 
numérique  est  désignée  par  un  mot  ou  nom  de  nombre. 

10.  Nous  ferons  connaître  ces  noms.  Le  choix  de  la 
grandeur  qu'on  prend  pour  terme  de  comparaison  n'est  pas 
absolument  arbitraire,  il  faut  qu'il  se  trouve  entre  elle  et 
celle  qu'on  lui  compare,  un  certain  degré  de  ressemblance 
qui  existe  par  exemple  entre  une  épaisseur  et  une  longueur 
ou  une  hauteur,  et  non  pas  entre  une  longueur  et  un  poids. 

On  a  donné  le  nom  à'homogènes  aux  grandeurs ,  qui  peu- 
vent être  comparée  immédiatement,  et  donner  des  nombres 
pour  résultais  de  leur  comparaison  ;  les  grandeurs  hétéro- 
gènes sont  celles  qui  se  trouvent  dans  le  cas  contraire. 

12.  On  voit  par  l'exemple  que  nous  venons  de  donner, 
que  des  grandeurs  désignées  par  des  noms  différents,  et  qu'on 
pourrait,  sous  ce  point  de  vue,  regarder  comme  n'étant  pas 
de  la  même  espèce,  ne  laissent  pas  souvent  d'être  homogènes, 
et  qu'on  donne  au  contraire  un  même  nom  à  quelques  gran- 
deurs absolument  hétérogènes,  telles  par  exemple  que  celles 
qu'on  réunit  en  géométrie  sous  le  nom  générique  d'étendue. 
11  suffit  d'être  prévenu  de  ces  irrégularités  dans  le  langage 
usité  pour  éviter  toute  incertitude  ,  relativement  à  l'homo- 
généité ou  à  rhétérogénéité  de  deux  grandeurs;  la  définition 
précédente  suffit  d'ailleurs  pour  se  décider  à  cet  égard  dans 
le  petit  nombre  de  cas  où  le  sentiment  de  l'évidence  ne  ban- 
nirait pas  l'ombre  du  doute. 

13.  Les  grandeurs  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  ne 
peuvent  être  considérées  que  comme  des  modifications  de 
l'objet  où  nous  les  observons,  et  sans  lequel  elles  ne  pour- 
raient  exister  ;  il  y  en  a  d'autres  dont  l'idée  encore  plus 
abstraite  suppose  la  coexistence  de  plusieurs  objets  dont  la 
comparaison  seule  peut  nous  donner  l'idée  de  ces  grandeurs. 
C'est  ainsi  qu'en  voyant  deux  corps  nous  concevons  quelque 
chose  entre  eux ,  qui  peut  être  augmenté  ou  diminué ,  e! 
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que  nous  appelons  leur  distance  ;  qu'en  pensant  à  deu\ 
lignes  qui  se  rencontrent ,  nous  concevons  qu'elles  peuvent 
en  se  rencontrant  toujours  au  même  point ,  être  approchées 
ou  écarlées  l'une  de  l'autre,  et  nous  avons  Tidce  de  la  gran- 
deur qu'on  appelle  aw^f/e,  etc.  La  grandeur  de  ce  genre  qu'on 
doit  considérer  avec  plus  de  soin  est  celle  que  l'on  appelle 
inégalité  de  deux  grandeurs ,  et  dont  nous  traiterons  ci- 
après  plus  au  long. 

14.  Pour  déterminer  les  différentes  grandeurs  qu'on  peut 
distinguer  dans  un  corps,  il  faudfa,  d'après  ce  qui  précède, 
comparer  chacune  à  une  grandeur  homogène  qui  se  trouve 
dans  un  corps  que  nous  puissions  soumettre  à  chaque  instant 
à  l'examen  de  tous  nos  sens.  Les  hommes  qui  se  livrèrent  les 
premiers  à  cette  recherche,  durent  naturellement  choisir 
dans  leur  propre  corps ,  les  grandeurs  qui  devaient  leur 
servir  de  termes  de  comparaison  pour  y  rapporter  toutes  les 
autres  ^  ils  pouvaient  comparer,  par  exemple,  les  longueurs 
à  celle  de  leur  bras  ou  de  leur  pied ,  les  épaisseurs  à  celle 
de  leur  doigt ,  les  poids  à  celui  de  leur  corps  ;  mais  ces  gran- 
deurs n'étant  pas  toujours  les  mêmes  dans  un  même  individu 
et  éprouvant  encore  plus  de  variété  quand  on  veut  juger 
d'après  soi  des  déterminations  faites  par  une  autre  personne, 
on  imagina  bientôt  d'établir  des  termes  de  comparaison  plus 
fixes,  et  dont  chacun  pût  aisément,  dans  l'ordre  établi  de 
la  société ,  se  procurer  des  modèles  qui  fussent  les  mêmes 
pour  tous  ;  quelques-uns  des  noms  qui  servent  à  les  désigner 
comme  aune,  pied  ^  etc.,  conservent  encore  des  traces  éty- 
mologiques de  leur  première  signification.  Les  nombres  qui 
résultent  de  ces  comparaisons ,  et  qui  déterminent  toutes  les 
grandeurs  qu'on  distingue  dans  un  même  objet ,  forment  par 
leur  réunion  une  description  de  cet  objet  aussi  détaillée 
qu'on  peut  la  faire  sans  le  montrer,  ou  une  figure  qui  le 
représente  j  c'est  ce  qu'on  obtient  quand  on  peut  dire,  par 


—  i09- 

exemple,  que  sa  longueur  est  de  tant  de  toises,  son  poids  de 
tant  de  livres ,  le  prix  qu'il  a  habituellement  dans  le  com- 
merce, de  tant  de  francs,  etc.  Nous  n'insisterons  pas  sur 
Futilité  de  cette  espèce  de  description  d'un  objet;  sans  cela 
l'idée  que  nous  acquérons  de  ceux  qui  sont  soumis  à  l'exa- 
men de  nos  sens  deviendrait  si  confuse,  dès  qu'ils  seraient 
loin  de  nous ,  par  la  faiblesse  de  notre  mémoire ,  qu'elle  ne 
pourrait  plus  nous  être  d'aucune  utilité  dans  toutes  les  opé- 
rations qui  exigent  de  la  précision  ;  il  nous  serait  d'ailleurs 
impossible  de  communiquer  cette  idée  sans  le  secours  des 
mêmes  nombres,  en  sorte  que  notre  langage  même  ne  peut 
s'en  passer,  et  que  nous  sommes  obligés  d'y  avoir  recours  , 
dès  que  nous  voulons  donner  de  la  précision  à  ce  que  nous 
avons  à  dire  relativement  à  quelque  grandeur  que  ce  soit. 
Il  nous  reste  à  dire  un  mot  de  la  manière  dont  on  détermine 
ces  nombres  dans  chaque  cas  particulier. 

{La  suite  prochainement .  ) 

DÉMONSTRATION 

d'un  théorème  connu  sur  les  fractions  continues  périodiques. 

FAR  M.  O.  HODBXGUES. 

Théorème. 

m+Kn 

Toute  expression  de  la  forme  — -~ se  développa  en 

fraction  continue  périodique. 


Soit  -^ =:c=>,4-l 


>,+  clc. 

>M  i  +  etc. 
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en  désignant  par  Yq  une  fraction  continue  dont  tous  les 
quotients  incomplets  seraient  ceux  de  x,  à  partir  de  )ç,  on 
aura  généralement  les  égalités  suivantes  ; 

(1)    Yq=ïq-{-     1  ^1    Yq  +  aq-2 

Iq+i-hCiC.  bq-i    Yq   +  6^-2' 

Clq—i  (tq~2     , 

-, et étant  deux  réduites  consécutives  de  x ,  s'ar- 

bq-t  Oq^2 

rêtant  à  >ç-i,  >^_2 ,  de  sorte  que 

>,+  ctc.  >,+etc. 

+     1  +1 


Yq  = 


^q—2  ^q—i 

Comme  les  réduites  de  rang  pair  sont  <<  x,  la  relation 
suivante  aura  lieu  entre  les  termes  des  deux  réduites  consé- 
cutives : 

^q-l  hq-çt  —  aq-2  bq-i  =  ( — 1)^ 

De  l'égalité  (2)  on  déduit,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur, 

_  bq-2\/^  +  mbq-2  -  Vaq-2  ^ 
Vaq-,-Ubq^,  —  bq-yN' 

d'où,  en  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur, 

,  VV^{aq-xbq.2-aq.2bq-x)+^bq.ibq.<r-{^aq-X-Ubq-i){Vaq-2-nbq.2) 

Posons  : 

on  aura  enfin  : 

__A,  +  Pt/N 

" 5;         ' 

>iq  et  hq  étant  entiers. 
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Mais  on  a  toujours  : 

■j^ — "^00^  suivant  que  q  est  pair  ou  impair. 

En  désignant  par  Z^,  Vg,  Vg,  trois  fractions  de  l'unité,  on 
pourra  donc  écrire  les  égalités  suivantes  : 


(J) 


M  +  V/N_^g-i      Zg(^l)^ 

p      ~~^g_,       z^Vi    ' 

P  6g_,         bq-xbq-i'' 

M  +  t/N^^g-2      Vg(-ir 

p  Z;g_2        bq-i  bq—2^ 

dans  lesquelles  Vg  +  V'g  =  1 , 

d'où  l'on  tire  les  relations  suivantes  ; 

p^,_.  -  M  V,  =  ^,-,  v/n + ?^ftlll!  , 

Vag-i  —  M Vi  =  V*  V/N  +  — p ^ , 

P^g_2  -  M^ç-2  =  bq-.^  V/N 1J1_LL. 

bq—t 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  Aq  et  de  Bq ,  on 
trouve 

A,  =  p((V',-V,)KN  +  ?^J^j^)<P(\/r+P), 

B,=  Pz/at/N  +  ?^i=^)<  p(-2V/n  +  p). 

Ces  deux  expressions  tout  voir  clairement  que  les  nom- 
bres Aq  et  B,^  sont  nécessairement  limités.  La  reproduction 
des  valeurs  de  Y,,,  à  mesure  que  ^  augmente,  est  donc  iné- 
vitable.   Or,  si  l'on  désigne  par  s   la  valeur  de  fj  qui  donne 
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Y,i  =  Ys^  celle  égalité  impliquera  nécessairement  les  sui- 
vantes : 

(4)  >9  =  >5,    lq+i  =  ls  +  i^    >g+2  =  >5+2,   etc. 

II  est  donc  ainsi  démontré  que  toute  expression  de  la 

m  +  Kn 

forme se  développe  en  une  fraction  continue  pé- 
riodique (/^.  tome  P%  p.  1). 


QUESTION  D'AGRÉGATION. 

SOLUTION    DE    LA    QUESTION    DE  MÉCANIQUE    PROPOSÉE    AU   CONCOURS 

DE  1844. 

PAR  M.  VIGNAL, 

professeur  de  mathématiques. 


Question  de  mécanique  proposée  au   concours  d  agrégation 
pour  les  sciences  mathématiques  de  Vannée  1844. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'un  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  fixe  et 
chargé  de  deux  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à 
l'origine  du  mouvement ,  les  deux  points  matériels  n'aient 
pas  de  vitesse  et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspen- 
sion sur  une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  très-peu  de  la 
verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que 
chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

Prenons  le  point  fixe  F  {fig.  13)  pour  origine ,  et  la  verti- 
cale menée  par  ce  point  pour  axe  des  y;  ^  etjK  étant  les 
coordonnées  de  l'un  des  points  m  au  bout  d'un  temps  quel- 

4       ' 
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conque  /  ^  x\  y\  celles  de  l'autre  point  m\  au  bout  du  même 
t^mps  \  nous  aurons  d'après  le  principe  de  d'Alembert  : 

§x^  By^  §x',  §y'  représentant  les  accroissements  quelconques 
des  coordonnées  x,  y,  x\y\  compatibles  avec  les  liaisons 
du  système. 

Appelons  maintenant  a  et  6  les  distances  constantes  F/w, 
mm',  nous  aurons  comme  équations  de  condition  : 

et  comme  ces  équations  doivent  être  satisfaites  pour  tout 
déplacement  vertical ,  on  a  aussi  : 

(1)  xSx-\-y§y=^0, 

(2)  {x-x')  ^x+  [y— y)  Sy+  (x'—  x)  ^x'-\-  [y—y)  ^r'  =  0  ; 

celle-ci  en  vertu  de  l'équation  (1)  se  réduit  à 

(3)     —  x^§x—ysy-{-{x'--  x)oV+  {y—y)§y  =  o. 

Multiplions  (1)  et  (3)  par  les  facteurs  indéterminées  ).  et  fx, 
on  aura  en  les  ajoutant  avec  l'équation  (A)  : 


+ 


et  comme  cette  équation  doit  être  satisfaite ,  [quelles  que 
soient  les  variations  §x^  §y^  Sx'^  Sy\  il  viendra  : 

d'x 

—  m h  y.x  —  ujr  =  0 , 


(B) 


d'x' 
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Si  on  élimine  l  et  ^  entre  ces  quatre  équations,  il  en  restera 
deux  qui,  jointes  aux  deux  équations  de  condition,  donneront, 
après  rintég^ration,  les  coordonnées  des  points  à  une  époque 
quelconque.  En  différentiant  une  fois  ces  valeurs,  on  aura 
les  composantes  de  la  vitesse  angulaire.  Il  est  bien  entendu 
que  les  constantes  arbitraires  qu'introduit  Tintégration,  se 
détermineront  par  les  circonstances  initiales  du  mouvement. 

Considérons  le  cas  où  l'écart  est  très-petit. 

Appelons  6  et  0',  les  angles  variables  que  forment  avec  la 
verticale  les  droites  Fm  et  mm',  nous  aurons  : 

jc  =  a  sin  ô  =  aO , 
y  =a  cos  0  =  ^ , 

y=a  +  b, 

en  négligeant  les  puissances  de  6  et  de  6'  supérieures  à  la 
première. 
Différentiant  deux  fois  chaque  équation,  il  vient  : 


d'x          ^'0 

de  -""de' 

dy 

de  -"' 

de-^^de-^ 

d'H 

-"■df^ 

dy 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (B) ,  on  a  : 

(4)  —  /w^  -—  +  >«0  —  fxaO  —  fx60'  —  0 , 

dt 

(5)  mg  -\-\a  —  \i.a  —  p6  =  0 , 

,     ^'9  nd""^     ,      ,,, 

(«)  -  m'a  —  -  m'6  —  -f  ^.W  =  0 , 

(7)  ^n's+i^b  =  0. 
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Nous  voyons  qu'il  faut  éliminer  les  valeurs  de  X  et  de  ^ 
entre  ces  quatre  équations.  Or  les  équations  (5)  et  (7) 
donnent  pour  ces  quantités  des  valeurs  constantes  ;  nous 
conserverons  donc  les  lettres  >  et  fx  dans  (4)  et  (6]  en  les 
regardant  comme  des  constantes  connues.  D'ailleurs  ces 
équations  (4)  et  (6)  jointes  aux  équations  de  condition 
déterminent  complètement  le  mouvement. 

Comme  l'intégration  des  équations  (4)  et  (6)  s'obtient  par 
des  méthodes  connues ,  étant  linéaires  et  à  coefficients  con- 
stants ,  nous  ne  la  ferons  pas  ici. 

Cherchons  actuellement  les  conditions  qui  doivent  être 
remplies  pour  que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un 
pendule  simple. 

Il  faut  pour  cela  que  les  équations  (4)  et  (6)  soient  satis- 

faites,  quel  que  soit  le  temps,  par  les  valeurs  de  6, 0 ,  -— ,    --^, 

cit      dt 

tirées  des  équations  de  mouvement  de  deux  pendules  sim- 
ples qui  auraient  pour  longueur  l'un  a  ,  l'autre  a-\-b. 
Or  on  a  pour  le  pendule  simple  de  longueur  a  l'équation 

di> 
-=,o.sinO, 

d"^ 
ou  bien  —^-—  =  ^6,    en  remplaçant  toujours   sinO  par 

l'angle  0. 
Intégrant ,  on  trouve  : 

d^' 

^-dê^-^'^^'^ 

et  si  la  vitesse  angulaire  est  nulle  pour  0  ==  a, 


ou 


VI- 


(8)  \/  ^  ;=r  arccos-, 


Ilf.  — 


après  une  deuxième  inlégration.  On  aurait  pour  le  pendule 
de  longueur  a  -f-  ^ , 


V^y'- 


(9)  \/  -4^^  =  arccos 


a 


Les  équations  (8)  ^t  (9)  résolues  par  rapport  à  0  et  à  6', 
donnent  : 


3=aC0sY/^., 


et  en  différentiant  deux  fois  chacune  de  ces  équations  (' 


—      y-  — T— ,  cos  \  /  — ^  t. 


V-. 


de  a-\-  b         Y      a-\-b 

Portant  les  valeurs  de  6 ,  &',  —,  —,  dans  les  équations  (4) 
et  (6) ,  il  vient  : 


maa  ^COS  \/  -t-\-laxQO%\  /     ^    ,  t 


— —  f  =  0 
+  b  ' 


|eos\/f.  +  >-cosy/^ 
—  ^aa.  cos  \  /  -  t  —  i^boL  cos  Y  /     - 

^  COs\  /^t-\-m'bx-^  cos\  / -A-1  ^+ 
a         y      a     '  a-{-b         y      a-\-b    ' 

réduisant  et  mettant  en  facteur  commun  cos  \/    - /,  et 

V 


COS  \/    —f—  ;,on  a: 

^^     a-\- b 


(•)  On  déduit  ces  résultais  directement  de  l'énuation  —  -= —  ^-^B.  Im. 

d<3  a 
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mg  +  )a)  COS  V/  ^  t  =  (^a  +  ^b)  <'0s\/  — ^  ^ , 

Et  si  on  prend  les  rapports  de  ces  deux  équations  ,  on  ob- 
tient enfin  : 

m^  -h  m  ([la  -\-  ^ib)  {a  -)-  b) 

rng  m'bg -\- ^xh  {a  -{-b)' 

Telle  est  l'équation  de  condition  pour  que  les  points  m 
et  m'  oscillent  comme  deux  pendules  simples. 


QUADRATURE  DE  LA  LOGARITHMIQUE  y  =  a' 

FAR    M.    RISPAL, 

élève  de  l'École  normale. 


Nous  supposons  a  positif  et  >>  1 .  On  sait  que  la  courbe  se 
compose  d'une  branche  MAN  {fig.  12)  qui  coupe  l'axe  des 
y  au  point  A  pour  lequel  AO  =  1  ,  et  qui  a  pour  asymptote 
la  partie  négative  de  l'axe  des  x. 

Supposons  que  nous  voulions  déterminer  l'aire  comprise 
entre  OA  et  une  ordonnée  quelconque  PQ. 

Je  partage  l'abscisse  QO  en  n  parties  égales  à  h  ■  et  par  les 
points  de  division,  j'élève  des  perpendiculaires,  et  je  con- 
struis les  rectangles  représentés  par  la  figure,  il  est  évident 
que  plus  h  sera  petit,  plus  la  somme  de  ces  rectangles  s'ap- 
prochera de  la  surface  de  la  courbe,  et  qu'enfin  à  la  limite 
pour  ^  =  0,  celte  somme  représentera  exactement  la  sur- 
face cherchée.  Or,  les  ordonnées  successives  étant 

Xt  1  y  il  .■?  »  •••••  y  ny 
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on  .1 

y^^a\y^=.a\   r„=^a^'; 

et  la  somme  des  aires  est 

S  =  h{a^-{-à"'-i- +  0. 

hia^^'—i) 

ou 

^-      a^-i' 

Or 

nh  =  X  ; 

donc 

s  =  (^^-i)-At; 

et  en  désignant  par  ^  l'aire  de  la  courbe  même ,  on  a 

h 
i^=[a  —  1  )  X  lim  -jj — -  pour  h  =  0« 

D'après  un  développement  connu ,  on  a  la  série 

dnns  laquelle  k  ==:  log  <z  ; 

d'où  — -,—  =k  +  Vh  , 

1 


et  pour  /i  =  0  , 


donc 


h 

a   — 

1 

h 

h 

a'- 

-1 

h 

IlIVI 

a   — 

1 

-1 

h' 


1  _  \ 


La  La 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  les  logarithmes  sont,  pris 
dans  le  système  népérien ,  dont  la  base  est 

^  =  2,  71828  18284  

Dans  la  partie  négative  de  l'axe  des  x  ,  y  est  <  1 .  On  a 

donc  : 

1 

La  La 
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et  à  mesure  que  x  croît ,  a*  croît  aussi  ;  pour  jt=  ce  ,  on  a 

1  =  - — .  Telle  est  la  surface  comprise  entre  la  partie  néga- 

tive  de  l'asymptote  et  la  courbe. 

r— -1 
Cette  formule  i  =  — peut  recevoir  une  interpréta- 
tion géométrique  assez  curieuse. 
Dans  cette  courbe  on  sait  que  la  sous-tangente  est  con- 

1  1 

stante  et  égale  à  7 — .  Posons  donc  rn=i    —  ^  et  il  vient  : 
i.  a  l,  a 

Si  donc  on  veut  connaître  la  surface  MAOP  {fig.  12  bis), 
on  mène  en  M  la  tangente  ;  on  construit  sur  la  tangente  et  la 
sous-tangente  le  rectangle  SP  •  par  le  point  A  on  mène  à 
Taxe  des  x  la  parallèle  AR ,  et  on  a  : 

rect.  SR  =  surf.  MAOP. 

En  effet,        SR  =  MR  .  RT  =  (MP—  AO) PQ  ; 
mais  MP=r,     A0=:1,     PQ  =  m; 

donc  SR  =  (^  —  l)m. 

On  aurait  pu  arriver  directement  à  cos  résiilials  par  h» 
calcul  différentiel. 

En  elîet ,  on  a  ds  =ycLx: , 

X 

donc  ds  =  a^dx  , 

Et  comme  pour  jr  =  0,  ^  =  0,ona: 


ds  = 


La  l.a 


Y  dx 
De  plus ,  la  sous-tangente  m  =  — —  •  mais 

dy 

dy  —  a^l.adx  y 

=  j  l.adx. 
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lîoiic 

dx           1 
dy       y  l.a  ' 

et  par  suite, 

1 

l.a 

Donc 

2:  =  (jK  — Dm, 

comme  nous  l'avions  trouvé  d'une  manière  élémentaire. 


NOTE  SUR  L'ÉLIMINATION. 

FAR  M.  BOUILIiOZff, 

professeur  d'hydrographie  de  la  marine  à  Morlaix. 


Je  prends  les  équations  : 

(1)  m. A  =  ^.B  +  n.r     v 

(2)  m'.B  =  q'r  -\-  n'.r'  I   dans  l'algèbre  de  M.  Bourdon, 

(3)  m".r  =  q\r  +  n\r"  \     page  586  ,  édition  de  1837. 

(4)  m"'y  =  /'.r"-f/i"'.     ) 

On  démontre  facilement  que  si  la  quantité  m  est  première 
avec  TL  ^  n!\  n"\  que  m!  soit  première  avec  ji\  n'"  et  que  m" 
soit  première  avec  ?i"\  on  démontre,  dis-je,  très- facilement, 
que  les  valeurs  dey  données  par  l'équation  7i.n'.7i".n'"=  0, 
appartiennent  au  svslème  [A  =  0^  B  =  0].  La  réciproque 
est  également  vraie,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  y  qui 
appartiennent  au  système  [A  =  0 ,  B  =  o]  sont  comprises 
dans  l'équation  n.n'.n".7i"'  =^  0. 

Supposons  actuellement  que  m  ne  soit  pas  première  avec 
n\  n\  ji"^  que  rn  ne  soit  pas  première  avec  n\  n"'  et  que  ni' 
ne  soit  pas  première  avec  rî'. 

Soit  «  le  p.  g.  c.  d.  de  m  et  de  /i',  on  aura  : 
m  =  c/;/,     et     il    =  o.nl . 


I 
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soit  ?  le  p.  g.  G.  d.  de  m,  et  de  n!\  on  aura 

m,  =  ^m,     et     n"  ~  prt,", 

soit  7  le  p.  g.  c.  <1.  de  w,  et  de  «'",  on  aura  : 

//ï^  =  yz/ij     et    Al"'  =  7«/", 
soit  ?'  le  p.  g.  c.  d.  de  m'  et  de  n'\  on  aura 

m'  —  {-i'm;    et    «.'  ==  P'/i/', 
soit  7'  le  p.  g.  c.  d.  de  m/  et  de  /i"',  on  aura  : 

,«/=:7'<    et    /i"  =  7V", 
soit  7"  le  p.  g.  c.  d.  de  w"  et  de  w,'",  on  aura  : 

m"z=7;V'et  «;"  =  7"/i3"'. 

On  déduit  de  là  que 

m  =  aP7.m3,     m'  =  PY .  w,'     et     w"  =  '/'m;\ 

n'  =  ««/,       «"  =  p|3'.«;'    et   7i"'  =  rn"-''''- 

Ainsi  les  identités  (1),  (2),  (3)  et  (4)  deviennent 
py.<.B  =  ^'.r  +  a«,y, 

m"y  =  q"'r"  +  77y'.«3"', 
toiles  que  les  donne  M.  Bourdon.  Mais  alors  il  n'y  a  plus 
d'élimination  à  effectuer  pour  achever  la  démonstration  ;  car 

tîij  est  première  avec  «/,  nj'  et  «,'", 

m,'  est  première  avec         nj'  et  nj", 

et  /«/'  est  première  avec  «3'", 

On  retombe  sur  le  premier  cas,  et  toutes  les  bonnes  va- 
leurs de  y  seront  données  par  n=0,  «/  =  0,  nj'  =  0 , 
et  «3"'  =  0;  ou  par  l'équation  /in^'nj'n^"  =  0,  et  récipro- 
quement. 

De  cette  manière,  on  évite  beaucoup  d'éliminations  dont 
le  nombre  augmente  avec  le  nombre  des  identités  (1) ,  (2) , 
(3) ,  ctc, 

Ann.  de  Matuém.  IV.  ^ 
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^OTE  SUR  LA  TRIGONOMETRIE. 

PAR   m.    GUILMIN, 

Ancien  élève  de  l'École  normale  ,  professeur  de  mathématiques. 

(Fin ,  voir  page  55.) 


On  sait  que  réquation  aux  cosinus ,  dont  il  vient  d'^^tre 
question,  s'obtient  en  cherchant  préalablement  cos no  en 

a 
fonction  de  cos  ^z,  puis  changeant  a  en  -. 

n 

Sachant  que  cos  «a  est  une  fonction  entière  de  cos^,  on 
propose  de  démontrer  à  priori  que  cette  fonction  ne  renferme 
que  des  puissances  paires  de  cos<2  ,  si  n  est  pair,  et  seulement 
des  puissances  impaires  de  cos  a  ,  si  n  est  impair. 

1"  cas ,  71  pair. 

Quand  on  change  a  en  a+r. ,  cos  na  qui  devient  cos{na+nn) 
ne  changeant  pas  plus  de  signe  que  de  valeur  absolue ,  il  doit 
en  être  de  même  de  chaque  terme  de  la  fonction  qui  le  re- 
présente ;  or  chaque  facteur  cos  a  devenu  cos  (a -|- tt)  change 
de  signe;  le  nombre  de  ces  facteurs  dans  chaque  terme  doit 
donc  être  pair.  Ce  qu'il  fallait  prouver. 

2*  cas,  n  impair. 

Dans  ce  cas,  cos«<^^  change  seulement  de  signe  en  deve- 
nant cos{na  ~\-  mz)  •  il  doit  en  éîrc  de  même  de  chaque  terme 
de  la  fonction  ;  donc  le  nombre  des  facteurs  cos  a  doit  être 
impair  dans  ce  terme. 

Il  résulte  de  là  que  dans  l'équation  de  degré  ?i  qui  donne 

cos  -  en  fonction  de  cos^^ ,  tous  les  termes  sont  de  degré  pair 
11 

ou  de  degré  impair,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  Ceci 
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comprend  comme  cas  particulier  le  principe  dont  l'énoncé 
commence  cet  article. 

Quand  on  cherche  co^na  en  fonction  de  cos^  et  de  sin^z  , 
on  trouve  une  fonction  entière  dont  chaque  terme  contient 
toujours  une  puissance  paire  de  sin  a  avec  une  puissance  paire 
de  cosa ,  si  n  est  pair,  et  une  puissance  impaire  de  cos^j ,  si 
n  est  impair.  Expliquer  cela  à  priori. 

Quel  que  soit  n  ,  si  on  change  a  en  —  a  ^  cos  na  et  cos^^ 
ne  changent  pas ,  tandis  que  sin  a  change  de  signe.  Donc, 
pour  que  la  fonction  qui  représente  cos«^  ne  change  pas,  i' 
est  nécessaire  que  chaque  terme  contienne  une  puissance 
paire  de  sin^z. 

Supposons  maintenant  qu'on  change  ^  en  ^  -|-  ti  •  distin- 
guons les  cas  de  n  pair  et  de  7l  impair.  Dans  le  premier  cas , 
cos{na-\-mz)  ne  changeant  pas  de  signe,  chaque  terme  de 
la  fonction  doit  conserver  le  sien  ;  sin  a  et  cos^  changent  de 
signes  en  devenant  sin(«  +  -) ,  cos (û^ +  71)  ;  s\na  ayant  un 
exposant  pair  dans  notre  terme,  sa  puissance  conserve  le 
même  signe  qu'auparavant.  Donc  la  puissance  de  cos  a  doit 
être  paire. 

Si  n  est  impair,  cos^  changeant  de  signe  ,  chaque  terme 
delà  fonction  doit  en  changer  ;  comme  la  puissance  de  sin^ 
est  toujours  paire ,  celle  de  cos^^  dans  ce  terme  doit  être 
impaire. 

On  prouvera  de  la  mémo  manière  que  si  on  peut  trouver 
pour  sin /z<2  une  fonction  entière  de  sin^^  et  cos^  ,  chaque 
terme  de  cette  fonction  devra  comprendre  dans  tous  les  cas 
une  puissance  impaire  desin^  avec  une  puissance  paire  du 
cosinus ,  si  «  est  impair  ;  et  une  puissance  impaire  du  même, 
si  ?i  est  pair.  On  se  fonde  d'abord  sur  ce  que  sin  na  et  sin<7- 
cbangcnt  de  signe  avec  a  ,  tandis  que  cos^z  n'en  change  pas  , 
ce  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  fonction  qui  représente 
smna  doit  renfermer,  quelque  soit  77,  une  puissance  impaire 
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de  s'iua.  Puis  on  observe  que  si  on  change  a  en  a-^n  ,  sina 
et  cosa  changent  de  signes ,  tandis  que  sinna  en  change  seu- 
lement quand  n  est  impair. 

De  cette  dernière  remarque  il  résulte  que  la  substitution 
de  1  — sm^a  ,  au  lieu  de  cos"*^  ,  donnera  de  suite  ,  quand  n 
sera  impair  pour  sin /i<^i ,  une  fonction  ralionnelle  de  sin« 
dont  le  degré  ne  sera  pas  plus  élevé  que  le  degré  de  la  pre- 
mière fonction  par  rapport  à  sin^^  et  cos^. 

Dans  le  cas  de  n  pair,  on  pourra  mettre  préalablement 
cos^  en  facteur  d'une  fonction  qui  sera  paire  par  rapport  à 
vosa.  Après  l'élimination  des  cosinus,  il  faudra  élever  au 
carré  ;  ce  qui  donne  une  fonction  d  un  degré  double  en  sina. 


NOTE 

Sur  k  calcul  des  approximations. 

FAR  M.  BUTERME, 

élève  du  collège  Rolliii  (classe  de  M.  0.  BONNET; 


Problème,  Etant  donnés  deux  nombres  a  et  h  entre  lesquels 
on  veut  insérer  m  moyens  géométriques  ^  on  demande  avec 


quelle  approximation^  il  faut  prendre  la  raison 


y     -,  pour 


a 


que  tous  ces  moyens  soient  obtenus  à  moins  de  S, 

Solution.  Appelons  </  la  valeur  cherchée  de  la  raison,  que 
nous  supposerons  approchée  à  moins  de  e,  et  soit  <^-\-a  la 
valeur  exacte  de  cette  raison,  de  telle  sorte  que 

('/+-'0'""*"'  =  -      et      «<e. 
a 
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Les  valeurs  approchées  des  moyens  seront 

aq,      aq\      aq\...   aq"",...   aq"^ , 

Cl  les  valeurs  exactes 

^(^  +  a),    a[q^o)\    a{q-\-u)\...    a{q -\- c,)\.. .    a{q  +  u.r, 

(le  manière  que  les  erreurs  commises  auront  pour  valeurs 
respectives 

Evaluons  ces  différences. 
Posons  en  général  : 

en  multipliant  par  q  et  ajoutant  ensuite  y.{q-^af  aux  deux 
membres ,  il  viendra  : 

{q  -t-  «)"+'  -  ^"+'  =  A^  J-  a  (^  -h  «)\ 

Ce  qui  nous  montre  que  connaissant  la  différence  de  deux 
mêmes  puissances  de  <7+^  et  de  ^,  pour  avoir  la  différence 
entre  les  deux  puissances  suivantes ,  il  suffit  de  multiplier 
la  première  différence  par  q^  et  d'ajouter  ensuite  le  produit 
de  a  par  la  puissance  de  ^  +  a,  qui  entrait  dans  la  première 
différence. 
De  cette  remarque  nous  déduisons  successivement  : 

Ainsi  la  différence  enlre  la  valeur  exacte  et  la  valeur  ap 
prochée  du  moyen  de  rang  //  est 

«,[/-+ ,/"(,H-) +...+{'/ +  ')""]• 
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Comme  l'on  peut  toujours  supposer  q  et  q-\-x  plus  grands 
que  \  owb^  a  (*) ,  on  voit  que  cette  différence  va  en  aug- 
mentant avec  /^  ;  elle  est  donc  la  plus  grande  possible  pour 
n  =  m  ;  il  suffît  donc  pour  résoudre  la  question ,  de  poser  ; 

ou 

mao,  [q  +  or)"—  <  J     ou     înaa  {q  +  «)*"+'  =  mba<^  mbi  <  S , 

d'où 

<\ 

e  <  -4-  C.Q.F.T. 

mu 


NOTE 

sur  les  fractions  continues  périodiques 

FAR  £.  CATAI.AKr. 


Pour  établir  cette  proposition  =  toute  fraction  continue 
périodique  est  égale  à  Vune  des  racines  d'une  équation  du  se- 
cond degré  ,  la  plupart  des  auteurs  emploient  la  démonstra- 
tion suivante,  que  je  reproduis  textuellement  d'après  l'un 
d'eux  : 

«<  Soient  a  ^  b,  c  ^  les  premiers  quotients ,  qui  forment 

la  partie  non  périodique;  et  soient/?,  </,  les  quotients  sui- 
vants, qui  reviennent  périodiquement.  Posons 


b+  -        - ' q+ 


+ 


+ 


/?-j-etc.  ;7  +  etc 


,*)  En  cITcl  si  b  clait  <  a  on  insérerait  les  moyens  entre  b  et  a,  ce  «lui  con 
dnirait  aux  ni<^mcs  résultats,  et  l'on  aurait  alors  </4  «  >  i. 
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II  est  clair  que  dans  ces  deux  expressions,  on  pourra 
remplacer  parj^la  suite  p-\-etc.     de  sorte  qu'on  aura 

Dans  cette  démonstration,  le  raisonnement  suivant ,  dont 
j'ai  déjà  cité  des  exemples  (III,  571),  et  qui  paraît  peu  clai7', 
est  évidemment  sous-entendu  :  le  nombre  des  périodes  étant 
infini ,  il  est  permis  d'en  prendre  une  de  plus  ou  une  de 
moins,'  donc,  etc. 

En  cherchant  une  démonstration  rigoureuse  de  la  propo- 
sition dont  il  s'agit ,  je  suis  arrivé  à  plusieurs  théorèmes  qui 
n'avaient  pas,  je  pense,  été  remarqués. 

1.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  la  fraction  continue  pério- 
dique simple  : 

1 


a^ 


^+-i 


e  -j- 


a-{-elc. 

Représentons  par  j^. ,  j>^ , ,  j^3 ,  j\_, ,  r,.  les  valeurs  que 

l'on  obtient,  quand  on  limite  cette  fraction  à  la  première 
période,  ou  à  la  seconde ,  ou  à  la  troisième ,  etc.  Soient  aussi 

MNP 

M»  '  iv'  ïv  '^^  réduites  répondant  aux  termes  c,  d^  e  delà 

première  période ,  de  manière  que 

Si ,   dans  cette    valeur   de    k,  ,   nous  remplaçons   c  par 
c  -] —  ,  nous  obtiendrons  jv,  ;  donc 

y, 


—  128  — 


De  même ,  si  dans  j,  nous  remplacions  e  par  e  -1 — ,  nous 

y. 

obtiendrions jr,,  etc.  Donc,  en  général, 

Q 

2.  Soit  —  la  fraction  irréductible  équivalente  àyn—i]  nous 

aurons  .- 

PO  +  NQ' 

r  =  — ^    ' -^  •  (9.) 

et  je  dis  que  la  fraction  contenue  dans  le  second  membre  sera 
irréductible. 
Soient  R,  R'  les  deux  termes  de  cette  fraction,  savoir  : 
R=PQ-]-NQ',     R'===FQ  +  N'Q'.  (3) 

Entre  ces  équations,  éliminons  successivement  Q  et  Q';  nous 
trouverons  . 

RP'— R'P=(NP— 1N'P)Q,     RN— R'N  =  — (NF-N'P)Q 

,,     N        P 

(Jr  —,  et  —  sont  deux  réduites  consécutives  ;  donc 

NF  -  j\ 'P  =  zh  i  rj.  Par  suite  , 

RP-R'P  =  it:Q',     RN— R'Nr==pQ.         (4) 

Ces  équations  prouvent  que  tout  facteur  commun  à  R  et  R 
devrait  diviser  Q  et  Q'.  Si  donc ,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, la  fraction  ^,  est  irréductible ,  —  sera  pareillement 
irréductible. 


(^)  Le  signe  +  répotiti  au  c.is  où  1.?  nornhrc  Mes  Icrnu's  de  la  période  esl  iiiiftaH". 
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P 

D'ailleurs,  la  fraction  :_r^  qui  donne  la  valeur  de  la  prc- 

mière  période,  est  une  réduile-,  donc  toutes  les  fractions  ob- 
tenues successivement  par  V application  de  la  formule  (1)  sont 
des  réduites. 

3.  Soient ,  comme  précédemment , 

**"'        O"  R''  ^n     t/fi— «  R'A' 

Soit  ensuite  rn+.  =  g/  ;     d'où  r„+.— ^n  =^  — s^R^~' 

Pour  comparer  ces  deux  différences ,  j'observe  que ,  d'après 
les  équations  (3) , 

S  =  PR  +  NR',         S'  =  P'R  +  N'R'  ; 

ce  qui  donne 

SR— S'Rzrr  (PR+NR')R'—  (FR  +  N'R')R 
=  R(PR'—  P'R)  +  R'(NR'— JN'R)  ; 

ou  SR'—  S'R  =  =p  (RQ'—  R'Q) , 

à  cause  des  équations  (4). 

Nous  obtenons  amsi    rn+.—  /n  =  =P       g.j^,      • 

En  comparant  cette  valeur  et  celle  de  .r„— .r„_,,  on  voit 
qu'elles  ont  même  numérateur  ;  donc  le  numérateur  de  la 
différence  entre  deux  réduites  consécutives  yn— i  ,  yn ,  est 
constant. 

4.  Si  nous  retrancbons  jv,  dej^^,  nous  obtenons,  d'après 
la  formule  (2)  = 

F+NP       P      P'(NP'— N'P)       ^        P' 


y. 


=-+- 


P'(P'-j_]\'j      P'        P'xi>+]N')        "F^P+IN')' 

Par  suite ,  la  valeur  constanle  du  nunièralour  do  1m  dilTc 
rence  en(r<\)  „  ,  et  .r„  esl  P  ,  ot  nous  avons  . 
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_  -    _^  P'  o 

5.  La  première  des  équations  (4)  fait  voir  que  si  Q'  est  di- 
visible par  P',  R'  sera  pareillement  divisible  par  ce  facteur. 
Or  le  dénominateur  de  y^  est  P'(P -|-  N)  :  donc  les  dénomi- 
nateurs de  toutes  les  réduites  sont  divisibles  par  P'  •  et  consé- 
quemment 

_         1 

en  posant  Q'  =  P'Q". 

6.  Les  équations  (5)  et  (6)  prouvent  que  la  différence  entre 
Jn  ^^:Kn^.  diminue  indéfiniment,  à  mesure  que  n  augmente., 
Nous  pourrons  donc  écrire  : 

1 


rn=^  + 


^+-ï 


,  1 


<i+^ 


e+      ' 


<î  étant  une  quantité  qui  a  pour  limite  zéro.  Et  si  nous  nom- 
mons jk  la  valeur  de  la  fraction  continue ,  ou  la  limite  dej\ , 
nous  aurons  : 

1 


.r=  ^  + 


^+  ' 


c  + 

i 

i 

d+ 

1 

e  + 

y 

{")  Dans  l'application  de  cette  formule,  on  devra  prendre  le  signe—,  si  le 
fioinbre  des  termes  de  la  période  est  pair.  Et  si  ce  nombre  est  impair,  on 
prendra  le  signe  +  ou  le  signe  —,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair. 
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QUESTION  SUR  LE  QUADRILATÈRE  INSCRIT. 

FARM    A.  DEI.ADEREERI: , 

Professeur  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


La  question  traitée  n»  47  de  la  géométrie  analytique  de 
M.  Leféburc  de  Fourcy  (*),  donne  lieu  à  l'équation  du  troi- 
sième degré  jc^  —  {a"  +  b' -\- c')  x  —  2abc  =  0 ,  qui  admet 
une  racine  positive  répondant  à  la  question,  et  deux  autres 
racines  négatives  que  je  me  propose  d'interpréter. 

Pour  cela  je  remarque  que  dans  le  quadrilatère ,  on  a  : 

(1)  J^^  =  ac-{-bx  ^ 

et  que  les  triangles  rectangles  ACD,  ABD,  donnent  {fig.  9)  : 

(2)  y=   Jc^-a\ 

(3)  z^  =  x^  — c'. 

Or,  pour  éliminer  y  gXz  entre  ces  deux  équations ,  on 
élève  (1)  au  carré,  et  on  égale  au  produit  de  (2)  par  (3),  ce 
qui  donne  pour  l'équation  en  x  ■ 

(4)  {x'  —  a')  (x'  —  c')  —  [ac  +  bx)\ 
qui  simpliûée  donne  l'équation  : 

(5)  x^—{a'-\-b^-\-e)  x~2abc  =  0; 

laquelle  admet  une  racine  de  signe  contraire  à  son  dernier 
terme ,  et  par  suite  positive ,  laquelle  est  comprise  entre  la 
plus  grande  des  valeurs  de  «,  b  et  c,  et  la  somme  a-{-b-{-c. 
Car  en  substituant  c  pour  x  par  exemple  on  a  pour  résultai 

c>  —  {a'  +  //  +  c  V—  ^abc  =^—a{b-^  c)\ 


C)  C'est  une  <|urstion  réijoiuo  par  Newton  ,  Art.  unir.,  I.  ii8;  Iradur.lion  M*- 
U^aïuioux.  I>. 
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rcsullat  négatif,  et  en  substituant  a-\-b-\-c  on  a  : 

(rf  +  ^  +  c)^  -  [à"  +  b''  4-c")  {a^  b  -\-c)—^abc=  (rz  +  ^  +  c) 

[{a^b  +cy  —  {a'+b"-\-c'')'\—2abc  =  2  (rt+6+c)  {ab-^-bc-^-ca)  — 

—  2abc  =  ^lia-^b  +  cjiab+bc+ca)—-  abc]  = 

=  2[{a  +  b-\-c)  {ab+ca)  +  bc  {b  +  c)], 

résultat  positif,  et  on  voit  en  effet  que  j:  étant  un  diamètre 
doit  être  plus  grand  que  chacune  des  cordes  a ,  ^  et  c ,  et 
plus  petit  que  {a-\-b~\-c),  d'après  la  définition  de  la  ligne 
droite. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autres  racines  positives ,  puisque 
l'équation  ne  présente  qu'une  variation. 

Les  autres  racines  sont  réelles,  car  la  condition  de  réalité 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,  privé  de  deu- 
xième terme  4/?^  +  ^^^^  >> 0 ,  est  remplie,  vu  que  cette 
condition  exige  qu'on  ait  : 

condition  qui  se  trouve  remplie,  car  en  posant  x/ +7 /+z/=:/7', 
x^y^z^  sera  maximum  lorsque  l'on  aura  x^  =  j'/  =  z/, 

fi  ou  3j:.  =/?  ,  jj:/=  -,  et  dans  ce  cas  ot/jk,  z.  = —^ , 

et  puisque  c'est  un  maximum ,  on  a  : 


(^^  +  ^'+OV      .;..      I....    a^^-b^-^c 


3 


^^  :>a^b\\    d'où     --I_L->  J/^^6V, 

ce  qui  entraîne  la  condition  de  réalité  de  toutes  les  racines. 
11  résulte  de  là  que  l'équation  admet  deux  racines  négatives. 
Pour  interpréter  ces  dernières,  je  change  x  en  —  x,  dans 
toutes  les  équations ,  ce  qui  donne  : 

(6)  yz  •-=  [ac  —  bx) , 

'        Cl)  y^ix^^a'), 

(8)  z'  =z{x^  —  c'), 

(9)  (.r*—  a')  (x'—  6*')  =  [ac  —bx)\ 
'  '(10)       .r^—  (a^-f  h'  -|-  c')x  +2abc  =  0. 
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Or^  en  examinant  (6)  ,  on  trouve  qu'elle  revient  à 
ac  =yz-{-  bx,  ce  qui  revient  à  considérer  a  cl  c  comme 
les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  dont  a,  y^  z,  b  et  x, 
seraient  les  côtés,  et  «  et  Z;  les  diagonales  (7)  et  (8)  indiquant 
que  X  est  le  diamètre  du  cercle ,  et  c'est  en  effet  ce  à  quoi 
l'on  arrive  en  cherchant  à  résoudre  cette  question. 

Si  nous  considérons  l'équation  (10),  nous  voyons  qu'elle 
admet  deux  racines  positives;  la  première  est  comprise  entre 
la  plus  grande  des  trois  valeurs  a^  b  ei  c,  et  a-\-b-^c ,  qui 
donnent  des  résultats  de  signe  contraire,  car  pour  x=:a  par 
exemple  elle  devient  : 

a^—(a'J^b'^c')  a+^abc=  —{b'-\-c')a-\-2abc=  —a{b—c)\ 
résultat  négatif ,  et  pour  x  =  a-\-b-\-  c ,  elle  devient  : 

(^a  ~\^b-{-  c)"^  —  [a'-y  b'-\-e)  {a-{-b-{-c)-\-^abc  = 

=  [a  +  ^  +  c)[{a+  b-\-cY—{à'-{-b'-\-c')  ]  +^2abc  = 

=  2  [  (a-f-  b  -\-c){ab-\-bc-{-  ca)  -\-abc], 

résultat  positif. 

On  voit  d'ailleurs  que  cette  racine  convient  à  la  question, 
car  rinspeclion  de  la  ligure  montre  qu'on  a  x  plus  grand 
que  toute  corde,  puisque  c'est  un  diamètre ,  et  plus  potit 
que  a-^b-\-c  ^  d'après  la  définition  de  la  ligne  droite. 

La  deuxième  racine  positive  est  comprise  entre  0  et  la 
plus  petite  des  valeurs  des  trois  lignes,  ^,  b  ci  c,  car  pour 
a-  =  0,  le  premier  membre  devient  -\-'-2abc  ,  et  pour  x  égale 
à  une  des  valeurs  de  ^/,  ^  ou  c ,  nous  avons  vu  que  le  pre- 
mier membre  se  réduisait  à  —  a{b      c)\  résultat  négatif. 

La  solution  positive  de  l'équation  (5),  et  la  première  des 
solutions  positives  de  l'équation  (10) ,  satisfont  à  cette  ques- 
tion. 

Trouver  le  diamètre  d'un  cercle  connaissant  la  longueur 
d'une  corde,  la  distance  d'une  de  ses  extrémités  à  l'une  dos 


—  134  — 

extrémités  d'un  diamètre,  et  la  distance  de  son  autre  extré- 
mité à  l'autre  extrémité  du  même  diamètre. 

Mais  la  troisième  solution  ne  convient  pas  à  cette  ques- 
tion ,  car  si  elle  satisfait  à  l'équation  (10) ,  elle  ne  satisfait 
aux  équations  (7)  et  (8) ,  que  pour  des  valeurs  imaginaires 
âe  j  ei  z,  puisque  x  <;  /^  et  x  «<  6*. 

Ainsi  on  voit  qu'une  racine  positive  d'une  équation,  n'in- 
dique pas  toujours  la  possibilité  du  problème  qui  a  donné 
naissance  à  cette  équation. 

La  deuxième  solution  se  présente  telle  que  l'indique  la 
figure  (10) ,  lorsque  a^  b  eic'^  b;  mais  si  «>  b^  c,  elle 
se  présente  sous  la  forme  de  la  figure  (11). 

La  troisième  solution  devient  réelle,  si  l'on  remarque  que 
l'équation  (10)  a  été  obtenue  en  éliminant  jrV  entre  les 
équations  j^V  =  [x""  — «')  (x'  —  c")  et  yz''  =  [ac —  bxy. 
Equation  à  laquelle  on  arriverait  en  éliminant  j^'V  entre  les 
équations 

yz^=[ac—bx]%  y'"z=[a-\-x)  {c — x)  et  z^=z(c-\-x)  [a—Xj^ 

résultat  que  l'on  pourrait  interpréter  géométriquement. 
Note.  La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (5) , 

3 3 

^.  :>\/à'b'c'  revient  à  (- ' — =ti  j   >^^c. 

Or  abc  est  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  les 

2 

[/a'+b^-irC 
trois  arêtes  sont  a^  b  et  c,  et —    représente  le 

rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral  dont  le 
côté  serait  la  diagonale  du  parallélipipède,  représentée  par 


\/à'->r  b^-j-  c\  Ce  qui  montre  que  le  cube  du  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  la  diago- 
nale d'un  parallélipipède  rectangle,  est  plus  grande  que  ce 
parallélipipède. 
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SUR  L'EXPRESSION 

du  côté  du  polygone  semi-régulier  circonscrit  à  la  courbe  qui 
a  pour  équation  aux  coordonnées  rectangulaires 

PAR  M.  BRETON  (DE  CHAMP)  , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


La  courbe  dont  îl  s'agit  est,  comme  on  sait  (II,  225), 
l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constantec  inscrite  dans 
un  angle  droit.  Ce  mode  de  génération  ,  que  nous  choisissons 
parmi  plusieurs  autres  également  connus  et  remarquables , 
revient  à  considérer  l'enveloppée  comme  joignant  continuel- 
lement les  projections  sur  les  axes  d  un  point  mobile  sur  la 
circonférence  de  rayon  c.  Supposons  que  ce  point  occupe  sur 
la  circonférence  une  suite  de  positions  séparées  entre  elles  par 
des  arcs  égaux,  chaque  position  de  l'enveloppée  fera  avec  la 
position  voisine  un  angle  égal  à  celui  compris  entre  deux 
positions  consécutives  du  rayon  mené  par  le  point  mobile.  Il 
suit  de  là  qu'à  un  polygone  régulier  circonscrit  au  cercle, 
répond  le  polygone  semi-régulier  formé  par  l'enveloppée ,  le 
nom  de  semi-régulier  indiquant  légalité  des  angles.  11  est 
vrai  qu'auprès  des  points  de  rebrousscment  de  la  courbe,  la 
loi  ci-dessus  parait  rompue ,  mais  elle  ne  l'est  réellement  pas, 
en  ce  sens  que  les  angles  de  l'enveloppée  avec  une  ligne  lixe, 
l'axe  des  y  par  exemple,  forment  une  progression  aridimé- 
lique  non  interrompue. 

Cette  possibilité  de  circonscrire  à  la  courbe  un  polygone 
semi  régulier  (ouïes  les  fois  que  le  polygone  régulier  corres- 
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pondant  peut  être  circonscrit.au  cercle  avec  la  régie  et  le 
compas,  est  déjà  remarquable.  Mais  notre  intention  est  ici 
surtout  de  signaler  l'expression  trigonométrique  du  côté 
d'un  polygone  semi-régulier,  expression  dont  la  simplicité 
constitue  une  nouvelle  propriété  curieuse  de  cette  même 
courbe,  qui  en  présente  tant  d'autres. 

Soit  0„  le  premier  terme  de  la  progression  arithmétique 
des  angles,  C  la  raison,  et  i  un  nombre  entier  quelconque , 
trois  positions  consécutives  de  l'enveloppée  seront  représen- 
tées par  les  équations  : 

X  .  Y 

=  1  (0    , 

sin[(i  +  1)e  +  oj    '    cos[(i  +  i)G  +  ej""*  ^'  +  ^^' 

Si  l'on  cherche  les  coordonnées  des  points  d'intersection  , 
et  que  l'on  prenne  leurs  différences  ,  il  vient,  toutes  réduc- 
tions faites,  pour  les  valeurs  des  projections  du  côté  (1) 
sur  les  deux  axes  : 

csin  49 


sin[(i  — 1)9  +  9o] 

I 

cos  \_{i 

-1)0  4- 

&o] 

X 

+ 

y 

sin[ie  +  &J 

C0S[/9  -f- 

9o] 

X 

-j- 

y 

COS  7  9 

c  sin  \  9 


8in2  (/O  +  0„)  sin  (iG  -}-  OJ  , 
sin  2  (/O  -f-  &o)  cos (i9  +  Oo)  ; 


COS76 

d'où  il  suit  que  ce  même  côté  a  pour  longueur  : 
csin^^O 


COi-fÔ 


sin2(i9-|-0o). 


C'est  ce  que  nous  voulions  faire  voir.  Ces  résultats  sont 
d'une  frappante  simplicité  et  peuvent  se  représenter  géomé- 
triquement. Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  faire  la  re- 
cherche ,  mais  nous  croyons  être  utile  aux  élèves  en  leur 
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indiquant  comme  bon  exercice  de  trigonométrie  le  rétablisse- 
ment des  calculs  qui  nous  ont  servi  à  obtenir  les  formules 
ci-dessus,  et  que  nous  avons  supprimés. 


DEMONSTRATION 

De  V équilibre  des  trois  couteaux. 

:i^AR  M.  FRUSOT  , 

licencié  es  sciences  mathématiques. 


On  sait  que  trois  couteaux ,  ou  trois  tiges  rigides  quelcon- 
ques disposées  ainsi  que  l'indique  la  figure  8,  et  reposant  à 
leurs  extrémités  A,  G, B  et  par  des  points  d'appui  sur  une  table 
horizontale,  se  tiennent  en  équilibre,  si  toutefoisle  frottement 
aux  points  de  contact  D,  E,  F  est  assez  grand  pour  empêcher 
le  glissement.  11  s'agit  de  démontrer  cet  équihbre.  Nous  sup- 
poserons ,  dans  cette  démonstration ,  l'épaisseur  des  verges 
assez  petite  pour  qu'on  puisse  les  regarder  comme  étant 
dans  un  mén"    plan. 

Soit  G  le  centre  de  gravité  de  DB  ,  la  force  P  qui  le  solli- 
cite, pourra  se  décomposer  en  deux  forces  parallèles,  l'une 
Q  détruite  par  le  point  d'appui  B,  Tautre  R  passant  par  un 
point  quelconque  de  l'axe  de  DB,  prolongé  si  cela  est  né- 
cessaire. Faisons  HD=  .r  ;  R  pourra  se  décomposer  en  deux 
forces  parallèles  S  et  T,  qui  se  détermineront  ainsi  qu'il 
suit  : 

S:R::jc  +  J)F:Dr,    T:R::  x;Dl\ 


d'où 


1)1         '  ~    DF    ' 

Ann.df.  .w,V'rH!5r.f.  I\". 


—  138  — 

S  jx)urra  se  décomposer  ou  deux  forces  parallèles  Y  eX  l 
donl  la  dernière  sera  détruite  par  la  résistance  do  la  table, 
et  on  aura  pour  déterminer  ces  deux  forces  les  proportions  : 

U:S::DE:AE,      V:S::AD:AE, 

dV.Ù 

SxDE  Sx  AD  _  R  (x+DF)  X  AD 

AE    '  AE      ~         AExDF 

Comme  il  ne  reste  plus  que  les  deux  forces  V  et  T  agis- 
sant en  sens  contraire  sur  une  même  droite  rigide  CF,  il 
suflît  pour  qu'il  y  ait  équilibre  que  leur  résultante  passe 
par  le  point  d'appui  C.  C'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  : 

Rx^c     R(x-j-DF)xAD       ^^    ^, , 

T:V::KC:FC    ou    -  ^-- :  ^t_j__  :  :  ec  :  FO,  , 

^'où  successivement 

JTX  AExFC=  ^'X  AD  x  EC-hDFxADxEC  , 
—        DFxADxEC 
'^~"  AE  XFC— ADXEC 

Donc  en  prenant  le  point  H  qui  est  arbitraire  à  une  distance 
du  point  D  égale  à  cette  valeur  de  x ,  on  arrivera  à  deux 
forces  T  et  V  dont  la  résultante  passera  par  le  point  d'appui 
D  qui  la  détruira.  On  prouverait  de  même  que  les  poids  des 
antres  verges  ,  ou  même  les  poids  de  corps  placés  sur  elles 
se  réduisent  à  des  forces  détruites  par  la  résistance  de  la 
table;  donc  il  y  a  équilibre. 

Cette  démonstration  donne  évidemment  le  moyen  de 
calculer  la  charge  des  points  d'appui  et  des  points  de 
contact. 


—  139  — 


THEOREMES. 

Sur  le  triangle ,  le  tétraèdre,  V ellipse  et  V ellipsoïde. 

PAR  M.  E.  BRASSIMTE  , 

professeur  aux  écoles  d'artillerie. 


r  Si  on  désigne  par  /?,  le  demi -périmètre  d'un  triangle  , 

et  par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle  ,  son  aire 

pourra  s'exprimer  par  l'une  des  formules  suivantes  : 

111  1  1         1 

S=:/7\tang-A.tang-B.tang-C...S=r\cot-A.cot  B.cot-C(*). 

T  Considérons  une  ellipse  — -  -j-  y^  =  i  ^  rapportée  à  son 

centre  et  à  ses  axes.  Pour  mener  une  tangente  à  cette  el- 
lipse, par  un  point  extérieur  m',  dont  les  coordonnées  sont 
•r',  y,  on  déterminera  un  point  M'  dont  les  coordonnées 

a 
seront  x\  -y,  et  pour  ce  point  M' on  mènera  des  tangentes 

à  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse. 
Abaissant  des  points  de  contact  de  ces  tangentes  des  perpen- 
diculaires, sur  le  grand  axe ,  on  obtiendra  ,  par  leur  ren- 
contre avec  l'ellipse,  les  points  de  contact  des  tangentes  à 
cette  courbe  passant  par  le  point  w! . 

Pour  mener,  par  une  droite  donnée  ,  des  plans  tangents  à 

x"      r*      z'^ 
rellipsoïdc  de  révolution  —  +  —  +    :  =  1 ,   on  prendra, 

sur  cette  droite ,  un  point  m'  dont  les  coordonnées  seront 
x\  y,  z';  on  déterminera  ensuite  un  point  M'  dont  les  coor 

(*)  Voir  1 ,  7n  ,  196.  Tm. 
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données  seront  a',  y\  -  z'  ;  joignant  ce  point  M'  avec  la 

îraio  de  la  droite  donnée  sur  le  plan  x^  y,  on  aura  une  se- 
conde droite,  par  laquetleon  mènera  deux  plans  tangents  à 

la  sphère    ^  +~  ~l T=i.  Du  point  de  contact  de  ces 

pians  tangents,  abaissant  deux  perpendiculaires  sur  le  plan 
<los  .r,  y,  on  obtiendra,  par  leur  rencontre  avec  la  surface  de 
l'ellipsoïde ,  les  deux  points  de  contact  des  plans  tangents 
passant  par  la  droite  donnée. 

On  emploiera  la  solution  précédente  relative  à  l'ellipsoïde 
de  révolution  ,  pour  mener  par  une  droite  donnée  un  plan 
tangent  à  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Si  on  exécute  l'épure  du  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  par 
la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  et  si  on  compare 
celte  solution  à  celle  qu'a  donnée  Monge  (au  moyen  de 
rhyperboîoide  de  révolution  ),  on  en  déduira  un  procédé 
géométrique  simple,  pour  mener  une  tangente  commune  à 
une  ellipse  et  à  une  hyperbole  ,  qui  ont  un  premier  axe 
principal  commun ,  et  le  second  parallèle. 

3"  Si  on  joint  les  deux  foyers  F,  F'  d'une  ellipse  aux  deux 
points  conjugués  m',  m",  on  aura  deux  triangles  FF'm', 
FF'w',  et  il  est  aisé  de  trouver  que  :  la  somme  des  carrés 
de  leurs  aires  est  constante. 

Si  on  en  évalue  les  tangentes  des  demi-angles  Fm'F', 
Fm"¥'^  on  aura  en  désignant  ces  angles  par  a,  u'  ; 


tang"*  — \-  tang'  -  =  constante. 


Si  on  désigne  par  X, ,  X,  les  abscisses  des  points  où  les 

tangentes  conjuguées,  coupent  le  grand  axe  de  l'ellipse  ,  on 

1  1 

aura  la  rolalion  :  :r^  +  ^-  =  constante. 
A.  A, 
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4°  Désignons  par  a^  ^,c,les  trois  côtés  d'un  triangle, 
par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  :  le  carré  de  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  triangle  au  centre  du  cercle  cir 
conscrit  s'exprimera  par  la  formule 

D'=R' Z_L__. 

9 

En  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit ,  et  par  A  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  triangle  au  centre  de  ce 
cercle,  on  trouve  la  formule 


^.    [p-ar ^{p—br ^{p~cy 


-C^^v^y 


Pour  le  tétraèdre,  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
circonscrite  au  centre  de  gravité  du  solide  est  donnée  par 
la  formule 


ir  =  R^  —  '  "^ 


1(i 


{Là"  désignant  la  somme  des  carrés  des  arêtes). 

Si  ,dans  un  tétraèdre,  on  désigne  par  /,  /',  /",  l'"  les  lignes 
qui  vont  des  sommets  au  centre  de  gravité  des  faces  oppo- 
sées, on  aura  la  relation 

5*^  Appelons  G  le  centre  de  gravité  d'un  contour  poly- 
gonal composé  de  m  côtés  égaux  ;  par  ce  point  menons  une 
droite  quelconque,  et  prenons  sur  celte  droite  deux  points 
M,  M',  que  nous  joindrons  aux  sommets  du  polygone,  on 
aura  la  relation 

l.T)  —lY=m  (M'G'-  —  MG') 

[i\y\  i.D'\  désignant  la  somme  des  carrés,   des  distances 
des  points  M,  ÎVl'  aux  sonnnels  du  pcly^onei 
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DE  LA  LEMNISCATE  HYPERBOLIQUE. 

FAR  M.  H.  CHAAFEl^TIER  , 

professeur  de  mathémaliques  spéciales  au  collège  d'Alençon. 


1 .  Cette  courbe  est  le  lieu  des  pi'ojections  du  centre  de  Vhij- 
perhoU  équilatère  sur  les  tangentes  à  cette  courbe. 
Soient  : 

(1)  y-^^=_a^ 

l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  ; 

(2)  j^y —  xx'  ■=  —  à' 

l'équation  de  la  tangente  à  cette  hyperbole  au  point  /i'  dont 
les  coordonnées  sont  x'  et  y. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la 
tangente  sera  : 

y 

(3)  •>^  =  ""l^'^' 

et  comme  le  point  Ji'  est  sur  la  courbe ,  on  aura  encore  cette 
relation  : 

(4)  y'^x"  =  —  a\ 

L'élimination  de  x'  et  dey  entre  les  équations  (2),  (3),  (4) 
conduira  à  l'équation  de  la  courbe. 

En  combinant  les  équations  (2)  et  (3) ,  on  tire  les  valeurs  : 


a  X  ,  ay 


.2  1 


et  les  substituant  dans  l'équation  (4) ,  on  a  l'équalion  de  la 
lomniscalc ., 

•     (7)  :y^xj=a^{x^-y). 
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La  courbe  passe  par  Torigine ,  qui  est  i;on  centre^  l'axe  des 
.r  et  celui  des  j  sont  des  diamètres  de  la  courbe ,  et  en  éga- 
lant à  zéro  les  termes  de  celte  équation  qui  sont  au  second 
degré ,  on  a  les  équations  des  tangentes  à  l'origine  : 

L'origine  est  un  point  double  ,  et  ces  tangentes,  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  des  axes  ,  sont  les  asymptotes  de  l'hy- 
perbole équilalère. 

2.  Si  Ton  élève  au  carré  les  équations  (5)  et  (6)  et    les 
ajoutant,  on  a  : 

^'^_|_y^^_^     OU     OmXOn':=za\    (Fig.  6) , 

ce  qui  prouve  que  le  demi-axe  de  l'hyperbole  est  moyen  pro- 
portionnel-entre  la  distance  du  centre  au  point  générateur  de 
la  lemniscate  hyperbolique  et  la  distance  du  centre  au  contact 
correspondant  de  Vhyperbole. 

3.  Si  l'on  rapporte  la  lemniscate  à  des  coordonnées  polai- 
res, son  équalion  sera  : 

p=zzha  K  cos2w. 

Chaque  valeur  de  o»  variant  depuis  w  =  0  jusqu'à  o)  =  -, 

donnera  pour  p  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  qui 
détermineront  les  points  de  la  courbe  situés  sur  le  rayon  vec- 
teur et  sur  son  prolongement.  Ce  rayon  vecteur  variera  de- 
puis p  =  <2  jusqu'à  p  =  0. 

On  obtiendra  ainsi  la  portion  de  la  courbe  AmO  et  la  por- 
tion A'm'O  {/ig.  (>). 

TT  .  3rr 

Depuis  w  =-•  jusqu  à  co  =  —  ,  les  valeurs  de  p  sont  ima- 

ginaires.  Depuis  o  =  —  jusqu  a  r;  =;  r  ,  les  valeurs  de  p  va- 

4 


rient  depuis  o  =  0  jusqu'à  p  =  ^z  ;  ce  qui  donne  la  portion  de 
la  courbe  Oni'h!  et  la  portion  Om"'A. 

Pour  trouver  le  point  maximum  de  la  courbe  situé  dans  la 
portion  A/«0  de  la  courbe,  en  désignant  par.^^  l'ordonnée  de 
c3  point ,  on  a  : 

La  dérivée  de  y  par  rapport  à  p  est  donnée  par  la  quantité 

,  ^  -  2p^ 

a)/2\/  a'—o' 

Le  rayon  vecteur  correspondant  au  point  maximum  sera  : 
d'où  l'on  a  : 

Ce  point  de  la  lemniscate  correspond  au  point  de  contact 
de  l'hyperbole  dont  les  coordonnées  sont  : 

a]/2  a\/l 


y^- 


2      ' 


X 


4.  En  désignant  par  o  et  p'  les  rayons  vecteurs  de  la  lem- 
niscate et  de  l'hyperbole  correspondants  à  la  même  valeur 

de  0) ,  on  a  :  

^■=z  aV  cos  2co  , 


a 


'     '        \/cos2w' 

d'où  f^p'=  ^-^  • 

Donc  le  demi-axe  de  l'hyperbole  est  moyen  proportionnel 
entre  les  rayons  vecteurs  de  la  lemniscate  et  de  F  hyperbole  fai- 
sant le  même  angle  avec  Vaxe  des  x. 
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5.  On  a  vu  que 

Om  X  0/i'=  a\ 

En  prolongeant  Je  rayon  om  jusqu'à  l'hyperbole  en  /i ,  on  a  : 

Oni  X  Oji  =  cC  j 
donc  0/i  =  O/i' . 

Le  point  de  contact  n^  et  le  point  n  sont  deux  points  symé- 
triques de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

On  peut  conclure  de  là  un  moyen  très-simple  de  construire 
la  lemniscate  hyperbolique ,  quand  on  aura  préalablement 
tracé  F  hyperbole  équilatère. 

Pour  cela,  on  mènera  un  rayon  vecteur  On  à  l'hyperbole , 
on  abaissera  nîï!  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  prolongée 
jusqu'à  l'hyperbole ,  on  joindra  Oiï\  de  n  et  de  H  on  abais- 
sera respectivement  des  perpendiculaires  sur  les  rayons  0«' 
et  On  ,  et  on  déterminera  deux  points  ml  et  m  de  la  courbe. 

6.  Enfln  ,  on  peut  construire  la  lemniscate  hyperbolique 
sans  construire  préalablement  l'hyperbole  régulatrice. 

En  effet,  on  a  : 

Om  =  a^cosSw. 

Donc ,  si  l'on  décrit  une  demi-circonférence  sur  le  demi- 
axe  de  l'hyperbole  comme  diamètre ,  le  rayon  vecteur  de  la 
lemniscate  est  moyen  proportionnel  entre  le  demi-axe  et  le 
rayon  vecteur  mené  à  cette  demi-circonférence  et  faisant  avec 
l'axe  des  x  un  angle  double  de  celui  que  fait  le  rayon  vecteur 
de  la  lemniscate  avec  le  même  axe. 

.  De  là  cette  construction  :  on  mènera  un  rayon  vecteur  OA 
à  la  circonférence  ,  on  prendra  Kl  =  AK,  on  joindra  01,  et 
on  le  rabattra  en  OP,  on  élèvera  PG  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X ,  on  joindra  OG  et  on  le  rabattra  sur  OK  en  Om ,  et  le 
point  m  appartiendra  à  la  lemniscate  hyperbolique. 

Note.  Le  nom  de  cette  courbe  dérive  du  mol  çrec  )£t/vi<T/o: 


qui  signitie  une  bandelette  nouée  en  huit.  Faj^nano  a  décou- 
vert les  principales  propriétés  de  cette  ligne  qui  est  d'une  si 
i,^rande  importance  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Les  démonstrations  du  géomètre  italien  sont  géométriques 
(V.  t.  ÎIl,  p.  509)  ;  la  théorie  analytique  est  due  à  Euler 
(M.  de  Pétersbourg,  t.  V,  1751-52)  ;  la  courbe,  quoique 
fermée,  est carrable  (t.  I ,  p.  351  ).  La  lemniscate  hyperbo- 
lique équilalère  est  aussi  une  cassinoïde,  courbe  bifocale. 
Mais  la  réciproque  est  fausse  :  toute  cassinoïde  n'est  pas  une 
lemniscate.  Nous  engageons  les  élèves  à  démontrer  ces  pro- 
positiOiîs. 

Cette  ligne  est  le  cas  particulier  de  l'enveloppe  d'un  cercle 
assujetti  à  avoir  son  centre  sur  une  ligne  plane  donnée  et  à 
toucher  une  seconde  ligne  donnée  dans  le  même  plan.  Cette 
seconde  ligne  fait  évidemment  partie  de  l'enveloppe  et  si  elle 
se  réduit  à  un  point,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
l'équation  générale  de  l'enveloppe.  Tm. 


ANALYSE  INDETERMINEE  DU  PREMIER  DEGRÉ 


PAR  M.  MIDT  , 

Ancien  professeur  dans   les  Collèges   royaux. 


La  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation 
indéterminée 

par  les  nombreuses  applications  qu'on  en  peut  faire  et  les 
artifices  de  calcul  dont  elle  est  susceptible,  est  un  des  plus 
utiles  exercices  par  lesquels  les  jeunes  matliémaiiriens  peu- 
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vent  préluder  à  des  recherches  plus  imporlanles.  Aussi 
diverses  méthodes  de  résolution  sonl-elles  développées  avec 
soin  et  une  certaine  étendue,  dans  les  ouvrages  estimés 
d'algèbre  qui  sont  actuellement  entre  les  mains  des  élèves. 
La  suivante,  fondée  sur  la  théorie  des  restes  (*),  donnera 
toujours,  nous  le  croyons  du  moins,  une  solution  plus  facile 
et  plus  prompte.  Elle  aura  d'ailleurs  l'avantage  de  familia- 
riser les  élèves  avec  des  principes  dont  l'application  encore 
peu  répandue,  peut  être  fort  utile,  et  dont  l'emploi  judi- 
cieux est  très-propre  à  exercer  leur  sagacité. 

Rappelons  ici  en  peu  de  mots  les  principes  dont  je  parle. 

On  sait  que  si  ^  et  ^  sont  premiers  entre  eux ,  et  que  l'on 
divise  par  a  les  produits  successifs 

\b,     2^,    36,...  (/2— 1)  h^ 

tous  les  restes  seront  différents.  D'où  il  suit  que  si  l'on  con- 
çoit cette  suite  prolongée  indéûniment  de  manière  à  former 
celte  autre 

16,  26,  36,.,,  (^z  — 1)6,  ab,  (^-+1)6,  etc., 

les  a  premiers  restes  correspondants  ,  se  reproduiront  pé- 
riodiquement. 

C'est  ainsi  par  exemple  que  pour  a=  W  et  6  =  37 ,  on 
aura  les  deux  suites  : 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,     8,  9,   10,   11,  12,  etc., 
,:  4,   8,  1,  5,  9,  2,  6,   10,  3,     7,     0,     4,  etc. 

La  première  est  celle  des  multiplicateurs  successifs  de  37, 
je  les  nommerai  indices.  La  seconde  est  celle  des  restes  cor- 
respondants, et  se  forme  aisément  par  l'addition  répétée  du 
premier  reste  4 ,  en  ayant  soin  de  retrancher  de  chaque 


C)  Ccfle  mèlhodc  est.  prcciscinrni  celle  tics  ronpmeiices  do  M.(iaii)>s.  (les! 
pour  la  propaRcr  que  nous  avons  insère  roi  ailiclc  (III,  .U3\  Tiu. 
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somme  nouvelle  le  diviseur  1 1  ,  à  mesure  qu'il  s'y  trouve 
contenu. 

Or  chacun  des  produits  que  nous  venons  de  considérer 
se  trouve  compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  11, 
et  suivant  qu'on  le  retranchera  du  multiple  supérieur  ou 
du  multiple  inférieur,  le  reste  sera  positif  ou  négatif.  De 
plus  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ces  deux  restes,  sera 
constante  et  égale  à  11  ,  ou  chacun  des  deux  sera  par  rap- 
port à  11 ,  le  complément  de  l'autre. 

Il  résulte  de  là  que  nos  deux  suites,  en  ne  prenant  que 
la  partie  nécessaire  de  la  seconde ,  sont  encore  représentées 
par  celles-ci  : 

1,       2,         3,       4,       5,       6,       7,       8,       9,     10. 
—  7,  —3,   —10,  —6,  —2,  —9,  ~5,   —1,  —8,  —4. 

Remarquons  que  celte  seconde  suite  de  restes  négatifs, 
n'est  autre  numériquement  que  la  suite  positive  renversée. 

En  généralisant  ces  résultats,  il  sera  facile  de  voir  que 
dans  l'une  comme  dans  l'autre ,  la  somme  de  deux  termes 
pris  à  égales  distances  des  deux  termes  extrêmes ,  sera  tou- 
jours constante  et  égale  à  ^^ ,  et  que  la  somme  de  ces  mêmes 
termes,  pris  le  premier  dans  une  des  deux  suites,  et  le  second 
dans  l'autre  ,  sera  nulle. 

De  plus ,  à  cause  de  la  périodicité  des  restes ,  un  terme 
quelconque  de  la  suite  indéfinie  des  indices  pourra  être  aug- 
menté ou  diminué  d'un  multiple  quelconque  de  a  sans  que 
le  reste  change. 

C'est  en  nous  appuyant  sur  ces  principes  ,  que  nous  allons 
résoudre  l'équation  proposée 

dont  les  coefficients  a  et  b  doivent  être,  comme  on  sait,  pre- 
miers entre  eux. 
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Soit  pour  premier  exemple  réquation  numérique 

ll^+17r  — 339. 

Le  reste  de  la  division  de  17  par  11  étant  6 ,  nous  aurons 
les  deux  suites  : 

1,2,    3,  4,  5,   6,  7,  8,     9,  10. 

r>,    1,  7,  2,  8,  3,  9,  4,  10,     5. 

Le  terme  tout  connu  de  l'équation,  339,  divisé  par  11  , 
donne  le  quotient  30  et  le  reste  9.  L'indice  7  correspondant 
à  9,  nous  fait  connaître  d'abord  que  7  fois  Î7  est  le  premier 
multiple  de  17  qui ,  divisé  par  11,  donne  aussi  le  reste  9. 
Donc  7  est  la  plus  petite  valeur  possible  de  y.  Faisons  donc 

La  valeur  correspondante  de  x  sera 

a:=  30--—^ =30—10  =  20. 

11 

Les  formules  cherchées  sont  donc  :  • 

X  =  20—17^, 

Soit  en  second  lieu  Téqualion 

\\x  —  ily=  3 

La  division  de  3  par  11  donne  le  reste  3  ,  dont  le  complé- 
ment à  11  est  8.  D'où  je  conclus  que  l'indice  5  correspon- 
dant à  8 ,  est  la  valeur  la  plus  simple  possible  de  .> . 

Par  suite 

11 

Les  formules  cherchées  sont  donc  : 

.r  =18+17^ 
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Soit  cncon; 

Itji'  — 17r  =  —  3. 

L'indice  6  correspondant  au  reste  3 ,  est  la  valeur  de  jk,  et 
ion  trouve  immédiatement  que  9  est  la  valeur  correspon- 
dante de  X. 
Les  formules  sont  donc  : 

.r  —  9  +  17^ 
y  =  6+11^. 

Mais  si  le  diviseur  a  était  un  nombre  un  peu  grand  et  que 
le  reste  cherché  fût  un  des  derniers  de  la  période ,  on  ne 
saurait  disconvenir  que  le  calcul  précédent  ne  devienne 
long  et  fastidieux ,  et  la  méthode  perdrait  alors  cette  appa- 
rente simplicité  que  nous  venons  de  remarquer.  Heureuse- 
ment les  principes  développés  plus  haut  vont  nous  donner  un 
moyen  aussi  facile  que  prompt  de  lever  cette  difficulté. 

Soient ,  par  exemple , 

^  =  48      et      ^  =  59. 

Le  premier  reste  est  alors  1 1  ;  son  complémentaire  est  —  37. 
Proposons-nous  d'abord  de  trouver  l'indice  correspondant  au 
reste  1.  Pour  cela ,  opérons  comme  s'il  fallait  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  —  37  et  11.  Prenons 
les  quotients  absolus  inférieurs  et  les  restes  avec  leurs  signes  5 
nous  formerons  ainsi  le  tableau  suivant  : 


37 


2 

1 

—  4 

3 

It       —  4        3        —  1 


J'en  conclurai  ces  deux  suites  d'indices  et  de  restes  : 

1,  4,         9,  13,  35. 

11,         -  4,         3,         -^1,         +  1. 

Yoici  comme  on  peut  les  déduire  du  tableau  prérédenl 
L'indice  4  est  égal  au  premier  quotient  3  augmenté  de  1 ,  et 
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le  reste  correspondant  est  le  premier  reste  trouvé  —  4.  L'in- 
dice suivant  9  est  égal  au  précédent  4  multiplié  par  le  second 
quotient  2  et  augmenté  du  premier  indice  1 ,  et  le  reste  cor- 
respondaut  est  le  second  reste  +  3  du  tableau.  L'indice  sui- 
vant 13  est  égal  au  précédent  9  multiplié  parle  troisième 
quotient  1  et  augmenté  de  l'indice  antérieur  4 ,  et  le  reste 
correspondant  est  le  dernier  reste  —  1  du  tableau  ;  et ,  comme 
les  restes  —  1  et  + 1  donnent  une  somme  nulle ,  les  indices 
correspondants  13  et  35  sont  complémentaires  par  rapport 
au  diviseur  48.  Il  est  donc  aisé  de  déduire  le  second  du 
premier. 

Maintenant ,  de  l'indice  35  correspondant  au  reste  1  ,  il 
est  aisé  de  déduire  l'indice  correspondant  à  tel  reste  qu'on 
voudra ,  au  reste  7  par  exemple.  Pour  cela ,  multiplions  35 
par  7  et  retranchons  du  produit  245  ,  5  fois  48,  ou  le  plus 
grand  multiple  possible  de  48,  le  reste  5  sera  le  plus  petit 
indice  correspondant  au  reste  indiqué  7  ;  ce  qui,  dans  tout 
l'exemple  actuel ,  est  facile  à  vérifier. 

On  peut  remarquer  que  la  loi  de  formation  de  ces  indices 
est  la  même  que  celle  que  l'on  suit  pour  former  les  termes 
des  réduites  sommaires  des  fractions  continues. 

Soient ,  pour  second  exemple  ,  <2  =  70  et  Z>  =  201 .  Le  ta- 
bleau à  former  sera  celui-ci  : 


2 


51    I— li) 
et  les  deux  suites  seront 


1 


13 


—  T) 


1,  3,  4,         11. 

—    19,  13,         —  6,  1. 

Si  l'on  demandait  l'indice  correspondant  au  reste  57 ,  du 
produit  de  ce  nombre  par  l'indice  11  correspondant  au  reste 
1  ,  on  rrtranchrrait  8  fois  70  ,  ou  le  plus  grand  multiple  iU* 
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70  qui  s  y  trouve  ccnitenu  ,  et  le  reste  67  serait  le  plus  faible 
indice  correspondant  à  57.  D'ailleurs,  13  étant  le  complé- 
ment du  reste  57,  l'indice  correspondant  3  du  tableau  sera 
le  complément  de  Tindice  cherché  ,  qui  par  là  se  trouve  être 
encore  le  nombre  67,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  par  le  calcul 
précédent. 

Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  de  l'équation 

236x  +  615jr  =  340948. 

Le  terme  tout  connu  340948  divisé  par  236  donne  le  quotient 
1443  el  le  reste  2.  Il  s'agit  donc  de  trouver  l'indice  corres- 
pondant à  ce  reste  2. 

Ici  le  premier  reste  est  143,  et  son  complément  est  —  93. 
Ces  deux  nombres  donnent  lieu  au  tableau  suivant  : 


143 


1 

1 

1 

6 

—  93 

50 

—  43 

i 

Les  deux  suites  seront  : 

1,  2,  3,         5,  33,  203. 

—  93,         50,         —  43,         7,         —  1,         +1. 

On  voit  par  là  que  le  reste  2  correspondra  à  l'indice  406  , 
ou ,  retranchant  236  de  ce  nombre ,  2  correspondra  à  170. 

Donc  jK=170. 

Par  suite , 


.x=.  1443  — 


170  X  615 
236 


=  1443  — 443  =  1000  j 


d'oîi 


x  =  1000  — 615^, 
jK  =  170    +236/. 

Quand  le  nombre  des  solutions  sera  limité,  on  voit  qu'il 
sera  indiqué  immé'diatomonl  par  la  valeur  de  Tmio  des 
inronnues. 
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DEMONSTRATION. 

Du  théorème  de  M.  Chasles  sur  les  tangentes  parallèles  et  les 
plans  tangents  parallèles  ;  point  de  moyenne  distance. 


I.  Soit 

F{jo,y)  =  0,  (1) 

une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  et  de  degré  m. 

Et  soit 

?(-^,r,  2)=0,  (2) 

une    autre  équation    algébrique    à  trois  variables  et    de 
degré  ji. 
Elîminant^,  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

Ax"***  +  B:r"*"-'  +  etc.  =  0 ,  (3) 

A ,  B,...  sont  des  fonctions  entières  de  z,  et  des  coefficients 
des  deux  équations  -,  supposons  que  par  la  nature  de  la  ques- 
tion qui  a  fourni  les  deux  premières  équations,  nous  sa- 
chions, !•  qu'à  une  même  valeur  de  j:,  ne  peuvent  répondre 
que/?  valeurs  de  z  -,  S'^que  pour/»  valeurs  flnies  de  z,  toutes 
racines  de  l'équation 

/(z)  =  0 ,  (4) 

l'équation  (3)  acquière/?  racines  égales  chacune  à  l'infini.  Il 
est  évident  que  dans  ces  deux  hypothèses,  les/?  premiers 
coefficients  de  l'équation  (3)  sonl  nécessairement  de  la  forme 
M/(z.),  où  M  ne  renferme  que  les  coefficients  des  équa- 
tions (1)  et  (2);  divisant  tous  les  coefficients  de  l'équation 
par  /(z) ,  on  obtient  une  nouvelle  équation  dont  les  /;  pre- 
miers coefficients  sont  indépendants  de  z;  par  conséquenl 
les  fonctions  symétriques  dos  racines  qui  ne  dépendent  hikî 

Ann.  df.  Matuém\t.  1V«  1  i 
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de  ces  y?  premiers  coefficients  ,  conservent  la  môme  valeur., 
quelle  que  soit  la  valeur  de  z. 

Si  les  mêmes  hypothèses  subsistent,  pour  le  résultat  de 
l'élimination  de  x,  entre  les  équations  (1)  et  (2) ,  on  en  dé- 
duira les  mêmes  conclusions. 

II.  Prenons  pour  l'équation  (2) ,  celle-ci . 

zDyi-Dx=0,  (2) 

Dy  est  la  dérivée  de  F  (x  ,  j-)  par  rapport  à  j^,  et  D^  la  dé- 
rivée de  la  même  fonction  par  rapport  à  x  -,  l'équation  (2) 
est  donc  de  degré  m  —  1  par  rapport  à  jt  ety  ;  éliminant  jr, 
on  obtient  une  équation  de  la  forme  : 

or  z  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe , 
ayant  pour  équation  F(x,  y)  =  0';  à  une  même  valeur  dex, 
ne  correspondent  donc  que  m  valeurs  de  z  -,  ainsi  dans  l'é- 
quation (3),  le  degré  de  z  ne  peut  dépasser  m-,  de  plus,  si 
dans  l'équation  (1)  on  ne  prend  que  les  termes  de  degré  m , 
et  qu'on  y  fasse  x=i  ,  y=z  ;  et  qu'on  représente  le  résultat 
par/(z).  Si  on  pose  : 

f{z)  =  0  ,  (4) 

les  racines  de  cette  équation  sont  les  m  coefficients  angu- 
laires relatifs  aux  asymptotes ,  c'est-à-dire  aux  tangentes  qui 
ont  un  point  de  contact  à  l'inûni  ;  donc  par  chaque  racine 
de  l'équation  (4),  deux  racines  de  l'équation  (3)  deviennent 

B 
inflnies  ,  ainsi  A  et  B  sont  de  la  forme  M/{z)  ;  donc  --  est 

indépendant  de  z ,  et  la  somme  des  racines  de  cette  équation 
ne  dépend  pas  de  z  ;  par  les  mêmes  raisonnements ,  on 
parvient  à  la  même  conclusion  en  éliminant  x ,  entre  les 
deux  équations  (1)  et  (2). 

m.   Théorème  de  M.  Chasles.  A  une  courbe  algébrique 
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de  degré  m,  on  peut  mener,  analytiquement  parlant, 
m  {m  —1)  tangentes  parallèles  ;  le  point  de  moyenne  distance 
des  m  [m  —  1)  points  de  contact  reste  le  même,  quelles  que 
soient  les  directions  des  tangentes. 

La  démonstration  est  une  conséquence  immédiate  du  pa- 
ragraphe précédent. 

IV.  On  étend  facilement  ce  théorème  aux  plans  tangents 
à  une  surface  ;  soit  F  (.r  ,^r,  z)  =  0 ,  l'équation  de  cette  sur- 
face, et  soient  /?,  q  les  coefficients  angulaires  qui  détermi- 
nent la  direction  du  plan  tangent .  On  aura  les  deux  équa- 
tions pDz  -)-Da;=  0,  qD  zH-Dy  =  0;  éliminant  z  et  y^  on 
parvient  à  une  équation  entre  x  ,p,  q\  raisonnant  sur  cette 
équation  comme  ci-dessus,  sur  l'équation  (3),  on  en  déduit 
les  mêmes  conséquences. 

V.  Le  beau  théorème  de  M.  Chasles,  conduit  à  cette  gé- 
néralisation ;  dans  une  courbe  algébrique  de  degré  w ,  si  on 
prend  pour  un  système  d'axes  donné,  tous  les  points  où  tous 
les  coefficients  différentiels  d'un  même  ordre  sont  égaux  à  un 
nombre  donné  ;  le  point  de  moyenne  distance  de  tous  ces 
points  est  fixe ,  quel  que  soit  le  nombre.  Le  moyen  de  démon- 
stration est  le  même.  En  effet,  on  peut  toujours  parvenir  à 
une  équation  renfermant  la  relation  entre  l'abscisse  et  ce 
nombre  ;  à  chaque  valeur  de  l'abscisse  ne  correspondent  que 
m  de  ces  nombres,  donc  dans  cette  équation  m  est  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  ce  nombre  puisse  se  trouver  élevé, 
el  à  l'infini  asymptotique,  ce  nombre  est  évidemment  nul; 
donc  les  deux  premiers  coefficients  de  l'équation  ordonnée 
par  rapport  à  l'abscisse ,  renferment  ce  nombre  élevé  à  la 
même  puissance  m  ;  donc  etc. ,  etc. 

VL  D'après  la  théorie  de  l'élimination ,  le  coefficient  A 
ne  contient  que  les  coefficients  de  l'équation  (1)  appartenant 
aux  termes  de  degré  m ,  et  B  ne  contient  que  ces  mêmes 
coefficients,   plus  ceux  qui   appartiennent  aux  termes  de 
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degré  m—  1  ;  de  sorte  que  pour  toutes  les  ligues  dont  les 
équations  ont  les  mêmes  termes  de  degré  m  etm—  i ,  les 
points  de  moyenne  distance  ci-dessus  déterminés  (V)  sont  les 

mêmes.  Or  le  système  des  m  asymptotes  est  une  de  ces  li- 

m{în  — 1) 
gnes;  ces  asymptotes  se  coupent  en pomts;  ce  sont 

les  seuls  points  doubles  de  la  ligne  ;  de  sorte  que  les  droites 
qui  passent  par  ces  points  peuvent  être  considérées  comme 
des  tangentes  ;  par  conséquent  le  point  fixe  relatif  aux  tan- 
gentes parallèles  est  aussi  le  point  de  moyenne  distance  des 

m  (m — 1)       ....  .        . 

pomts  d  mtersection  des  asymptotes. 

Observation.  Il  est  presque  superflu  d'avertir  que  toutes 
ces  propositions  sont  énoncées  dans  un  sens  purement  ana- 
lytique ;  plusieurs  de  ces  points  peuvent  être  situés  à  l'infini, 
devenir  imaginaires,  etc.  •■,  mais  comme  il  s'agit  de  fondions 
symétriques ,  ces  circonstances  n'invalident  pas  ces  propo- 
sitions. 

YIl.  Les  w  asymptotes  forment  un  polygone  déterminé 

par  2/71 — 3  données.  Par  conséquent  dans  toute  ligne  de 

degré  m ,  il  y  a  au  moins  Sm  —  3  fonctions  des  coefficients 

qui  restent  constantes,  quel  que  soit   le  déplacement  de 

l'origine  et  des  axes. 

{La  fin  prochainement.) 

»-  •    '  ■        ■  . 

NOTE 

$ur  la  détermination  du  rapport  tt  de  la  circonférence  au 
diamètre^  par  la  méthode  des  périmètres. 

PAR  M.  HUET, 

régent  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 

Le  nombre  tt  ,  qui  représente  le  rapport  constant  de  la 
circonférence  au  diamètre,  représente  encore  la  longueur 
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ci*uae  circonférence  dont  le  diannètre  est  l'unité  \  ce  nombre 
sera  donc  connu  si  l'on  parvient  à  calculer  directement  la 
longueur  de  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité. 

Pour  résoudre  ce  problème ,  il  faut  d'abord  résoudre  le 
suivant  : 

Etant  donnés  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
de  n  côtés  ,  l'un  inscrit ,  l'autre  circonscrit,  calculer  les  péri- 
mètres des  polygones  réguliers  de  ^n  côtés  ,  Tun  inscrit  et 
l'autre  circonscrit. 

La  figure  qu'emploie  Legendre ,  dans  sa  Géométrie ,  pour 
résoudre  le  problème  qui  conduit  à  la  détermination  du 
nombre  tc  par  la  méthode  des  surfaces,  peut  sans  aucune  mo- 
dification nous  servir  à  résoudre  aussi  celui-ci  f). 

Soit  AB  et  CD  [fig.  7)  les  côtés  des  polygones  réguliers  in- 
scrit et  circonscrit  de  n  côtés ,  AE  et  FG  les  côtés  des  poly- 
gones réguliers  inscrit  et  circonscrit  de  2n  côtés  -,  appelons 
ae,ib  les  périmètres  des  deux  premiers  polygones ,  a!  et  b' 
les  périmètres  des  deux  seconds ,  on  a  évidemment  : 

(1)       ^  =  7iAB=2/iAK,  (2)       6  =  /iCD  =  2/iCE, 

(3)  a'  =  2/zAE,  (4)  6' =  2«FG. 

Les  égalités  (1)  et  (3)  donnent  : 

a  :a'  ::  aK  :  AE 

ou ,  puisque  les  triangles  AEK  ,  FEO  sont  semblables , 

::  EO:FO, 
ou  bien ,  à  cause  des  triangles  semblables  FEH  ,  FEO  , 

::HE:FE 
ou ,  en  doublant  les  termes  du  second  rapport , 

::  AE:  FG 


(*)  M.  Lionnet  donne  in  inômo  démonstration  [Géom.^  p.  167,  i»  t^dilion);  d« 
mOme  M.  Cirodde  (Géom.,  \k  n:\).  Tin. 
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ou  encore  : 

::  2nAE  :2«FG, 

ou  enûn ,  à  cause  des  égalités  (3)  et  (4) , 

::  a!  :  b\ 

Cette  proportion  nous  donne  : 

a'=Vâb'.  (5) 

Des  égalités  (2)  et  (4)  on  tire  de  même  -. 

^  :^'  ::  CE  :FG, 
::  CE  :  2FE. 

Doublant  les  termes  du  premier  rapport  et  divisant  les  con- 
séquents par  2 ,  on  trouve  : 

2b  :  b'  ::  CE:FE, 
d'où 

2b ^b'  :  b'  ::  CF  :  FE 

ou ,  puisque  FO  est  bissectrice  de  Tangle  COE  , 

::C0  :0E 

ou ,  à  cause  des  parallèles  AB  et  CD  , 

::  AO:OK, 
ou  bien 

::  OErOK, 

ou  bien ,  à  cause  des  triangles  semblables  CEO ,  AKO  , 

::  CE:  AK, 
ou  encore 

::  2/iCE:2«AK, 

ou  enfin ,  à  cause  des  égalités  (2)  et  (1) , 

::  b  :  a. 

De  cette  proportion  on  tire  : 

2b  :  b'  ::  a  -\-  b  l  a  i 


d'où 


2ab 

l^'  =  —r-T  •  (6) 


—  Î59  ~ 

Les  relations  (5)  el  (6)  permettront  de  calculer  facilement 
les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits 
de  12 ,  24  ,  48 ,  96 ,  etc.  côtés,  en  partant  des  périmètres  des 
hexagones  inscrit  et  circonscrit  au  cercle  dont  le  diamètre 
est  1 ,  qu'on  trouve  immédiatement.  Par  suite  on  trouvera, 
à  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  voudra ,  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité ,  c'est- 
à-dire  le  nombre  -k. 

On  peut,  du  reste,  déterminer  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  opérations  qu'on  devra  faire  pour  obtenir  une 

approximation  demandée. 

1 

Pour  cela ,  nous  allons  prouver  que  b' —  a'  <Zj  {b  —  a). 

4 

On  a  b"-  a''  =  b"-  ab'  =  b'{h'-  a). 

D'ailleurs , 

2ab  ab  —  a^        a{b  —  a) 

a-\-  b  a-{'  b  a-\-b    ' 

Donc 

,„___    ,.,_ab'{b-^a)  a'\b  -a) 

^    -      a  +  b       ^       a  +  b    ' 
d'où  l'on  tire  : 

a'  a' 

^'—«'=-77-7,   •  — T—Ab  —  a). 
a-j-  o        a  -\-  b 

a'  1 

Or  -~~-,  <  -  ,  puisque  b'  >  a'. 

a-\-  b        2 

De  plus ,    b^  b\    donc    a  -{-  b  ";;>  a  -\-  b'  ;   par   suite 

a~[-  b       a  -\-  b'         ,.      .     ,   a  -\-  b        .  y——, 

— 3—  >  — 5 —  »  et  a  fortiori  — ^ —  ^  y  ab  ,   puisque  la 

moyenne  arithmétique  entre  deux  quantités  est  plus  grande 
que  la  moyenne  géométrique  entre  ces  mêmes  quantités. 

On  a  donc,   puisque    a!  =^V  ab' ,     -~—^  a' ,     d  où 

a'  1    , 

«<  -.  Il  résulte  de  là  que 


a+b    ^2 

6'— rt'<-  {b—a). 
4 
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1 

On  trouverait  de  m^^rae  b"  —  a"  <  -  (b'—  a')  et  à  fortiori 

4 

<^_(<^  — a).  Donc,  en  général,  en  appelant  n  le  nombre 

4 

de  fois  que  les  formules  (5)  et  (6)  auront  été  employées, 

Il  est  clair  maintenant  que  si  l'on  veut  obtenir  le  nombre  r 
à  moins  de  — ^  près ,  il  suffira  de  déterminer  pour  n  un 
nombre  tel  qu'on  ait  : 

d'où  l'on  pourra  tirer  n  par  tâtonnement  au  moyen  des  loga- 
rithmes. En  prenant  les  logarithmes ,  il  vient  : 

m4-log(^  —  'ï)  <^  rtlog4  ; 

d'où 

r=  m-\-\os(b  —  a) 
n        ! 2 

>  log4 

qui  donne  la  limite  cherchée. 

Le  nombre  des  côtés  des  polygones  dont  ^  et  6  sont  les  pé- 
rimètres dans  l'application  numérique  étant  6  ;  celui  des  po- 
lygones dont  les  périmètres  sont  a'  ei  b'esi  6.2;  celui  des 
suivants  est  6.2%  et  ainsi  de  suite.  Donc, en  général ,  celui  des 
polygones  dont  a^  et  b^  sont  les  périmètres  sera  6.2"=  N  , 
formule  qui  fera  connaître  le  nombre  N  des  côtés  des  deux 
derniers  polygones  auxquels  il  faudra  s'arrêter. 

Note.  Voir  pour  le  calcul  de  r.  une  note  de  M.  Finck 
[Gèom.,  p.  292,  3«édit.). 
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THÉORIE   DU   CALCUL   ELEMENTAIRE. 

PAR  ra.   AMPÈRE.   (Œuvre  posthume.) 

(Suite,  voir  p.  109.) 


16.  Lorsque  les  deux  grandeurs  qu'il  s'agit  de  comparer 
sont  à  portée  de  l'être  immédiatement,  on  obtient  facilement 
le  nombre  cherché ,  par  une  opération  très-simple,  et  qui 
consiste  dans  ce  qu'on  appelle  mesurer  ;  nous  en  parlerons 
en  son  lieu  avec  tout  le  délai!  nécessaire  : 

17.  Mais  si  cette  comparaison  ne  peut  s'exécuter  de  cette 
manière,  nous  pouvons  sans  la  faire,  en  obtenir  le  résultai, 
en  partant  des  relations  qai  se  trouvent  entre  les  diverses 
grandeurs  qui  existent  dans  un  même  objet,  ou  dans  des 
objets  différents  mais  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque ;  c'est  alors  que  le  but  qu'on  se  propose  ne  peut  être 
atteint  que  par  des  combinaisons  d'idées  qui  surpasseraient 
le  plus  souvent  toutes  les  forces  de  notre  esprit,  sans  le 
secours  des  signes  dont  nous  avons  déjà  parlé,  et  pour  les- 
quelles on  est  obligé  assez  fréquemment  d'avoir  recours  à 
toutes  les  ressources  du  calcul. 

18.  Ilfautéclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  des  relations 
qui  existent  entre  les  diverses  grandeurs,  d'un  même  ou  de 
différents  objets.  Le  calcul  élémentaire  s'occupe  des  plus 
simples;  le  calcul  supérieur  les  combine  d'une  manière  par- 
ticulière qui  comprend  tout  ce  qui  dépend  de  ces  sortes  de 
relations,  et  complète  ainsi  le  calcul  él  mentaire  j  enfin  le 
calcul  supérieur  est  entièrement  fondé  sur  des  considérations 
qui  semblent  au  premier  coup  d'œil  entièrement  différentes , 
mais  qui  ne  le  paraissent  plus  autant  à  mesure  qu'elles  sont 

Anm.  DR  Matiiim.  IV.  12 
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mieux  connues  ;  nous  renverrons  encore  ici  à  la  lecture  de 
l'ouvrage  entier,  pour  éclaircir  ce  que  ces  notions  peuvent 
avoir  d'obscur ,  et  pour  développer  convenablement  la  diffé- 
rence qu'on  observe  entre  le  calcul  analytique,  et  le  calcul 
synthétique,  dont  la  distinction  est  facile  à  établir  dans 
chaque  sorte  de  calcul  (*). 

20.  La  plus  simple  des  comparaisons  que  nous  pouvons 
faire  entre  deux  grandeurs ,  nous  donne  l'idée  du  premier 
des  nombres ,  désigné  par  le  mot  un  :  il  exprime  que  les 
deux  grandeurs  comparées  ont  précisément  la  même  valeur; 
ainsi  après  avoir  comparé  la  longueur  d'un  objet  à  celle 
qu'on  appelle  pied  ,  et  son  poids  à  la  livre,  si  on  a  trouvé 
précisément  la  même  valeur  à  ces  deux  longueurs  et  à  ces 
deux  poids,  on  exprimera  ce  résultat  en  disant  que  sa  lon- 
gueur est  d'un  pied ,  et  son  poids  d'une  livre,  où  ces  mots 
un,  une,  marquent  évidemment  le  jugement  que  nous  por- 
tons sur  la  manière  d'être  d'une  des  deux  grandeurs,  relati- 
vement à  l'autre. 

21.  Il  est  à  propos  d'observer  en  passant  que  deux  gran- 
deurs homogènes  de  même  valeur  portent  le  nom  d'égales , 
et  celui  d'inégales  quand  les  valeurs  en  sont  différentes. 

Deux  grandeurs  hétérogènes  ne  sont  évidemment  suscep- 
tibles d'être  inégales,  ni  égales.  Quand  deux  homogènes  sont 
inégales,  on  peut  toujours  les  ramener  à  l'égalité  en  dimi- 
nuant l'une  ou  en  augmentant  l'autre  convenablement, 
celle  qu'il  faut  augmenter  pour  cela  est  celle  qu'on  appelle 
la  plus  petite,  l'autre  est  la  plus  grande. 

22.  Quand  on  représente  les  grandeurs  par  les  différentes 
sortes  de  signes  dont  on  est  convenu  de  se  servir  pour  cela , 
et  que  nous  ferons  bientôt  connaître,  on  place  entre  elles  ce 
signe  =,  qui  se  prononce  e^a/e ,  pour  exprimer  qu'elles  sont 
égales,  et  quand  elles  sont  inégales ,  on  se  sert  d'un  de  ceux- 

i")  Le  s  19  manque.  Tm. 
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<;i  >►  ou  <;  dont  le  premier  signiQe  plus  grand    que ,  et  le 
second  plus  petit  que ,  en  ayant  soin  d'en  touraer  toujours  la 
pointe  du  côté  de  la  plus  petite  des  deux  grandeurs  (*). 

23.  L'idée  de  l'égalité  ne  peut    nous  donner  que  celle  du 
seul  nombre  un,  puisqu'elle  ne  peut  exister  que  d'une  seule 
manière ,  mais  rien  ne  peut  mettre  des  bornes  à  la  quantité 
des  nombres  qui  résultent  de  la  comparaison  de  deux  gran- 
deurs inégales,  parce  que  rien  ne  peut  en  mettre  aux  diverses 
sortes  d'inégalités  que  l'on  peut  concevoir.  On  n'a  d'abord 
eu  l'idée  que  d'une  seule  espèce  de  nombres  ;  les  différentes 
applications  qu'on  a  faite  des  procédés  du  calcul ,  à  la  déter- 
mination des  grandeurs ,  en  a  fait  découvrir  successivement 
trois  autres  (**).  On  ne  peut  avoir  aucun  doute  sur  l'ordre, 
dans  lequel  l'esprit  bumain  s'est  élevé  successivement  à  cette 
connaissance.  On  verra  dans  l'explication  que  nous  allons 
en  donner,  qu'aucune  des  trois  premières  espèces ,  les  seules 
qui  aient  été  connues  des  anciens,  n'a  pu  élre  inventée  que 
dans  l'ordre  où  nous  allons  les  présenter,  et  la  quatrième 
est  une  découverte  trop  récente  pour  que  nous  en  ignorions 
l'époque. 

24.  Il  est  certain  que  la  première  sorte  de  comparaison 
qui  ait  été  faite  entre  deux  grandeurs,  est  celle  d'une  quan- 
tité quelconque,  et  d'une  des  unités  qui  entraient  dans  sa 
composition,  c'est  cette  comparaison  qui  nous  a  donné  l'idée 
des  nombres  exprimés  par  ces  mots  deuv^  trois,  quatre,  ctc  , 
dont  la  signification  est  connue  de  tout  le  monde. 

25.  Cette  comparaison  offrant  des  plus  grands  avantages 

(*)  Noie  sur  les  inslruments,  compas,  balance,  elr.,  (jui  nous  servent  à  de- 
lerminer  régalité  ou  l'inégalilè  des  grandeurs,  el  dont  l'élève  doil  avoir  au 
moins  une  idée. 

(*")  On  pourrait  admettre  une  cinquième  espère ,  si  cet  assemblage  de  signes , 
auquel  on  a  donné  le  nom  de  (juanliiés  imaginaires,  repondait  à  une  idée  quel- 
conque, qu'on  pût  ranger  dans  la  classe  de  nos  idées  numériques  ;  il  me  parait 
que  tous  les  mathématiciens  sont  d'accord  pour  la  négaiive;  il  non  est  pas  de 
même  des  nombres  négatifs,  à  l'égard  desquels  je  renvoie  à  ce  que  j'en  dirai 
tout  à  l'heure. 
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aur  hommes  vivant  ou  société,  il  n'est  pas  étonnant  qu'elle 
leur  soit  bientôt  devenue  familière,  et  que  pour  en  exprimer 
toutes  les  circonstances,  ils  aient  donné  à  ces  sortes  de 
réunion ,  le  nom  de  quantités,  et  celui  d'unité  à  chacun  des 
objets  dont  elles  étaient  composées.  Ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  expliqué,  en  ramenant  ces  deux  mots  à  leur  signiGca- 
tion  primitive,  on  en  fait  encore  aujourd'hui  un  grand 
usage  dans  le  calcul ,  mais  de  nouvelles  idées  en  ont  bien 
altéré  la  signification,  comme  on  va  le  voir  dans  ce  qui  suit. 
11  est  probable  qu'il  en  a  été  de  même  du  mot  nombre;  il  ne 
s'appliquait  d'abord  qu'aux  seuls  entiers ,  mais  il  a  reçu  en 
même  temps  une  signification  de  plus  en  plus  étendue. 

{La  suite  prochainement.) 

ESSAI 

Sur  la  détermination  approximative  des  racines  imaginaires 
d'une  équation  algébrique  ou  transcendante. 

PAR  M,  OSSIABT  BOMriffET, 

répétiteur  à  l'École  polytechnique. 

I. 

Soit  une  équation 

dont  le  premier  membrey  (z)  représente  une  fonction  réelle 
ou  imaginaire,  algébrique  ou  transcendante  de  la  variable  z. 
Posons  : 

z  =x-{-y\/  —\  î 

la  détermination  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (1), 
se  ramènera  à  la  résolution  en  nombres  réels  des  deux  équa- 
tions simultanées  : 

P  =  0,       Q  =  0, 
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«3U  ce  qui  revient  au  même  en  considérant  x  et  y  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'an  point  variable  par  rapport 
à  deax  axes  déterminés,  à  la  recherche  des  points  communs 
aux  deux  courbes 

(2)  P  =  0,      Q  =  0. 

Pour  rappeler  cette  propriété  et  afin  de  simplifier  le  discours 
nous  conviendrons  d'appeler  j9om^s  racines  de  Féqualion  (1), 
les  points  d'intersection  des  deux  courbes  représentées  par 
les  équations  (2). 

Cela  posé,  supposons  que  par  le  théorème  de  M.  Cauchy, 
ou  par  tout  autre  moyen  ,  on  soit  parvenu  à  tracer  un  con- 
tour rectangulaire  ACBDA  comprenant  un  et  un  seul  point 
racine  M  de  l'équation  (1)  {fig.  A),  tous  les  points  de  ce 
contour  seront  en  quelque  sorte  des  positions  approchées 
du  point-racine  M ,  cl  il  ne  restera  plus  qu'à  déduire  des 
premières  positions  approchées  ainsi  obtenues  ,  d'autres 
positions  de  plus  en  plus  approchées ,  de  manière  à  avoir  la 
position  exacte  si  cela  est  possible,  ou  du  moins  une  position 
aussi  approchée  qu'on  le  jugera  nécessaire. 

C'est  ce  calcul  d'approximation  que  nous  nous  proposons 
de  développer,  nous  emploierons  la  méthode  de  Newton  qui 
est  la  plus  simple  et  la  plus  expéditive  ;  seulement  comme 
son  application  indéfiniment  prolongée ,  ne  conduirait  pas 
toujours  dans  le  cas  actuel  à  des  résultats  exacts ,  nous  la 
modifierons  un  peu;  il  nous  faudra  en  outre  remplir  plu- 
sieurs conditions  analogues  à  colles  que  Fourier  a  données 
dans  Vanalyse  des  équations  déterminées  pour  le  cas  des  ra- 
cines réelles  ("). 


(*)  M.  Cauchy  à  la  fin  de  ses  leçons  sur  le  calcul  diiTérentiel  s'esl  aussi  occupe 
de  la  rcclilicalion  de  la  niclhode  de  Newton  applicjui'e  aux  racines  iniaginaircs; 
mais  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  sont  en  tout  diilcrenls  des  nôircA. 
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II, 

Commençons  par  énoncer  les  conciliions  dont  il  s'agit,  en 
prouvant  la  possibilité  de  satisfaire  à  chacune  d'elles. 

«  Pour  pouvoir  procéder  avec  certitude  à  l'approxima- 
))  tion  ,  il  suffit  que  l'une  des  deux  courbes  représentées  par 
»  les  équations  P  =  c,  Q  =  c'  où  c  eic'  sont  des  constantes 
»  quelconques,  ne  présente  dans  l'intérieur  du  contour 
»  ABCDA  (flg.  A),  ni  points  singuliers,  ni  en  même  temps 
»  une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x  et  une  tangente  pa- 
»  rallèlc  à  l'axe  des^'.  » 

Il  est  clair  que  ces  deux  conditions  peuvent  toujours  être 
remplies ,  à  moins  que  le  point  racine  M  ne  soit  lui-même 
un  point  singulier  des  deux  courbes  P  =  0,  Q  =  0. 

Or  je  dis  d'abord  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  le 
point  racine  M  ne  soit  ni  pour  l'une  ni  pour  l'autre  des  deux 
courbes  P=:0,  Q=0,  un  point  isolé,  d'arrêt,  multiple, 
de  rebroussement.  En  effet,  si  le  point  M  était  un  de  ces 
points  singuliers  pour  la  courbe  P=0  par  exemple,  ont 
aurait  en  ce  point  : 


dx 

dP 
dy-'^ 

mais  de  légalité 

f(^+y\/-i) 

=:P  +  QV/— 1. 

Oî)  tire  aisément  . 

dP 

dq 

dy 

dx^ 

on  aurait  donc  : 

^P 
dx-'^ 

dQ 

et  alors  le  point  M  serait  non-seulement  point  ratine  de  ïé 
qualion  (1)  mais  encore  de  Icquation  dérivée 
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Ce  que  l'on  peut  toujours  ne  pas  supposer,  car  dans  ce  cas 

le  point  racine  M  se  détermine  en  résolvant  une  équation 

plus  simple  que  l'équation  (1),  et  dont  le  premier  membre 

est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre/(z)  et/''(2),  quand 

du  moins /(z)  est  algébrique. 

On  voit  en  même  temps  qu'en  resserrant  suffisamment  le 

,      ,  .       dP  dP 

contour  ABCDA  ,  lune  des  deux  équations  —  =0,   —==0, 

finira  par  ne  plus  avoir  de  solutions  dans  ce  contour,  alors 
la  courbe  P  =  c  ,  et  par  conséquent  la  courbe  Q  =  c\  ne 
présentera  plus  de  tangentes  parallèles  à  l'un  des  axes. 

Je  dis  en  second  lieu  que  l'on  peut  supposer  que  le  point 
M  ne  soit  pas  un  point  d'inflexion  de  l'une  des  courbes 
P  =0 ,  Q  =  0.  En  effet,  si  ce  point  était  en  même  temps  un 
point  d'inflexion  des  deux  courbes  P  =  0,  Q  =0;  on  aurait 
pour  ce  point . 

d'P  fdPy  d'P    dP  dP       d'P  fdPy     ^ 

—  )    —  2 1 (  —     =  0  , 

dx^   \dy J  dxdy  dx   dy        dy"^  \dx/ 

et 

dx'   \dy)        '^  dxdy  dx   dy  "^  dy'    \dyj 
mais  de  l'égalité 

/U  +y  \/-t)  =  P+  Q  V/:=T, 


on  déduit 


dP  _dQ  dP  _  _dQ 

dx         dy  dy  dx 


d'P         d'Q  d'P  d'P         d'()  d'Q 


dx^        dxdy  dy'  *  dxdy        dy^  dx 

les  premières  égalités  reviennent  donc  à  : 

d'P  ^ /dpy     fdvy]        d'p  dP  dp 

dx^\  \dyl  \dxj    )  dxdy  dx    dy'' 

d'P    [  /^Y  ^  /dVy  \  ^^i£P  dP  dF 

dxdy  ]   \dy/         \dxj    j  "  dx'  dx  dy  ' 


ms 


d'où  Ion  tin» 


si  Ton  n'a  pas 


d'où  CDfin 


dP_  dP_ 

dx        dy 


d'P  d'V         d'Q 


dx^         dxdy         dx^ 

(0 qu'on  peut  ne  pas  supposer,  car  alors  le  point  M  ost  point 
racine  de  i  équation 

et  peut  être  déterminé  en  résolvant  une  équation  plus  sim- 
ple que  l'équation  (1),  et  dont  on  obtient  le  premier  mem- 
bre en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre/' (z) 
et/"  (s). 

Rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  établi 
plus  haut ,  il  est  facile  de  conclure  ,  comme  nous  voulions  le 
démontrer,  que  l'on  peut  toujours  supposer  le  contour  assez 
petit  pour  que  l'une  des  deux  courbes  P  =  6- ,  Q  =  c'  n'ait 
dans  l'intérieur  de  ce  contour  ni  points  singuliers ,  ni  en 
même  temps  une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  une  tan- 
gente parallèle  à  l'axe  des  r.  Remarquons  en  outre  que 
celle  des  deux  courbes  qui  remplira  ces  conditions,  et  que 
nous  supposerons  toujours,  dans  ce  qui  va  suivre,  être 
P  =  c,  ne  présentera  d'un  certain  côté  de  Q  =  0  ni  tan- 
gente parallèle  à  l'axe  des  x ,  ni  tangente  parallèle  à  l'axe 
des  j^  ;  ce  côté  pouvant  d'ailleurs  être  le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  c,  si  le  contour  est  suffisamment  petit.  Cette 
dernière  propriété  résulte  de  ce  que  la  courbe  P  =  c  ne  peut 
avoir  deux  tangentes  parallèles  à  l'un  des  axes,  sans  avoir 
en  même  temps  ou  une  tangente  parallèle  à  l'autre  axe ,  ou 
un  point  d  inflexion. 
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III 


Les  conditions  précédentes  étant  remplies  ,  on  peut  pro- 
céder au  calcul  du  point- racine.  Il  faut  avoir  soin  seulement 
de  partir  d'une  position  approchée  convenablement  placée. 

«  Il  suffit  que  le  point  m  (fig.  B),  qui  correspond  à  cette 
»  position  approchée,  soit  situé  dans  la  concavité  de  la 
»  courbe  P  =  0  et  du  côté  de  la  courbe  Q  =  0 ,  où  les 
»  courbes  P  =  c  n'ont  ni  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  r , 
»  ni  tangentes  parallèles  à  l'axe  desjr  ;  de  plus ,  que  ce  point 
)•  m  soit  tel  que  toutes  les  courbes  représentées  par  l'équa- 
»  tion  P  =  cQ ,  c  étant  une  constante ,  depuis  EMF  qui 
»»  correspond  à  ^  =  0  jusqu'à  m'SlW  qui  passe  par  le  point  m, 
»  n'aient  du  côté  de  la  courbe  Q  =  0 ,  où  se  trouve  le  point 
»  m,  ni  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  x,  ni  tangentes  pa- 
»  rallèles  à  l'axe  desjv ,  et  que  toutes  les  tangentes  de  ces 
»•  courbes  qui  correspondent  à  des  points  situés  du  même 
»  côté ,  allant  rencontrer  la  courbe  Q  =  0  avant  leur  sortie 
»  du  contour,  lassent  avec  les  courbes  P=c  ,  comprises  dans 
»  ce  contour,  des  angles  plus  petits  que  la  moitié  du  plus  pe- 
»  tit  de  ceux  que  forment ,  avec  la  courbe  P  =  0 ,  celles  des 
M  courbes  représentées  par  l'équation  P  =  c  Q  -|-  c, ,  qui  ont 
»  des  points  d'inflexion  dans  le  contour.  » 

Il  est  évident,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  au- 
cun détail ,  que  ces  nouvelles  conditions  peuvent  toujours 
être  remplies,  en  prenant  le  contour  suffisamment  petit  et  le 
point  m  suffisamment  près  de  P  =  0  ,  et  d'un  côté  conve- 
nable de  Q  =  0. 

IV. 

Les  courbes  comprises  dans  l'équation  P  =  rQ  et  dans 
1  équation  P  =  cQ  -(-  r?, ,  dont  il  a  été  question  dans  le  para- 
graphe préccdenl,  devant  jouer,  dans  ce  qui  va  suivre,  un 
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très -grand  rùle,  je  ferai  remarquer  dès  à  présent  deux  de 
leurs  propriétés.  Les  premières  courbes  passent  par  les  points 
communs  aux  deux  courbes  P  =  0  ,  Q  =  0  ;  et  les  pre- 
mières, comme  les  secondes,  coupent  sous  des  angles  con- 
stants ayant  pour  tangentes  zLc  toutes  les  courbes  P  =  c' 

1 

et  sous  des  angles  constants  ayant  pour  tangentes  db  -  toutes 

les  courbes  Q  ■=  c".  Ces  deux  propriétés  sont  trop  simples 
pour  que  nous  nous  arrêtions  à  les  démontrer. 


Revenons  maintenant  au  calcul  du  point-racine  M. 

Soient  a,  b  les  coordonnées  de  ce  point ,  «  ,  P  celles  du 
point  m,  qui  représente  la  première  position  approchée  ,  et 
pcosO,  p  si  n  9  les  différences  a  — a,  b — 13 ,  de  telle  sorte 
que  p  soit  la  distance  des  deux  points  m  et  M  ,  et  0  l'angle 
positif  que  la  droite  mM  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
des  X  ; 

Nous  aurons  d'abord  : 

/(:k  4-  P  COS  9  ,  ((3  +  p  Sin  6)  \/^)  =  0  ; 

d'où,  en  posant  : 

/(a  +  P  cosô ,  (P +p  sin  6)  y~~i) = <p  (p)  +  •]>  (p)  v/=rr; 

il  vient  : 

cp(p)=0,       ^(p)=:0, 
ou    : 

?  (0)  + .'  (c-,  p)  p=:  0 ,    -^  (0)  +  -y  (e,,  p) p  =  0 , 

c  et  £,  étant  deux  nombres  indéterminés  compris  entre  0  et  1 . 
Posons ,  conformément  à  la  méthode  de  Newton  : 

les  deux  dernières  équations  deviendront  : 

?(0)  +  ?'(0)  p=o,    ^!;(0)-^V(0)p:^o, 
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d'où  : 

f(0)_^(0)  <p(0)  -MO) 

9    (0)         ^î'    (0)  ti>  (0)  ^{^    (0) 

équations  qui  font  successivement  connaître  0  et  p. 

Examinons  si  ces  valeurs  conduisent  à  une  position  du 
point-racine  plus  approchée  que  celle  d'où  l'on  est  parti. 

VI. 

Mettons  d'abord  les  équations  (3)  sous  une  autre  forme. 
Reprenons  l'égalité  : 

et  posons  en  outre  : 

/(«+|3V/^)=/(a,P)+/,(a,    p)\/ZT=A+BV/^' 

nous  aurons  évidemment  : 

?(p)  =  /x(^  +  pco&0,  p4_psine), 
^{p)=/a(=^  +  pcosO,  p-f  psine), 

, ,  ^      ^./;(a4-pCOs6,  S+psinO)       ^     d  /.(a+pcosO,  S+psinO)  .   ^ 
^  W=      ^.(a+pœse)       ^"^^+    '  ^(P+psine)        ^^"^- 
.,     ^^/.(g+pcosQ,  P+psinQ)  r//,(a+pcose,p4-psi.ie)^.^^ 

"^  ^^^  6/(a4-pcose)  ^(p  +  psinO)  ' 

d'où 

^A  dA  ,  dB  dlà   .    ^ 

^'(0)  =  -—  cos  0  +  --  sin  e  ,     f  (0)  =  -r  ^'os  e  -f-  — ;  sin  6  ; 
dct.  a.3  dx  dp 

les  équations  (3)  reviennent  donc  à 

(4) 


dk  ,    dA    .  d\^  dW   .      ' 

__cosG  +  _sm6        _-cos6+-s.n0 

^'^     ^==^A       ""^A.         ^"    '^^rTÏÏ— T— 
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VU. 

Nous  tirons  maintenant  de  l'équation  (4)  : 
/,  dB      _^A\  f  ^  dB      ^dA\ 


d'où 


d'où 


—7—  cos  0  -A —-  sin  ô  =  0 , 

rtjc  d^ 


B 


tang  e  =  — 


^B 


Telle  est  la  valeur  de  e  ;  on  peut  donner  à  cetle  valeur  une 
interprétation  géométrique  assez  remarquable.  «  Elle  est 
»  égale  à  l'un  des  deux  angles  positifs  que  fait  avec  la  partie 
»  positive  de  l'axe  des  x,  la  tangente  menée  par  le  point  (a,f  ), 
»  à  la  courbe  dont  l'équation  est 

q=B      ""       *==B^" 

11  est  clair  d'ailleurs  que  de  ces  deux  angles  positifs,  on 
doit  prendre  celui  que  fait  avec  la  partie  positive  de  Taxe 
des X,  la  portion  de  la  tangente  dont  il  s'agit,  qui,  parcourue 
en  partant  du  point  m  y  tend  à  s'approcher  du  point  M  ;  nous 
avertissons  une  fois  pour  toutes,  que  dans  ce  qui  va  suivre 
nous  représenterons  toujours  ce  dernier  angle  par  0. 

YlII. 

Occupons-nous  en  second  lieu  de  la  valeur  approchée  de  p 
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^=dÂ -JT—  ''^• 

-,- cos  9  4- -7;:>  sinO 
dcx.  dp 

Nous  devrions  d'abord  nous  demander  si  cette  valeur  est 
positive  comme  la  valeur  exacte  ;  mais  pour  ne  pas  entraver 
notre  marche,  nous  supposerons  qu'il  en  soit  ainsi,  nous 
reviendrons  dans  la  suite  sur  ce  point  important. 

Appelons  <p,  celui  des  deux  angles  positifs  que  fait  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x,  la  tangente  au  point  a:  =  a, 
^^  =  p  de  la  courbe  P  =  A  ,  pour  lequel  sin  (9  —  <p,)  est  posi- 
tif j  la  valeur  de  p  écrite  ci-dessus  deviendra 


P  = 


V/CSJ+C^J""*'-^'' 


le  signe  =b  étant  celui  de  A,  afin  que  le  second  membre  soit 
positif.  Pour  savoir  maintenant  si  le  point  qui  correspond  à 
la  seconde  position  approchée  est,  comme  celui  d'où  l'on  est 
parti ,  situé  dans  la  concavité  de  la  courbe  P  =  0 ,  voyons  si 
la  valeur  approchée  de  p  est  plus  petite  que  la  partie  mm,, 

{fig.  B)  de  la  tangente  à  la  courbe  P=      Q,  menée  par  le 

point  j:  =  a,  ^  =  (3 ,  et  comprise  entre  ce  point  et  la  courbe 
P  =  0.  (La  suite  prochainement.) 


SUR  LA  DIVISIBILITE  DES  NOMBRES 

PAR  M.  ABEI.  TRAKTSON  , 

répétiteur  d'analyse  à  l'École  polytechnique. 


L'ingénieuse  méthode  donnée  par  M.O.  R.  (p.  81,  t.  IV), 


(*)  Dans  le  second  membre  de  cette  eKalité,  0  a  la  signiticalion  que  nou^  lui 
avons  donnée  à  la  fin  du  i  précédent. 
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pour  yéririer  certains  diviseurs,  est  susceptible  d'extension 

comme  il  suit. 

«  Soit  A  un  nombre  D  composé  du  p  -\-i  tranches  de  a 

»  chiffres,  n  un  facteur  quelconque  par  lequel  on  multiplie 

»  la  première  tranche  à  droite-,  si  on  ajoute  à  ce  produit  la 

»  tranche  suivante.,  si  on  multiplie  ce  résultat  par  /i,  qu'on 

»  ajoute  à  ce  second  produit  la    troisième  tranche  ;  qu'on 

»  répète  la  même  opération   jusqu'à  la  dernière  tranche  à 

»  gauche-,  et  qu'on  désigne  par  R,  le  dernier  résultat  de  ces 

»  opérations,  la  divisibilité  de  A  par  un  diviseur  quelconque 

»  de  \(f.n~\  dépendra  de  R. 

»  Si ,  au  lieu  de  procéder  uniquement  par  addition,  etc., 
»  la  divisibilité  du  dernier  résultat  obtenu  R,  par  un  di- 
»  viseur  de  10*. /z  +  1,  sera  la  même  que  celle  de  A.  » 

Au  moyen  de  cette  extension ,  on  pourra  vérifier  certains 
diviseurs  par  un  calcul  plus  simple  que  si  on  s'en  tenait  à 
la  distinction  du  nombre  en  tranches  d'un  seul  chiffre.  Pour 
en  donner  une  idée,  je  supposerai  seulement  qu'on  adopte 
la  division  en  tranches  de  deux  chiffres  ;  alors  on  pourra 
vérifier  par 

n  -=  I  les  nombres  3  el  il,  diviseurs  de  loo.n— i  et  loi,  diviseur  de  I00n  +  i, 
n-=-i                          199  3,67 

n-=3  13,23  7,43 

n  =  4  3,7,19  401 

n  =  5  499  3,167 

Si  on  se  bornait  à  la  division  en  tranches  d'un  seul  chiffre 
il  faudrait  adopter  le  multiplicateur  7  pour  vériûer  Je  di- 
viseur 23  ;  etc. 
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NOTE 

sur  les  Polygones  réguliers  inscriptihles , 

PAR  MA.  VACHETTE, 

licencié  es  sciences. 


On  sait  dans  les  éléments ,  inscrire  les  polygones  réguliers 
dont  les  nombres  de  côtés  sont  représentés  par  les  trois 
formules 

T,     3.2«',     5.2*»". 

Correspondant  à  des  arcs  qui  sont  des  fractions  de  la  circon- 
férence représentées  par 

1  1  1 


â**  '       3.2**'  '       5.2**  '  ' 

et  Ton  obtient  une  quatrième  classe  d'arcs  sous-tendant  les 
côtés  d'une  classe  correspondante  de  polygones  réguliers, 
représentée  par 

i 


tn    1 


3.5.2*» 

i  1  1  1 

en  faisant  une  soustraction ,   ou de  deux 

6        10'  2.3       2.5 

arcs  choisisconvenablement  dans  les  trois  premières  formules. 

Ne  pourrait-on  pas ,  par  une  opération  analogue  effectuée 

sur  les   arcs  compris  dans  les  quatre  formules  que  nous 

avons  citées,  tomber  sur   une  nouvelle  formule,  sur  une 

nouvelle  série  de  polygones  ne  rentrant  pas  dans  ceux  que 

déjà  l'on  sait  inscrire?  11  est  évident  d'avance  que  le  résultat 
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ne  donnera  rien  de  nouveau,  car  on  aurait  signalé  cette  re 
marque  si  simple  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires ,  en 
raison  de  son  importance  :  mais  deux  mots  sufïisenl  pour 
démontrer  l'inutilité  de  cette  espèce  déconsidération,  dans 
la  recherche  qui  nous  occupe. 

En  généralisant,  il  suffit  d'examiner  si  la  somme  algé- 
brique : 

.11.1.  1 


3.2*»'        5.2»»'         3.5.2« 


m 


donnera  un  arc ,  qui  soit  ou  une  partie  aliquote  de  la  circon- 
férence encore  inconnue,  ou  un  multiple  d'une  partie  ali- 
quote inconnue.  Or,  en  réduisant  au  plus  petit  dénominateur 
commun,  et  faisant  la  somme,  on  aura  un  certain  numéra- 
teur et  un  dénominateur  qui  ne  contiendra  pour  facteurs 
premiers  que  3  et  5  à  la  première  puissance ,  et  2  à  une  cer- 
taine puissance  ;  la  fraction  sera  de  la  forme 

JV 
3^572" 

et  en  la  réduisant  à  la  plus  simple  expression,  comme  on 
ne  pourra  que  supprimer  des  facteurs  au  dénominateur, 
sans  en  introduire  de  nouveau,  on  n'aura  ainsi  qu'un  arc 
multiple  de  l'un  des  arcs  compris  dans  les  quatre  grandes 
classes  que  nous  avons  citées. 

Cette  opération  n'est  inutile  que  par  la  nature  de  ces 
quatre  classes  d'arcs.  En  effet,  on  sait  que  les  beaux  travaux 
de  M.  Gaussont  permis  la  division  de  la  circonférence  en  17 
parties  égales ,  et  plus  généralement  en  un  nombre  de  parties 
égales  représenté  par  S*"  + 1 ,  si  2*  +  1  ^st  un  nombre  pre- 
mier, sans  se  servir  d'autres  instruments  que  de  la  régie  et 
du  compas.  Or  prenons  : 

3       10        1  .    .,  1 

=  —  ;     amsi  on  aurait  1  arc    --  ; 

5        17       85  85 
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tel  on  saura  construire  l'arc  du  polygone  de  85  côtés.  On  en 
trouverait  d'autres  par  le  même  moyen  ;  mais  ce  qu'on  peut 
affirmer,  c'est  que  jamais  on  ne  tombera,  par  une  telle  opéra- 

1      1 
tion,  sur  un  arc  tel  que  -,  — ,7,  11....  étant  des  nombres 

7     11 

premiers  qui  n'entrent  pas  dans  les  dénominateurs  des  arcs 

que  Ton  a  déjà  trouvés.   La  possibilité  de  tomber  sur  un 

nouvel  arc  tient  à  la  nature  particulière  de  la  grande  classe 

des  arcs  de  M.  Gauss, 

1 

Note.  Parla  théorie  des  nombres^  l'immortel  Gauss  nous 
a  appris  à  construire  géométriquement  l'arc      (i)nj_^    i  '«^ 

est  un  nombre  impair  quelconque  ;  p  un  nombre  entier 
quelconque  ;  et  n  un  nombre  tel  que  2'^-\-\  soit  un  nombre 
premier.  Or,  de  quelque  manière  qu'on  combine  par  voie 
d'addition  ou  de  soustraction  de  telles  fractions,  on  a  toujours 

k'TZ 

pour  résultat  une  fraction  de  la  forme  -pp,  où  P  représente 

le  produit  de  nombres  premiers  chacun  de  la  forme  2"  +  1 
(t.  III ,  47,  Lemme);  ce  sont  donc  les  seuls  arcs  qu'on  puisse 
construire;  ce  qui  exclut  7,11,13,  etc.,  et  avant  celle  dé- 
couverte, on  ne  savait  construire  que  les  trois  cas  /i  =-0, 
71  =:i  ^  n  =  2. 

On  voit  donc  que  la  possibilité  de  diviser  la  circonférence 
en  parties  égales  tient  encore  à  ce  qu'on  peut  toujours  sa- 
tisfaire en  nombres  entiers  à  l'équation  ax  —  /;/  =:  1 , 
lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  ;  il  existe  une  liaison 
singulière  qu'on  rencontre  partout,  entre  les  propriétés  des 
nombres  premiers  et  celles  de  la  circonférence.  Tm. 


Ann.  t)E  Matiiém.  IV.  *  «^ 
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DEMONSTRATION 

Du  théorème  de  M.  Chaules  sur  les  tangentes  parallèles  et  les 
plans  tangents  parallèles  ;  points  de  moyenne  distance. 

(Fin,  voir  page  153.) 


IX.  Soit  une  ligne  plane  du  degré  m  et  une  droite  située 
dans  son  plan;  d'un  point  P  pris  sur  la  droite,  on  peut 
concevoir  qu'on  ait  mené  m  {m —  1)  tangentes  à  la  ligne  de 
degré  m  ;  soit  C  le  point  de  moyenne  distance  des  m  (m —  1) 
points  de  contact;  en  faisant  varier  le  point  P  sur  la  droite, 
le  lieu  géométrique  du  point  C  décrit  une  ligne  qui  passe  par 
le  point  de  moyenne  distance  des  tangentes  parallèles  ;  car  on 
peut  supposer  le  point  P  transporté  à  l'infini.  Lorsque  la 
droite  entière  se  transporte  à  l'infini ,  la  ligne  des  points  G 
se  réduit  à  un  point  unique. 

Si  m  =  2 ,  le  lieu  du  point  C  est  encore  une  conique  sem- 
blable à  la  conique  donnée  et  passant  par  son  centre. 

X.  Lemme.  Étant  données  n  circonférences  situées  dans  un 
même  plan  ;  menons  dans  chaque  circonférence ,  un  rayon 
parallèle  à  une  droite  variable  de  direction  ;  le  lieu  géomé- 
trique du  point  de  moyenne  distance  des  extrémités  des  n 
rayons  est  une  circonférence ,  ayant  pour  centre  le  point  de 
moyenne  distance  des  ti  centres ,  et  pour  rayon  la  somme 
algébrique  des  rayons  divisée  par  n  ;  donnant  le  même  signe 
aux  rayons  dirigés  dans  le  même  sens  et  le  signe  opposé  aux 
rayons  dirigés  dans  le  sens  opposé. 

Démonstration.  Si  la  proposition  est  vraie  pour  n  circon- 
férences ,  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle  a  lieu  aussi  pour 
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71  -\- 1  circonférences  ;  or  elle  est  évidente  pour  deux  cir- 
conférences, donc.  .. 

Corollaire.  Si  la  somnae  algébrique  des  rayons  est  nulle, 
le  point  de  moyenne  distance  reste  fixe,  et  vice  versa. 

XI.  Théorème.  Dans  une  ligne  plane  de  degré  m,  la  somnae 
algébrique  des  m  [m —  1)  rayons  de  courbure  correspondant 
aux  m[m  —  1)  points  de  contact  de  tangentes  parallèles ,  est 
nulle. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  de 
M.  Chasles ,  et  du  lemrae  précédent.  Car  le  cercle  de  cour- 
bure a  deux  tangentes  infiniment  rapprochées,  en  commun 
avec  la  courbe. 

Corollaire.  R  étant  le  rayon  de  courbure,  les  axes  étant  rec- 

/      ^y\i-  /dy\" 

tangulaires,  on  a  R=  (  1  -f-  -j—^  I     (  j— ^  1     ;  or  aux  m{ni — 1  ) 

points  de  contact  des  tangentes  parallèles,  le  facteur  (l+j-, 

est  une  quantité  constante ,  la  somme  des  m  {m  —  1)  rayons 

/d\\~' 
de  courbure  est  nulle  ;  donc  aussi  la  somme  des  (  — -.  j    est 

nulle. 

XII.  Théorème.  Dans  une  courbe  plane  de  degré  m ,  si  à 
partir  de  chacun  des  m{m  —  \)  points  de  contact  des  tan- 
gentes p&rallèles ,  on  porte  sur  la  normale  correspondante , 
et  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  p  fois  le  rayon  de 
courbure  5  p  étant  un  nombre  positif,  on  obtient  în[m —  1) 
points,  extrémités  de  ces  normales  ;  leur  point  de  moyenne 
distance  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact. 

Démonstration.  Soit  x'  l'abscisse  du  point  de  contact 
(axes  rectangulaires) ,  R  le  rayon  de  courbure  ;  X  l'abscisse 
de  l'extrémité  de  la  longueur /7R  portée  sur  la  normale,  on 

aX— x=/7l1  +  -j--;  j  I    -—  I    ;  la  somme  des  tu{m — l  ) 

valeurs  du  second  membre  est  nulle  ;  donc  la  somme  des 
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m  [m  —  \)  valeurs  de  X  est  égale  à  la  somme  de  m  [m  —  i) 
valeurs  de  x'  ;  il  en  est  de  même  pour  les  ordonnées , 
donc,  etc.... 

Corollaire.  Faisant /7=lj  on  voit  que  le  point  de  moyenne 
distance  des  m(m— 1)  cenlres  de  courbure,  est  le  même  que 
celui  des  points  de  contact;  propriété  siçnalée  par  M.  Du- 
hamel et  dont  le  théorème  précédent  n'est  que  la  générali- 
sation. 

Observation.  Ce  théorème  subsiste  même  pour  des  droites 
menées  par  les  points  de  contact  sous  une  direction  donnée. 

XIII.  Le  lemme  X  est  un  cas  particulier  de  cette  propo- 
sition de  mécanique.  Soient  un  nombre  quelconque  de  cir- 
conférences situées  dans  le  même  plan,  que  chacune  soit 
parcourue  par  un  point  matériel,  avec  une  vitesse  uniforme 
représentée  respectivement  par  le  rayon  du  cercle,  le  centre 
de  gravité  de  ces  points  décrit  une  circonférence,  avec  une 
vitesse  uniforme  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  vitesses 
simultanées,  divisée  par  le  nombre  des  points  matériels;  cette 
résultante  transportée  à  un  centre  de  gravité  est  une  tan- 
gente à  la  circonférence  décrite  par  ce  point,  et  le  rayon  est 
égal  à  la  résultante  divisée.  Pour  trouver  la  position  de  la 
circonférence  relativement  à  la  tangente,  il  suffit  de  trans- 
porter au  centre  de  gravité,  les  rayons  simultanés  ^  et  les 
considérant  comme  des  forces,  la  résultante  donne  la  direc- 
tion du  rayon  de  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de 
gravité. 

Cette  proposition  est  fondée  sur  ce  que  le  centre  de  gra- 
vité se  meut  à  chaque  instant  comme  si  toutes  ces  forces  y 
étaient  appliquées ,  et  ces  forces  sont  représentées  par  les 
rayons  des  cercles   (II ,  241). 

M.  Ossian  Bonnet  m'a  fait  remarquer  que  cette  proposi- 
tion n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
d'Eulcr.  On  sait  qu'un  point  matériel ,  soumis  à  une  force 
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altraclive  dirigée  vers  un  poiut  flxe  en  raison  directe  de  la 
distance  et  ayant  reçu  une  impulsion  primitive,  non  dirigée 
vers  celte  distance,  un  tel  point  décrit  une  ellipse;  si  plu- 
sieurs ellipses  sont  décrites  de  cette  manière ,  le  centre  de 
gravité  de  ces  points  décrit  aussi  une  ellipse.  C'est  le  théo- 
rème d'Euler. 

Xïy.  Problème.  Etant  donnée  une  ligne  de  degré  m,  trouver 
l'équation  d'une  seconde  courbe  telle  que  si  par  un  quel- 
conque de  ses  points,  on  mène  m  {m — 1)  tangentes  à  la 
première  courbe ,  il  y  en  ait  au  moins  deux  qui  fassent  entre 
elles  un  angle  donné. 

Solution.  Soit  F  (x,  j)  =  0  ,  l'équation  de  la  première 
courbe,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires;  x'\  y\  x\  y'\ 
«tant  les  coordonnées  de  deux  points  de  cette  courbe,  on  a 
les  équations 

F(j:',j.')=:0,       (1);  F(:f",y')  =  0,       (2). 

Les  équations  des  tangentes  qui  passent  par  ces  points  sont 

r-y=  %  i^'-^-')  ,     (3)  ;    y-y'=f^j,{jc^:i'")  (i); 

a  étant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  ces 
deux  tangentes ,  on  a 

^  1  '  +"777  •  -777/ )  =  -7-/ rj,  ;      l^) 


dx'     dx"  I         dx'        dx' 

éliminant  ^',y,  J:",y,  entre  les  cinq  équations  (1),  (2) , 
(3) ,  (4) ,  (5)  ;  le  résultat  est  l'équation  de  la  seconde  courbe 
cherchée  et  dont   le  degré    ne  s'élève    pas   au-dessus  de 

XV.  Soit  M  un  point  de  la  seconde  (ourbc  et  N  ,  JN',  deux 
points  de  contact  des  deux  tangentes  menées  par  M  à  la 
première,  et  formant  un  angle  dont  la  tanijenle  =a;  soient 
R ,  1\'  les  deux  rayons  de  courbure  en  IN  et  IN,  et  1  le  mi- 
lieu de  la  corde  JNN',  point  de  moyenne  distance  des  points 
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N  et  J\';  ce  poiiil  varie  avec  le  point  M  ,  et  décrit  une  cer- 
taine courbe  dont  il  est  facile  de  trouver  la  tangente  et  le 
rayon  de  courbure.  Si  M,  désigne  un  autre  point  de  la  se- 
conde courbe,  et  N, ,  N/  les  points  de  contact  correspon- 
dants sur  la  première  courbe,  l'angle  des  deux  tangentes 
MN,  M,]N,  est  égal  à  l'angle  des  deux  tangentes  MN',  M.N',; 
l'arc  MM,  est  infiniment  petit,  los  arcs  NN. ,  N'N'.  de- 
viennent aussi  infiniment  petits,  et  les  angles  de  contingence 

NN       N'JN' 
étant  égaux  pour  ces  deux  arcs,  on  a  donc--—'  =  — rrr'r 

les  points  N  et  N'  se  meuvent  donc  sur  leurs  cercles  de 
courbure  proportionnellement  aux  rayons  de  courbure  ;  en 
vertu  de  la  proposition  XIII ,  on  pourra  donc  construire  les 
tangentes  elles  rayons  de  courbure  delà  ligne  décrite  par  le 
point  I  milieu  de  la  corde  'NN'. 

En  général,  si  n  points  matériels  se  meuvent  sur  la  même 
courbe  plane  ,  ou  sur  des  courbes  différentes  situées  dans  le 
même  plan,  avecdes  vitesses  telles  que,  prises  simultanément, 
elles  soient  respectivement  proportionnelles  aux  rayons  de 
courbure  ,  on  pourra  construire  pour  chacune  des  positions 
simultanées  des  points,  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure 
do  la  ligne  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système. 

XVI.  Théorème  de  IVaring.  Soit  P^  +  Pm-  i  +  R  —  0  , 
Véquation  d'une  ligne  de  degré  m.  P^  renferme  tous  les 
termes  de  degré  m,  Pm-i  les  termes  de  degré  m — 1  et  R 
les  autres  termes.  Soit  de  même  Qn  +  Q»-i  -j-  S  ==  0,  l'é- 
quation d'une  courbe  plane  de  degré  n,,  ces  deux  lignes  se 
coupent,  généralement  parlant,  en  mn  points;  le  point  de 
moyenne  distance  de  ces  mn  points  est  le  même ,  quels  que 
soient  R  et  S. 

Démonstration.  Le  résultat  de  l'élimination  dc^  entre  les 
deux  équations  est  delà  forme  Aj:'''''-|-Bj:'""~'+etc.=0.  Or, 
dans  A  et  B  n'entrent  que  les  coeflicients  qu'on  rencontrent 
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dans  Pm  et  Pm-i ,  Qw ,  Q«-i  ;  car  si  tous  les  coefficients  qui 
entrent  dans  Pw— i,  R,  Qn-\ ,  S,  deviennent  nuls,  les  mn 
valeurs  de  x  deviennent  nulles  ;  A  ne  peut  donc  renfermer 
que  les  coefficients  qui  entrent  dans  Pw  et  Qn  ,  et  d'après  le 
principe  de  l'homogénéité,  B  ne  peut  renfermer  que  ces 
mêmes  coefficients  combinés  avec  ceux  de  Pm-i ,  Q*i-i,  et 
ainsi  de  suite ,  donc,  etc. 

Remarque.  Celte  proposition  d'une  extrême  fécondité  est 
énoncée  (p.  55),  dans  les  Pro;)rie/a/es  algebricarum  curva- 
rum ,  édition  de  1772  ,  la  première  édition  est  de  1762;  cet 
ouvrage  important,  peu  connu  ,  conlientunc  foule  de  théo- 
rèmes géométriques ,  qu'on  a  réinventés  dans  ces  derniers 
temps.  C'est  ainsi  que  dans  une  courbe  de  degré  m,  Waring 
cherche  (prob.  XV)  l'équation  qui  a  pour  racines/?  rayons 
vecteurs ,  partageant  la  circonférence  décrite  de  l'origine 
comme  centre  en />  parties  égales  ;  il  établit  des  théorèmes 
sur  la  somme ,  le  rectangle  de  ce^  rayons ,  etc. 

En  général ,  la  théorie  de  l'élimination  et  celle  des  fonc- 
tions symétriques  fournissent  un  nombre  inépuisable  de  pro- 
priétés géométriques;  Waring  en  énonce  quelques-unes  ,  et 
il  ajoute  qu'on  peut  facilement  en  trouver  une  foule  d'au 
très  :  analytica  enim  problema  facile  in  geometrica  tram  for- 
mari  possint  et  vice  versa  geometrica  in  algebraica  (p.  5"^) , 
nous  ne  citerons  de  lui,  qu'une  transformation  de  ce  dernier 
genre. 

Soient  ^,,  ^^^i  «3,...  an,  n  quantités  quelconques,  on  a 
toujours  cette  idenlilé  : 

an-2{an+ûn-i~{-an—2)-^...[an'{-an-i+..-a^)aSan-\-an-\+a,). 

AVaring  déduit  cette  idcntilé  d'une  propriété  de  la  parabole 
(p.  117),  il  serait  intéressant  de  Vélablir  analyliquemcnt. 
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XVIÏ.  D'après  les  principes  de  Waring ,  il  est  aisé  de  dé- 
montrer le  théorème  suivant  :  soit  Pm+Pm— i+Pm— 2+R=0, 
l'équation  d'une  ligne  de  degré  m  ;  si  en  un  point  pris  dans 
le  plan  de  la  courbe,  on  mène  m{m — 1)  tangentes;  le 
point  de  moyenne  distance  des  w  (m — 1)  points  de  contact 
reste  le  même,  quel  que  soit  R. 

XVIII.  Problème.  Trouver  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  matériel  assujetti  à  parcourir  une  conique  donnée 
avec  une  vitesse  proportionnelle  en  chaque  position,  au 
rayon  de  courbure  correspondant  à  cette  position. 

So\iy  =  '2mx-{-nj:"  l'équation  de  la  conique  ;  axes  rec- 
tangulaires. On  a  donc,  d'après  la  condition  du  problème, 

ds  kds^  ,;   >        ,  1  dxdy 

k  est  un  nombre  donné ,  on  a 


ds  = — = dx  ,  djr= . 

d'où 


-        m'                  dx  ,  ydy 

dt=—    — : : -,        dx=  ^ 


^  r  [(1  +  n)f  -f-  m^]  '  \/ny+m^ 


dt  =  t  ^-^ 


d'où  l'on  tire 


^    Vnf  +  m\  [  (1  +  n)f  +  m-  ] 
dx     dy     d^x     d^y 


dt'  dt'   de  '  de 


_         ,  ,       ''^     dy  1  Y 

Pour  la  parabole  «=0,  et  dt=--  -— — -,  /=  rarctanff=— , 

ky  -\-m  k  m 

on  suppose  qu'à   l'origine  ^==:0,  ou  bien  j^  =  m  tang  ^/ , 


m 


.r  =  — tang\  kt. 

Observation .  En  développant  une  courbe  de  manière  que 
la  vitesse  angulaire  du  (il  reste  constante,  alors  la  vitesse  à 
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î'exirémité  du  01  est  proportionnelle  à  la  longueur  du  fil , 
ou  au  ra^on  de  courbure  de  la  développante. 

XIX.  JNous  devons  ajouter  au  théorème  énoncé  au  para- 
graphe V ,  qu'une  ligne  du  degré  m  ne  saurait  avoir  plus  de 
în[m  —  \)i^n  —  1),  ou  les  coefficients  des  difYérentiels  de 
l'ordre  n  soient  égaux  à  une  quantité  donnée. 

XX.  Soit  Vm+  sVm-i  -\-  s'Vm-ir]-  S^'Pm-Z..-   ^mPo=0, 

l'équation  d'une  ligne  de  degré  m ,  où  5  est  un  nombre  quel- 
conque, et  soit  de  même  Qw+^'Qm— i-f-^'^Qw— 2+.  .%Qo=0? 
l'équation  d'une  ligne  de  degré  ti  ;  éliminant  successivement 
jc  etjK,  on  obtient  d'après  le  théorème  de  Waring,  les  deux 
équations 

Aj:*"'*  +  Bjr*""-  +  etc.  =0, 

Ay^^^  +  Ry^^-'-j-etc.  =  0. 

A,  A'  renferment  les  coefiicients  de  P^  et  Qw;  B  et  B'  les 
coefficients  linéaires  de  s  et  s\  et  à  l'aide  des  fonctions  algé- 
briques, on  déduit  beaucoup  de  propriétés  géométriques  sur 
les  intersections  d'un  système  de  lignes  semblables  et  sem- 
blablement  situées ,  relativement  à  l'origine  avec  un  système 
analogue  d'autres  lignes  ;  entre  autres  sur  le  lieu  du  point 
de  moyenne  distance,  qui  décrit  une  droite,  en  faisant  varier 
s;  la  théorie  des  diamètres  de  Newton  est  un  cas  particulier^ 
car  un  système  de  lignes  parallèles  est  toujours  un  système 
de  lignes  semblables  et  semblablement  siluées  relativement 
à  l'origine,  etc. 

Observation.  M.  Liouville  a  traité  les  mêmes  matières 
dans  un  beau  mémoire  (t.  VI ,  p.  345),  où  l'habile  ana- 
lyste généralise  un  théorème  du  célèbre  M.  Jacobi  ;  théo- 
rème qui  est  une  première  généralisation  d'un  théorème 
d'Eulcr.  Nous  reviendrons  là-dessus,  en  traitant  des  asymp- 
totes et  après  avoir  donné  le  parallélogramme  de  Newton  , 
base  explicite  ou  implicite  ,  de  toutes  ces  propositions. 

Tm. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  91  (page  55), 

FAR  m.  H.  FAURE 


Ce  problème  doit  être  rectifié  ainsi  (*)  : 

Fig,  18.  Si  le  côté  AB  du  triangle  donné  ABC  est  inscrit 
dans  l'angle  (a:y)  fixe  MON,  l'inclinaison  du  plan  du  triangle 
sur  le  plan  1^1  ON  étant  donnée,  le  lieu  du  point  C  dans  l'espace 
est  une  ellipse  dans  laquelle  la  somme  algébrique  des  demi- 
axes  est  égale  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
OAB 

Le  point  C  étant  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan  paral- 
lèle au  plan  MON  ,  la  courbe  décrite  par  ce  point  se  pro- 
jette en  vraie  grandeur  sur  le  plan  donné.  Or,  si  j'abaisse 
CD  pcrdendiculaire  sur  le  plan,  il  est  facile  de  voir  que  le 
point  D  est  invariablement  lié  à  la  droite  AB ,  soit  parce 
que  les  dislances  BD  ,  AD  restent  constantes  pour  toutes  les 
positions  du  sommet  mobile,  soit  que  l'on  regarde  ce  point 
comme  déterminé  par  la  perpendiculaire  HD  ,  projection  de 
la  hauteur  du  triangle  ABC.  Ces  deux  définitions  pourront 
également  fournir  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  le  point 
O.  Employant  la  première,  le  problème  reviendra  à  cher- 
cher le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux  autres 
reposent  sur  deux  droites  données,  problème  déjà  traité  pour 
le  cas  particulier  où  les  axes  étaient  reclangulaires. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  OM , 
ON,  dont  je  désigne  l'angle  par  0.  Soient  x  ^  j  les  coordon- 
nées du  point  D.  Désignons  par  a^  0  ^  c  les  côtés  respectifs , 

(*)  Dans  renoncé,  on  a  mis  fauiivcmenl  axes  au  lieu  de  demi-axes.      Tm, 
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AB  ,  BD,  AD,  et  par  u,  p  les  directrices  OA  ,  (ùB.  Les  équa- 
tions du  problème  sont  : 

^'  =  a'  -f  (i'  —  2ap  COS  G  ; 

b'  =  {y-  ?Y  -j-a:'  +  2^  (y  -  p)  COSO; 

C^  —  (x—a>;  +y  +  2/  (x  —  a)  COS  9. 

Éliminons  a ,  p  entre  ces  'trois  équations. 
Les  deux  dernières  donnent  : 

j-— p  =  — JTCOSÔ-f  \/b'  —  ^'Sin^  0  ^—XCOSh'  -}-\/X\ 
jc  _  a  — —jcOS  Ô+K   c'  — j'  Sin^  0  =  —j'COSÔ  +  V  Y' , 

en  posant  pour  abréger 

b""  —  x""  sin  ô  =  X' , 

c'— :r'^^9=  Y^ 

Je  ne  prends  que  l'un  des  deux  signes  devant  le  radical , 
le  calcul  indiquera  par  la  suite  qu'il  était  en  effet  inutile  de 
les  prendre  à  la  fois. 

On  a  par  conséquent  : 

a=  x  +  jr  cos6~  Vt, 

P  =y  -f  X  COS  6  —  KX% 

substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  ,  il  vien 
dra  : 

<2'  =  b^  -{-  à"  +  2xjr  cos  0  sin   0  —  1y  sin   0  \^\'  — 

—  2x  sïn'  0  VV  —  2  COS  ô  K.V  Y% 

en  effectuant  toutes  les  simplifications. 

Or,  b'  +  c'—a'  =  2bc  cos  D  , 

en  désignant  par  D  l'angle  du  sommet ,  donc  : 

bc  cos  D  -+■  xy  cos  0  sin"  0  — y  sin  '  0  J/X'  — 
—  X  sin   oVT  —  cos  0  V^  X^ V  ''  =  0. 
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Faisons  disparaître  l'un  des  radicaux,  v  X'  par  exemple  - 
bc  cos  H  ~\-  xy  cos  0  sin  0  —  j:sin   ô  K  Y'  = 

=  v/ x^  (cosG v/r  +  j^  sV  ô) , 

et  en  élevant  au  carré, 

6'  c'  cos"  D  -f  2bcxj  cos  D  sin  ô  cos  0  +  ^^  sin"^  9  x^  — 

—  2bcx  cos  D  sïn'G  l^T  ==  ^y  sin^  0  +  ^'c'  c^  6  — 

—  sin  0  cos  9  (by  +  c'jt')  +  2^>  cos  &  sin 


•  '  ô  \/Y' 


Réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  jt,  on  trouve  l'équa- 
tion : 


— — I  — s 

f'sin  0a:'  +  26cxcosDcosôsin  ô 
—  2èccosDsîn%t/Y' 


x+b^c''  (côs^  D— cos'  ô)  =  0 

— ^ysin  ô(sin  ô  — cos  6; 

—  2by  sin*  ô  cos  0  1^ Y% 
d'où  Ton  tire  : 

bc  cos  D  sin  9  J/^Y'  —  bcy  cos  D  cos  o  sin  0  zh  VA 


X 


6'  sin  9. 
En  posant  : 

A  =  ^V4  cos"  D  sin"  9  Y'  +  b'cy^  cos  9  cos  D  sin  9 
—  26V>c()?  D  cos  9  sTn*  9  Ky'  —  ^V sïn^  9  (cos'' D—  cos'' 9  ) 
4-  b'cy  sin*  9  (sî7i'  0  —  cm  9)  +  2Z?'c>  cos  ô  sin''  ^  \^T, 
ou  bien  en  simplifiant  : 

A  =  /^V  sin"  ôsÎÏTd  (c'  cos  0  +y  sin'9  —y^  sin"  9  cos  9  + 

+  2y  Im   9  cos  e  Vt)  ; 
mais 


donc 


c'  cos"  0  —y^  sin'  0  cos    0  =  Y'  cos  0  ; 


A  =  6V  sin'  0  sin'Dl^sin'  0  +  cos  0  \/v)\ 
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et  partant, 

_bc  cos  D  sïïî'el/r-- ^cr  cosDcos  Osîn'Ozb^^c  sin  0  sinD  (jKSin'e+cos  e\/Y') 

ttX     — ^ .  -,,  ■  H  ■■■  ■     I      II  J 


c  sm  0 


^>gsiD6V/Y'(cosDsinezbsinDcosQ)— ^cr sin  6(CQS  D cos eqz sin  D sin  0) 


2 

c'  sin  6 


__  ^c  sin  8  \/y'  sin  (D  zb  6)—  bcy  sin'  0  cos  (D  zii  0). 

c'  sin  6 

Jl  est  facile  maintenant  de  faire  disparaître  le  radicale  Y*. 
L'on  a  : 

bc  sin 0  sin  (D  dz  0)  */ F  =  6cr  shi'  6  cos  (D  =b  6)  +  c'x  sïn'o. 
Elevant  au  carré  et  réduisant ,  on  arrive  à  l'équation  : 

Z^W0jr'+c'Sn'ôx'+2/^csTn'ecos{DzhO)jrj^— Z^'c'sln'(Dite)==0. 

Celte  équation  représente  l'assemblage  de  deux  ellipses  , 
ce  qui  s'explique  facilement,  vu  la  double  situation  que  peut 
prendre  le  sommet  D  pour  chaque  position  de  la  base.  Ces 
deux  ellipses  ont  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  dans 
Tune  entre  l'angle  D  +  8,  dans  l'autre  entre  l'angle  D  —  0  ; 
il  s'agit  de  distinguer  quelle  est  celle  qui  donne  le  lieu  du 
sommet  du  triangle ,  lorsque  ce  sommet  se  trouve  à  droite 
de  sa  base ,  quelle  est  celle  qui  donne  le  lieu  du  sommet  dans 
sa  position  inverse. 

Nous  allons  pour  cela  placer  le  triangle  dans  une  position 
particulière  [fig.  19),  de  manière  que  BD  s'appuyant  sur 
l'axe  des  y ,  le  sommet  A  reste  toujours  sur  laxc  des  x. 
Supposons  D  à  droite  de  AB,  on  aura  dans  le  triangle  OAD  : 

OD:c::sin(D  +  0):  sinO, 

0D=  ^si"(P  +  6) 
sinù 
Or  si ,  dans  l'équation 

b'\n  V'+^^'sTnW+Siî^c  sm*Oc()S(D+&):r.r— ^V'sin^D-i-ô)  =  0, 
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on  fait  .r=0 ,  on  a  : 

sine 

Donc  cette  équation  représente  le  lieu  du  sommet  D,  lorsque 
ce  point  est  situé  à  droite  de  AB;  s'il  est  situé  à  gauche, 
l'équation  est  par  conséquent  (*) , 

b  sin  oy+c'^sm  9a:'+2''cs\nQcos{T}—0)xy — b'chin  D — G  =  0. 

Calculons  actuellement  les  axes  2z ,  2z'  de  chacune  de  ces 
ellipses.  On  arrivera  facilement  à  ces  valeurs  en  considérant 
chaque  demi-axe  comme  représentant  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  distance  du  centre  à  un  point  de  la  courbe. 

Leurs  valeurs  déjà  données  (*'^) ,  pour  une  équation  géné- 
rale du  second  degré  rapportée  à  des  axes  rectangulaires, 
sont  : 

,  _  2p{A+C)  +  k  ,,  _  2p{A+C)--k 

Après  avoir  préalablement  rapporté  notre  courbe  à  deux 
axes  rectangulaires  dont  l'un  serait  l'axe  des  x  primitifs  et 
l'autre  une  perpendiculaire  élevée  au  point  O  à  cet  axe,  la 
nouvelle  équation 

(^'+c'œs'0~2^ccosecos(Dzhe))  j^-f  c'sînW+ 

-f  2  (^ccosecos  (DzlzG)— c'sine  cosq)  ary — /;Vsm,^(Dd=e)  =  0 , 
nous  donnera  : 

2j»  =  2Z^Vlïn'(Dzt:0), 
A+C  =  b'-\-  c'—  2bc  cos  0  cos(D--±:6) , 


k=2b'c'  s\n(D  dz  6)  l^{b' + cy-\-  Wc'cosd  cos'  (D  ±  6) 
--4(6'+c')6ccosOcosD±:0, 

S'  =  U'c^'sïn  6  Sn'(D  q=  0) , 


(*>  On  pourrait  d'ailleurs  le  vérifier  aussi  comme  précédemment. 
(**)Voir  le  tome  II  des  Annales,  page  «5S. 
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d'où  l'on  déduit  facilement  : 


1 


2+s'=  ~  V/^'+c— 26ccos(Dd[=ô+0). 
sm  ô 

Or  soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB, 

on  a  R  =  -— !-  :  mais  4^  =  iaS  sin  6.  Donc 

4^ 

2R   =-^-r. 

smO 

Or  si,  dans  l'expression  de  z+z',  nous  prenons  lesigne  —  de 
6,  la  proposition  énoncée  plus  haut  aura  lieu,  c'est-à-dire 
que  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ÀOB  est 
égal  à  la  demi-somme  des  axes,  de  l'ellipse  représentée  par 
la  seconde  équation. 
Si  Ton  calcule  z  —  z',  on  trouve 

-j  

z— z'=:-r— r  \/b'  +  c'—2bccos(D±.^—^y 
sm  0 

Donc  la  difïerence  des  demi-axes  de  la  première  ellipse  est 
égale  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB. 

Note.  Voici  une  autre  solution  d'après  nos  formules. 

I.  Lemme.  xeix  étant  les  coordonnées  d'un  point,  /,  t^,  i\ 
v'  des  constantes;  y  ,  un  arc  variable,  si  l'on  a 

.r  =  ;  sin  f  -|-  p'  cos  (p ,      .r  =  ^'  sin  <p  -f-  <-''  cos  cp  ; 

le  lieu  du  point  est  une  ellipse,  ayant  son  centre  à  l'origine  -, 
éliminant  cp,  l'équation  de  cette  ellipse  est 

et  l'on  a  : 

l  =  4  {e+u')  (tu'~  ,'t')%  /'  =  4  {t''+t^")  (tu'—çt^)\ 
(t.  1,  p.  489)  où  7  est  l'angle  des  axes. 
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L'équation  aux  grandeurs  des  demi-axes  principaux,  de- 
vient (t.  1,  495) , 

Ainsi  le  produit  des  demi-axes  est  [ti'' —i^t'jsiny  ;  et  la  somme 
des  carrés  est  égal  au  coefficient  de  z. 

Supposons  y  =  -  71 ,  a  et  p'  les  demi-axes  principaux ,  on 

aura  : 

dans  la  même  supposition ,  le  système  des  axes  principaux 
est  représenté  par  l'équation 

(^z'+j;p'V+[^'+^''— ^'— ^']-^y— («'+^^'V=0,  (t.  I,  p.  496), 
a  et  p  étant  les  coordonnées  rectangulaires  des  foyers ,  l'on 
obtient  : 

a^  =  e^  v''—b\  p'  =r  e^  vi'^  b\  b  est  le  demi  petit  axe , 
(t.  II,  p.  430). 

Corollaire.  Si  tu' —  t^^'  =  0 ,  le  produit  des  demi-axes  est 
nul  et  la  somme  des  carrés  devient  ^^+t''-f"^'+^'"  ;  l'ellipse 
se  réduit  à  une  portion  de  droite,  d'une  longueur  égale  à  la 
racine  carrée  de  cette  expression ,  et  le  point  décrit  deux 
fois  cette  droite  par  un  mouvement  de  va-et-vient  (t.  I,  p.  492). 

II.  Théorème.  Le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  donné 
dont  la  base  est  inscrite  dans  un  angle  fixe,  est  une  ellipse 
ayant  son  centre  au  sommet  de  l'angle  fixe;  la  somme  al- 
gébrique des  demi-axes  est  égale  au  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  formé  par  la  base  et  les  deux  côtés  de 
l'angle  fixe. 

Démonstration.  So\i  {fig.  18)  BOX,  l'angle  fixe  donné, 
DBA  le  triangle  donné  ;  dont  la  base  AB  est  inscrite  dans 
l  angle  fixe^  il  s'agit  de  trouver  le  lieu  du  point  D.  Prenons 
O  pour  origine  j  OA  pour  axe  des  r,  et  les  axes  rectangu- 
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laires;  conservons  les  mêmes  notations.  D,  A,  B,  Osont  quatre 
angles  donnés  ;  taisons  O  —  A  =  I ,  a=z  ^'sinO,  BAO  =  ?p , 
d'après  ces  relations,  on  trouve  : 

j:r-sin«p(a'cosO  -f-  csin  A)  +  coscp  (a'sinO— ccosA), 
y  =:ccosAsin{pH-csinAcos'f , 
X  Qiy  sont  les  coordonnées  du  point  D. 

Ainsi  d'après  le  lemme,  le  lieu  du  point  P  est  une  ellipse; 
comparant  ces  expressions  à  celles  du  lemme  ,  on  a  t 

/  =  a'cosO+csin  A,  t^  =  «'sinO— ccos  A  ,  /'  =  ccosA, 

^^'  — csinA,  e-{-i>'  =  a:'—'ldcÀxiQ-\-c\  e-^^''=.c\ 

a'  -\-  uw'  —  a'cos  O  ,  tv'  —  w'  =  e  —  ac  sin  (A  —  O) , 

a  et  P'  étant  les  demi-axes  principaux,  on  a  d'après  le 
lemme  (ait  p')'  =  a""  ;  or  a'  est  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ABO;  donc,  etc. 

Si  c  ;>  a'  sin  (A  —  O),  c'est  a  —  p'  qui  est  constant  ;  si 
c  <C^a!  sin  (A  —  O) ,  c'est  a'  -|-  p'  qui  est  constant  ;  et  si 
c  =  /z'sin(A  —  O),  l'ellipse  devient  une  portion  de  droite. 

Décrivons  le  cercle  autour  du  triangle  ABO  ;  qu'il  coupe 
AD  en  M,  on  aura  angle  MOA=0— A  ,  AM=rt'sin(0— Aj, 
MD  =c  —  <2'sin  (O —  A)  ;  ainsi  la  droite  OM  est  fixe ,  et  les 
detix  droites  AM  ,  DM  sont  données  de  longueur  ;  on  voit 
donc  que  1  ellipse  peut  être  décrite  par  une  droite  DNA 
donnée  de  longueur  et  dont  le  segment  AM  est  inscrit  dans 
l'angle  fixe  XOM ,  et  lorsque  M  se  confond  avec  D  ,  l  ellipse 
se  réduit  à  la  droite  fixe  OD.  Cette  observation  Caellite  la 
discussion  :  si  D  +  0>-  2%  la  différence  des  axes  principaux 
est  constante^  si  D4-  0>-  2%  c'est  la  somme  qui  est  con 
stante  ,  et  si  O  -f  l^  =  -',  l'eliipse  se  confond  avec  son  axe 
principal. 

Elevons  les  perpendiculaiies  Bl,  Al  aux  droites  OB  ,  OA; 
le  point  l  de  rencontre  est  sur  le  cercle  circonscrit  à  AOB  ; 
et  01  =  £i'  ;  Dl,  comme  on  sait,  est  normale  à  lellipse  lieu 

AMN.   OK  MATriKMAT.    IV  J^ 
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du  point  D.  Soit  DI— z,  0D=/;  7  =  angle  du  diarat'lrc  OD 
avec  son  conjugué  ;  g  =  demi-diamètre  conjugué  à  OD  ;  on  a 
Or  =  ^' =/"+z'— 2/zsin7  =  («'— PT=  a"+r--  2a'p';  or 
a'"+p'^=/*+^%  2ap— S/^siny;  donc  z'— 2/zsin7=^'— S/^siny, 
d'où  2  =  ^^,  z  =  2/'sin7 — g-^  la  première  valeur  démontre 
le  théorème  de  M.  Abel  Transon,  (t.  III ,  596). 

Le  point  I  décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  O  ;  la  nor- 
male en  D  rencontre  ce  cercle  en  deux  points  I  et  F  ;  DF  est 
la  seconde  valeur  de  z. 

Observation.  Ce  mode  de  génération  ne  s'applique  qu'à 
l'ellipse  et  non  aux  coniques  en  général ,  comme  tendrait  à 
le  faire  croire  l'énoncé  d'une  proposition  qu'on  lit  dans  les 
Développements  de  Géométrie  ^  t.  I ,  p.  31.  Il  existe  une  gé- 
nération analogue  pour  rellipsoïde  seulement,  et  non  pour 
les  surfaces  du  second  degré  en  général.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  (92,  p.  55). 

PAK  M.  J.  BI.AATCHARD  (*), 

élève  de  malhématiques  élémentaires  au  collège  royal  de  Versailles. 


A  est  l'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une  cir- 
conférence, et  B  l'aire  du  polygone  régulier  circonscrit 
semblable;  démontrer  que  B — A ,  équivaut  à  l'aire  du  poly- 
gone régulier  semblable,  inscrit  dans  la  circonférence  quia 
pour  diamètre  le  côté  de  B ,  ou  bien  au  polygone  régulier 
circonscrit  à  la  circonférence  ,  qui  a  pour  diamètre  le  côté 
de  A. 

(Fig.  20).  Soit  EC  le  côté  du  polygone  B,  FD  c^lui  de  EC, 


(*)  Nous  ne  sommes  pas  sûr  d'avoir  bien  deviné  la  signature.  Tm. 
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joignons  EFO,  ODC,  menons  ON  perpendiculaire  à  EC  ,  ■  t 
qui  coupe  FD  en  I. 

1^"^  Cas.  D'après  un  théorème  connu  B:A::OC^OD",  par 

suite  B  —  A  :  A  :  :  Ôc'  —  Ôd':  OD'. 

Soit  A'  le  polygone  semblable  inscrit  dans  cire.  NC, 

A':A::NÎ':NÔ'. 

Cette  proposition  et  la    précédente  ont  les  conséquents  en 

proportion;  donc 

B  —  A  :  A'  :  :  (ÏC  —  ÔD'  :  NC*, 
ou  bien 

B  — A:A'::OC'  — Ôn'iNC^ 

mais  ÔC'— ÔN  =  Nc\ 

donc  B  — A  =  A\  C.Q.F.D. 

2"  Cas.  D'après  un  théorème  analogue  au  théorème  mar- 
qué plus  haut 

B:A::lVÔ':ÏÔ*, 
d'où 


B  — A:B::NO  —10  :  NO  . 
Soit  B'  le  polygone  semblable  circonscrit  à  cire.  ID , 

B:B::Ïd':NÔ'. 

Combinant  cette  proportion  avec  la  précédente  , 


-2 


B  — A;B'::NO  — 10:ID  ; 
mais  N0  =  0D, 

donc         on'  — IÔ'=ÔÎ?-TÔ*,     or    Ôd'  — lÔ' =  ÏÏ?, 

dans  le  triangle  OID ,  donc  B  —  A  =  B'.  C.Q.T.D. 

Note.  Ce  théorème  se  trouve  dans  les  mémoires  de  l'Aca- 
démie des  sciences  ,  dont  Dufaye  était  membre. 

MM.  Cardonnel,  élève  en  philosophie  au  collège  royal 
d'Auch,  et  Clément,  élève  au  collège  royal  de  Bourges,  nous 
ont  aussi  adressé  des  solutions  du  même  problème 
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SUR  LA  PILE  HEXAGONALE. 

PAB.  M.  BACH  , 

professeur  au  collège  royal  de  Strasbourg, 


Considérons  la  base  hexagonale  représentée  par  la  {fig.  1), 

11  s'agit  de  placer  sur  cette  base  une  couche  de  boulets 
tangents  entre  eux  ;  or  il  esi  clair  qu'on  ne  pourra  placer 
des  boulets  dans  deux  intervalles  adjacents  ;  mais  si  on  les 
place  dans  les  intervalles  marqués  par  des  points  dans  la 
[fig.  21) ,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  boulets  ainsi  pla- 
cés seront  tous  tangents  entre  eux. 

La  deuxième  tranche  ainsi  obtenue  et  représentée  par  la 
{fig.  2)  ,  sera  un  hexagone  irrégulier  dont  trois  côtés  non- 
consécutifs  auront  le  même  nombre  de  boulets  que  l'hexa- 
gone de  base  ,  et  les  trois  autres  un  boulet  de  moins. 

Sur  cet  hexagone  irrégulier  {fig.  22),  se  placera  un  hexa- 
gone régulier  ayant  un  côté  de  moins  que  celui  qui  sert  de 
base  ;  la  place  des  boulets  qui  le  constituent  est  indiquée 
par  des  points  {fig.  22). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  arrivera  à  un 
hexagone  régulier  dont  le  côté  a  2  boulets ,  sur  lequel  se 
placera  un  triangle  équilatéral  composé  de  3  boulets,  et 
enfin  sur  ce  triangle  équilatéral,  se  placera  un  dernier  bou- 
let qui  terminera  la  pile. 

Cela  posé,  résolvons  les  deux  questions  suivantes  : 
r  Trouver  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  un  hexa- 
gone régulier  dont  le  côté  a  n  boulets. 
Ce  nombre  est,  comme  on  le  verra  facilement,  3/i' — 3/i-l-1  • 
T  Trouver  le  nombre  des  boulets  renfermés  dans  l'hexa- 


371^—  3/i 

7^         ' 
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gone  irrégulier  dont  le  plus  polit  côté  a  n  boulets,  et  le  plus 
grand  n-\-  i. 

Si  l'on  suppose  prolongés  les  côtés  renfermant  7i-\-  \ 
boulets,  on  aura  un  triangle  équiiatéral  pour  lequel  le 
nombre  des  boulets  sera  n  -\-  i  -\-2{n —  1)  =  3/i  —  1 .  Le 
nombre  des  boulets  contenus  dans  ce  triangle  sera 

3n  (3/i  —  1  )  _  9fi'  —  3/1 
_  _ 

Pour  avoir  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  l'hexagone 
irrégulier,  je  retranche  du  nombre  précédemment  obtenu, 
trois  fois  ic  nombre  des  boulets  renfermés  dans  le  triangle 

i^quilatéral,  dont  le  côté  en  a  « — 1  ;  ce  nombre  est 

c(  il  reste  pour  le  nombre  cherché  3/i'. 

D'après  cela,  nous  pourrons  écrire  le  tableau  suivant  : 

Pourl'hex.  rég.  ayant  n  boulets  pour  côté  3/i' — 3n -\-  1, 
hex.  irrég.  3  (/«  —  1)', 

hex.  rég.  de  {n—  1)  boulets     3(/i—  1)'  — 3(/i—  1)  +  I  , 
hex.  irrég.  3  {n  —  2)', 

hex.  de  {n~2)  3  {n    -  2)'—  3  (/i  —  2)  +  1, 

hex .  irrég.  3  {n  —  3)', 

hex.  de  2  3  x  2'  —  3  x  2  +  î  , 

tr.  cq.  3  X  1'. 

Pour  le  boulet  qui  termine  la  pile       3X1' —  3x1  +  1. 

En  désignant  par  S  la  somme  des  boulets  qui  compilent 
la  pile  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier,  dont  le  côté 
à  /i  boulets,  on  aura 

S  =  []  (t^-t-  2^4-3  \..+  (,/  —  2)'+  {n  —  1)^  +  n')  + 
+3(l-'+2^+...+v'^-ir)-:^(t-M+3+^.-  +  ('^-l)+'0. 
d'où 
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S  =  6(r+^'+...4-(«— 1)0  + 3/i— 3(1+2+3  ..-f/i)+«= 

=  2/^3-  3«^+  2«  +3«^  -  ?^^^±^  =  W^-3/.'+/. 

2  2 

Ainsi  S= ! — . 

2 

Note.  Cette  pile  remplit-elle  les  conditions  statiques  pour 
se  maintenir  ?  Tm. 


SUR  L'ELIMINATION 

Entre  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues. 
Nouveau  théorème  d'algèbre. 

PAR  B.  FINCK , 

professeur    à    Strasbourg. 


Étant  données  deux  équations  à  deux  inconnues  : 

4.(x,  y)=-ca:''  +  c,r"-'  +  ..,  +  Cn  =  0, 

oùb^b,,...  bm.c^c,^...  <?n  ,  sont  des  fonctions  entières  de  j'î 
M.  Labatie  a  prouvé  ,  dans  sa  brochure  de  1827 ,  que  l'équa- 
tion qui  donne  toutes  les  bonnes  valeurs  finies  de  x  est 

Pc*"  =  0 , 

P  étant  le  produit  des  valeurs  que  prend  (^  (a -,  y) ,  si  l'on  y 
substitue  pour  x  les  /i  racines  de  ^  (x,  y)=zO ,  supposée 
résolue  par  rapport  à  x;  de  telle  sorte  que  si  7,,  /,...  yn  , 
sont  les  racines ,  on  a 

Dans  la  brochure  citée  ,  et  mieux  encore  dans  la  seconde 
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édifion  (1835) ,  on  trouve  une  méthode  simple  pour  former 
Pc*",  au  moyen  du  plus  grand  commun  diviseur.  De  l'aviu 
de  l'auteur,  je  l'ai  rapportée  dans  mon  Algèbre-  J'ajouterai, 
qu'à  mon  avis,  c'est  la  seule  théorie  complète  de  l'élimina- 
lion.  M.  Minding,  partant  de  la  forme  Pc*",  a  donné  le 
moyen  d'estimer  d'avance  le  degré  de  l'équation  finale 
(Journal  de  M.  Liouville,  VI)  ;  il  s'appuie  à  cet  effet  sur  la 
détermination  du  degré  de  chacune  des  racines  7,,  7,,...  /w  ; 
degré  qu'il  obtient  par  des  réductions  en  séries. 

J'ai  montré  dans  une  note  insérée  dans  le  même  journal, 
que  ces  degrés  peuvent  être  obtenus  par  d'autres  moyens, 
et  en  suivant  les  mêmes  idées ,  j'ai  trouvé  pour  cela  un 
théorème  général  que  je  vais  faire  connaître ,  après  avoir 
donné  la  définition  du  degré  : 

fr 

Je  dis  qu'une  fonction 73^  est  du  degré  r,  s>  —     converge 

vers  une  limite  finie  différente  de  zéro,  à  mesure  que  y 
tend  vers  00  .  Siyy  est  une  fonction  rationnelle,  cette  défi- 
nition est  d'accord  avec  l'évalualion  ordinaire  du  degré  ; 
sinon  elle  détermine  pour  r  un  nombre  qui  jouit  de  la  même 
propriété,  savoir  que  si  deux  fonctions  J>,y,>  sont  des  de- 
grés r,  r,,  leur  produit/^  .  f\f  est  du  degré  r-\-  r,. 

Cela  posé  voici  le  théorème  en  question  : 

Soit  une  équation  : 

^.y«^r  +  x'^-:rj'+  ••'  +  ^^'"~yvr  +  . . .+/:.,,:>•  =  0.    (i) 

où  :?,,  «,,.••  c^nsont  les  degrés  des  fonctions  entières  qui  servent 
de  coefficients  :  prenez  les  nombres  : 

a, —  a        a, —  a  ai  — a  <Xn   — « 


n 


Parmi  les  racines  de  {\)  il  y  en  a  dont  le  degré  sera  égal 
au  plus  grand  (algébriquement  parlant)  de  ces  mmihres  :  si 


est  ce  maximum  ,  el  si  de  plus  tous  les  termes  de  là 


série  (2)  qui  suivent  sont  moindres  que ^ —  ,    il  y  aura   i 

racines  de  ce  degré,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  pla- 
cés avant  celui-ci,  qui  lui  soient  égaux. 

Cela  fait,  calculez  la  série  : 

—1—.  —1—'-  —7—'- ^1=7-    ^') 

Si  -^ en  est  le  plus  grand  terme ,  avec  la  condition 

e 

que  ceux  qui  le  suivent  soient  moindres ,  tandis  que  parmi 

ceux  qui  le  précèdent ,  il  peut  s  en  trouver  qui  V égalent;  il  y 

aurae  racines  du  degré ;   eic. 

Pour  le  prouver,  divisons  (1)  par/^^  et  parJK''^  tétant 
une  indéterminée  :  on  pourra  écrire  celle  équation  sous  la 
forme  . 


• 


(4) 


Les  degrés  des  coeflîcienls  des  puissances  de  —^  ,  sont 

_ ,,,^___,.j,...,^_^_,j,...„^___,j.(5) 

Conservant   Thypolbèse  que  dans  (2) ,   le   maximum  est 

ui  —  y.  «t  —  a 

( — : —  ,  je  fais  /•  = : —  ;  dans  la  série  (5)  quelques  ter- 

mes  s'annuleront,  les  autres  deviendront  <;  0  ,  après  quoi 
si  dans  (4)  on  suppose  que  r  marche  vers  00  ,  tous  les  cocf- 
ficicnts  dont  les  degrés  sont  <^0,  tendront  vers  zéro,  de 
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sorte  que  celle  équalion  perdra  tous  ks  termes  qui  suivent 

\—t)      >  et  l'équation  prend  !a  forme  : 

7)+-  + A  y         =0. 

11  y  a  donc  n  —  i  valeurs  de  — j:,   qui  deviennent  nulles,  et 

i  valeurs  restent  finies,  différentes  de  zéro.   Donc  (1)  a  i 

racines  du  degré  r=: ; —  ,  et  n  —  i  racines  de  degrés 

moindres. 

Dans  (2)  donnons  maintenant  à  r  une  valeur  <C  — r-,  les 

i  racines  qu'on  vient  de  signaler,  deviendront  infinies  avec 
j>%  et  (2)  perdra  ses  i  premiers  termes,  et  pourra  se  ré- 
duire à 

—  )      Ay''i-v...)^■  (— J         (:r^i+i+..)+.--+Cr'-'n-f-  .)=:0, 

et  on  reconnaîtra  qu  il  y  a  e  racines  du  degré  ^^ ^ ,  etc. 

e 

Exemple.  Soit  Téquation  : 

x'{y^+..  )^x-^[y+...)+x'{y\...)-Yx{y+,..)^-y^...=0. 
Les  quotients  à  calculer  ici  sont  : 

2—6      7  —  0      1  —  6      2-6 
~T~'    "T"'    ~3"'    ~T~' 
ou 

1  5 

3  ^ 


4        *        -^  -  I 


11  y  a  donc  deux  racines  du  deprré  -. 
Prenant  ensuite  : 
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on  calcule  : 

1-7 

2      ' 

2—7 

2      ' 

ou 

-3, 

5 

2' 

5 

il  y  a  donc  deux  racines  du  degré . 

On  conçoit  qu'avec  cela  ;,  on  peut  d'après  M.  Minding, 
évaluer  le  degré  de  P,  et  par  suite  celui  de  Pc*".  Si  dans 
:);  (x,  jr)  =0,  tous  les  coefficients  sont  du  même  degré  «, 
toutes  les  valeurs  de  x  sont  du  degré  zéro ,  si  de  pius  tous 
les  coefficients  de  {x^  y)  sont  de  degré  m',  il  s'ensuit  que 
les  fonctions  <f(7.  ,r),  ^(l.,j)i-'-  ^{ln,y),  sont  de  ce 
même  degré  m\  et  leur  produit  est  du  degré  mn-^  d'ailleurs 
c  étant  du  degré  ti\  c^  est  du  degré  7nn  et  c*"P,  du  degré 
mil  -\-  m'n;  théorème  dont  l'énoncé  est  dû  à  M.  Labalie. 
[Ployez  mon  Algèbre.) 

Si  les  équations  proposées  sont  ce  qu'on  appelle  les  plus 
générales  de  leurs  degrés,  on  trouve  que  7,,  y,...  7^ ,  sont 
du  premier  degré  ,  cp  (7,,  y)^  a»(7„ y),...  sont  tous  du  degré  m 
et  c^^  du  degré  mn. 

Ce  théorème  est  ancien  (Bezout)  ;  mais  on  néglige,  si  je  ne 
me  trompe ,  de  démontrer  qu'à  chacune  des  nui  valeurs  de 
.X,  il  ne  répond  pas  plus  d'une  valeur  de  x.  Je  le  prouve 
ainsi  qu'il  suit  : 

D'abord  en  général  les  mn  valeurs  dejr  sont  diflerentes  ; 
car  même  dans  un  cas  particulier  elles  le  sont.  En  effet  si 

il  est  évident  que  les  mn  valeurs  de  y  sont,  généralement 
<liffèrenles,  et  qu'à  chaque  valeur  dej-,  il  ne  répond  qu'une 
valeur  de  x.  Car,  pour  en  fmir  le  plus  promptement,  les 
droites  représentées  par  <p(j:,  j  )=  0 ,  sont,  en  général,  cou- 
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pées  en  tnn  points  distincts  ,   répondant  à  mn  or(ionnces 
différenles,  par  Jes  droites  i]>  [x,  y)  =  0. 

A  propos  d'élimination  ,  le  programme  d'admission  à 
l'École  polytechnique  vient  de  faire  un  pas  en  arriére  ;  il 
dispense  les  candidats  de  savoir  distinguer  les  bonnes  solu- 
tions des  mauvaises.  Qu'est-ce  donc  maintenant  que  l'élimi- 
nation ,  et  quel  parti  en  tirera-t-on  ? 

Messieurs  les  examinateurs  se  trouvent  par  conséquent  dis- 
pensés de  faire  des  questions  qui  s'y  rapportent.  Monsieur  le 
rédacteur  des  nouvelles  Annales  a  répété  que  le  calcul  diffé- 
rentiel devrait  faire  partie  du  programme.  J'avais  dans  le 
temps  proposé  à  feu  Coriolis  mes  vues  à  ce  sujet  :  que  l'on 
commence,  disais-je  ,  par  tolérer  ce  calcul,  et  au  bout  de 
deux  ou  trois  ans,  tojs  les  candidats  seront  en  mesure. 
On  pourra  l'exiger.  Le  savant  que  je  viens  de  citer,  avait  à 
ce  sujet  les  idées  suivantes  :  certains  cours  se  font  dans  toutes 
les  écoles  d'applications ,  notamment  un  cours  de  machi- 
nes, etc.  De  pareils  cours  devraient  rentrer  à  l'Ecole  poly- 
technique; ainsi  le  cours  de  machines  qui  s'y  fait  recevrait 
plus  de  développements  ,  serait  confié  à  un  homme  spécial  ; 
le  cours  d'astronomie  à  un  autre.  Tout  le  cours  d'analyse  et 
de  mécanique  à  la  première  année,  serait  exigé  des  candi- 
dats :  la  possibililé  et  la  haute  utilité  de  ces  mesures  étaient 
clairement  prouvées.  Mais  M.  Coriolis  est  mort  ! 

Note  L'idée  d'introduire  le  calcul  dificrenlirl  dans  les 
cléments,  comme  je  l'ai  dit  ailleurs  (t.  111,  p.  581),  appar- 
tient à  D'Alembcrt.  II  l'a  exprimée  en  maint  article  de  l'En- 
cyclopédie. Je  n'ai  pas  cet  ouvrage  sous  la  main ,  et  à  la 
première  occasion  j'en  transcrirai  un  passade  relatif  à  cet 
objet  ;  il  ne  s'agit  pas,  bien  entendu  ,  de  faire  un  cours 
spécial  de  calcul  infinitésimalainsi  qu'il  existeii  TEcole  poly- 
technique; mais  il  s'agit  d'entremêler  l'enseignement  de  la 
géométrie  et  de  l'algèbre,  avec  les  principes  de  ce  calcul  et 
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avec  les  alji^orilhmes  qui  représentent  ees  principes;  c'est 
ainsi  qu'il  faut  faire  remarquer  aux  élèves,  que  le  carré  du 
sinus  divisé  par  lesinus-verse  d'un  arc  est  une  quantité  finie, 
quelle  que  soit  la  petitesse  de  l'arc ,  propriété  qui  appartient 
à  toutes  les  coniques;  c'est  ainsi  qu'il  faut  de  suite  faire 
écrire  le  binôme  sous  la  forme  taylorienne  : 

yjr  +  /j/-^-+/''^/"x+.... 

OÙ  a'"  est  remplacé  pnv/[jo)  ;  et  dormer  la  théorie  complète 
si  facile  des  dérivées  algébriques,  et  baser  sur  ces  théories, 
la  méthode  des  racines  égah  s ,  des  fonctions  symétriques , 
des  tangentes,  contacts  des  divers  ordres,  des  polaires,  elc. 
On  peut  même  aborder  les  fonctions  fractionnaires  et  les 
transcendantes  circulaires  et  logarithmiques.  En  élargissant 
les  idées  des  disciples,  l'enseignement  devient  plus  aisé,  plus 
clair,  plus  riche  et  moins  long.  Quant  aux  théorèmes  de 
MM.  Minding  et  Finck,  ils  sont  implicitement  basés  sur 
le  parallélogramme  de  Newton,  tel  qu'il  a  été  analylique- 
ment  établi  par  Lagrange;  il  y  a  similitude  de  raisonnements 
et  de  procédés.  (Lacroix  ,  C  D. ,  introd.,  §  61 ,  -2^  édition.  ) 
La  convergence  des  séries,  les  asymptotes,  deux  théories 
identiques,  sont  aussi  fondées  sur  ce  même  parallélogramme. 
La  méthode  d'élimination  imaginée  par  Bezout,  me  paraît 
la  plus  naturelle,  la  plus  conforme  à  son  objet.  Elle  fournit 
même  pour  certain  cas  particulier ,  une  solution  que  les 
autres  méthodes  ne  peuvent  donner  ;  Bezout  en  fait  avec 
raison  l'observation.  Et  par  cette  méthode,  on  obtient  l'é- 
quation finale  tout  ordonnée,  avantage  considérable  dont 
les  autres  méthodes  sont  privées.  Elle  est  applicable  à  un 
nombre  quelconque  d'équations,  tandis  que  les  autres  se 
bornent  à  deux  équations  seulement  et  ne  peuvent  aller  au 
delà,  sire  n'est  pour  les  fondions  symétriques;  mais  ce 
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procédé  présente  le  grave  inconvénient  d'astreindre  le  cal- 
culateur à  reconamcncer  l'opération  pour  chaque  inconnue, 
et  nous  laisse  dans  une  ignorance  complète  sur  la  liaisou 
entre  les  valeurs  des  inconnues.  Tm. 


LETTRE 

Sur  les  approximations  et  sur  les  fractions  continues. 

Monsieur  le  Rédacteur, 
La  question  d'approximation  traitée  par  M.  Duterme , 
dans  votre  dernier  numéro  (p.  i2V, ,  se  résout  immédiate- 
ment par  l'emploi  de  la  formule  (a)  indiquée  (t.  I,  p.  257, 
de  vos  Annales) ,  et  relative  au  calcul  par  approximation  de 
l'incommensurable  A"*;  cette  formule  donne  pour  limite  de 
l'erreur  qui  peut  être  commise  sur  A  quand  on  veut  avoir 

1  1 

A*"  à   -  près ,    e  = 


Considérons  l'un  quelconque  a{q-\-af'  des  moyensgéomé- 

1 


triques  de  la  question  proposée;  on  aura  ici  e-. 


na[q-\-xf~\ï 


1 
on  aura  une  limite  à  fortiori  en  prenant  e= 


ma  (^-|-a)*""^'(î" 
puisque  «  n'est  pas  moindre  que  m.   Mais  ((/-f- «)"*+' — ■-- 


a 


1 
donc  e  =  — --  est  une  limite.  C'est  la   même  que  celle  de 

1 
M.  Duterme  ,  car  j'ai  appelé  -  ce  qu'il  appelle  o. 

o 

Dans  la  note  suivante  (p.  126) ,  M.  Catalan  démontre  une 
proposition  dont  voici  l'énoncé  :  dans  une  fraction  continue 
périodique,   le   nombre  des  périodes  étant  illimité,   il  est 
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indiiïércnt  d'en  prendre  une  de  plus  ou  une  de  moins.  Ce 
théorème  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  de  la  formule 
d'approximation  relative  aux  réduites  en  général.  En  effet, 
soient 

c-\-  i_  c-fl 

jr  a-\-i_ 

c-\-i 

a  -\-  etc. 
Si  on  forme  successivement  les  réduites  de  x  et  de  jk,  en 
prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quotients  in- 
complets ,  on  aura  chaque  fois  le  même  résultat  pour  les 

0 
deux;  or  une  réduite  commune  ^  obtenue  à  cette  condi- 
tion, diffère  de  x  et  de  j^ ,  dans  le  même  sens  d'une  quantité 

1 

moindre  que  — "  '  donc  la  différence  entre  x  et  jk  est  moin- 

1 
dre  à  fortiori  que  —  ;  or  cette  limite  peut  descendre  au- 
dessous  de  tout  nombre  assignable  :  donc  x  ely  doivent  être 
considérés  comme  égaux  . 

M.  Catalan  a  moins  eu  peut-être  pour  objet  de  démon- 
trer celte  proposition  que  d'établir  les  thorèmes  qu'il  indique 
et  démontre  chemin  faisant.  Ces  théorèmes  peuvent  être 
démontrés  plus  simplement  en  même  temps  que  la  propo- 
sition elle-même. 

Reprenons  la  fraction  continue  périodique  : 
1 


y  =  a  -4-- 

^  ^0+  1 


~d-\-  1 

a  -j-  etc.... 
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A 

Nommons  y,  la  réduite  —,  que  l'on  obtient  en  s'arrétant 

A. 

à  la  première  période;  soient  jkw,  jTw+i  ,  deux  réduites 

P     Q 

quelconques  ï^t?  7^?  s'arrétant  chacune  à  la  fin  d'une  pé- 
P      Q 

riode ,  et  dont  la  deuxième  en  comprend  une  de  plus  que 
la  première. 

M      N 
Soient  encore  — ,  ^- ,  les  deux   réduites  qui  précèdent 

P 

immédiatement  yn  ou  — ,.  Nous  avons  les  égalités  ; 

P  _N^+M 

y^    ou    p-p^.^^^r. 

•    _n(.+1)+m      ^^_^^ 

d'où 

__     __Pj^-.  +  N     P_  NP— PN^  _        dzl 

J^n+i— 7n— p,^^^_^j^,-    P'-  (py_-j-J\')F  ~  (py.+N')P''   ^'^^ 

L'égalité  (2)  prouve  la  proposition  principale,  celle  que 
j'ai  déjà  démontrée;  car  en  remplaçant  r,  par  —  ,  on  peut 
écrire  : 

y^^,-y,,^    (P'A  +  N'A')P"  ^^^ 

Or  A'  est  un  nombre  constant  indépendant  de  n  ,  tandis  que 
P'  et  N'  peuvent  dépasser  toutes  limites. 

Elle  prouve  aussi  l'un  des  théorèmes  énoncés  (p.  1:29,  3). 
Remplaçons  de  même.r,  dansj  n+i ,  nous  aurons  : 

_PA  +  NA/ 
^»+'— p'A-^-V'A'- 
Appclons  Q  et  Q'  ces  doux  termes  ;  il  est  facile  do  prouver 
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qu'ils  sont  premiers  entre  eux  ,  et  forment  sans  réduction  la 

réduite  j)n+i  ;  en  effet 

P  Q  ~  PQ' 


yn+i  — .rw  =  ?^  ~"  TP  =" 


> 


Q'       P'  Q'P' 

en  ayant  éj^ard  à  l'égalité  (3)  et  à  la  valeur  de  Q',  on  voit  que 

QP'~PQ'=dbA'.  (4) 

Par  suite  si  Q  et  Q'  admettaient  un  commun  diviseur  d^ 
ce  nombre  diviserait  A',  et  par  suite  PA  et  P'A  ,  d'après  les 

valeurs  de  Q  et  Q' ,-  or  d  serait  premier  avec  A  puisque  -- 

A 

est  une  réduite:  donc  il  diviserait  P  et  P',  ce  qui  est  impos- 

P 

sible ,  car  —  est  aussi  une  réduite.  Donc  la  formule  (1) 

fournit  immédiatement  la  réduite  jKn+i ,  et  indique  une  loi 
pour  former  les  réduites  de  période  en  période  (p.  129,  2). 
De  plus  l'égalité  (4)  prouve  que  si  A'  divise  P',  il  divisera 
Q'  ^  or  pour  «  =:  1 ,  P'=  A';  donc  les  dénominateurs  des  ré- 
duites jtw  ,  Jn+i ,  etc. ,  sont  tous  divisibles  par  A',  et  on  peut 

écrire  : 

±1 


PQ' 


0' 
en  posant  —^  =Q''  (nombre  entier). 

Agréez,  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiments  les  plus 
distingués.  A.  Guilmiin. 


ANNONCE. 

■ 

•  La  Division  abrégée ,  ou  Méthode  rigoureuse  et  facile  pour 
simpliOer  celte  opération  de  l'arithmétique  ,  approuvée 
par  l'Académie  des  sciences;  par  M.  P.  Gw?/,  capitaine 
d'artillerie,  in-8  de  72  pag.  Mathias,  15,  quai  Malaquais. 
On  rendra  compte  de  celte  remarquable  production. 
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THÉORIE  DU   CALCUL  ELEMENTAIRE. 

PAR  M.  AMPÈRE.   (Œuvre  posthume.) 

(Suite,  voir  p.  109  et  i6i.) 


L'utilité  qu'on  avait  retirée  de  la  considération  des  nom  • 
brcs,  et  l'embarras  que  causaient  ceux  qui  passaient  de 
certaines  limites,  et  dont  on  était  obligé  de  se  servir  sans 
pouvoir  s'en  faire  une  idée  bien  précise ,  inspira  une  nou- 
velle sorte  de  comparaison  qui  produisit  bientôt  une  nou- 
velle espèce  de  nombres.  Elle  résulta  de  la  manière  qu'on 
adopta  de  considérer  l'assemblage  de  plusieurs  unités  comme 
une  seule ,  de  compter  par  exemple  par  douzaines ,  par  cen- 
taines, etc. ,  comme  cela  est  encore  en  usage  dans  quelques 
circonstances  de  la  vie  civile  ;  on  retrouva  alors  tous  les 
nombres  dont  la  première  comparaison  avait  fait  naître 
l'idée,  car  une  quantité  pouvait  être  composée  de  une,  deux, 
trois  ou  quatre  douzaines  ou  centaines;  mais  la  plupart  des 
quantités  ne  pouvaient  plus  s'exprimer  de  cette  sorte;  on 
fut  d'abord  embarrassé  pour  exprimer  les  quantités  qui,  étant 
plus  petites  que  la  douzaine  (en  supposant  que  ce  fût  elle 
qui  eût  été  choisie  pour  unité),  ne  pouvaient  être  considé- 
rées comme  formées  de  la  répétition  de  cette  douzaine  :  on 
chercha  alors  à  les  exprimer  en  imaginant  qu'elle  fût  divisée 
en  un  nombre  convenable  de  parties  égales  ;  ce  qui  donna 
ridée  d'indiquer  les  différents  résultats  de  ces  divisions  par 
les  mots,  demi^  tiers,  quart,  cinquième,  etc.  Les  nouveaux 
nombres  qui  étaient  exprimés  par  ces  mois  faisaient,  comme 
les  nombres  entiers,  connaître  la  manière  dont  la  quantité 

Amn.  db  Matdém.  IV.  15 
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dont  on  voulait  parler  était  formée  de  celle  que  l'on  consi- 
dérait comme  unité,  et  en  disant,  par  exemple,  que  deux 
pommes  étaient  le  sixième  d'une  douzaine  de  pommes,  on 
concevait  la  douzaine  comme  l'unité,  dont  la  quantité  de 
deux  pommes  était  formée  en  divisant  cette  unité  en  six 
parties  égales  ;  on  donna  à  ces  parties  de  l'unité  choisie  le 
nom  d^aliquotes.  Quant  aux  quantités  plus  grandes  que  cette 
unité,  et  qui  ne  pouvaient  pas  cependant  être  considérées 
comme  formées  de  la  répétition  de  cette  unité,  on  les  con- 
sidéra comme  formées  de  celle  d'une  de  ses  aliquotes ,  et 
pour  exprimer,  par  exemple,  la  manière  dont  une  troupe  de 
quarante  hommes  pouvait  être  considérée,  comme  formée 
d'une  douzaine  d'hommes  en  divisant  celle-ci  en  trois  parties 
chacune  de  quatre  hommes,  et  en  répétant  dix  fois  une  de 
ces  parties,  on  disait  que  cette  quantité  de  quarante  hommes 
était  les  dix  tiers  de  celle  qui  avait  été  choisie  pour  unité. 
Les  nouveaux  nombres  dont  ces  considérations  nous  ont 
donné  l'idée  s'appellent  nombres  fractionnaires  ou  fractions^ 
suivant  que  la  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité  à  laquelle  on  la  compare ,  et  ils  portent  en  commun 
le  nom  de  nombres  rompus. 

27.  11  est  aisé  de  s'apercevoir  ici  que  la  signification  des 
mots  unité  et  quantité  a  déjà  reçu  une  altération  sensible 
en  acquérant  plus  d'extension  ;  elle  en  a  souffert  une  plus 
considérable  quand  une  troisième  sorte  de  comparaison  a 
produit  une  nouvelle  espèce  de  nombres. 

28.  On  la  découvrit  en  comparant  des  grandeurs  conti- 
nues, c'est-à-dire,  entre  les  parties  desquelles  il  n'y  avait 
point  de  séparation  naturelle,  comme  deux  distances,  par 
exemple,  ou  deux  poids;  il  suffisait  que  nous  sentissions  la 
possibilité  de  cette  séparation  pour  concevoir  une  longueur 
formée  de  la  réunion  de  cinq  pieds,  ou  un  poids  résultant  de 
celle  de  trois  dixièmes  de  livre. 
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Il  nous  fut  dès  lors  aisé  de  retrouver  entre  des  grandeurs 
continues  choisies  convenablement  tous  les  nombres  entiers 
et  rompus  dont  les  comparaisons  dont  je  viens  de  parler 
nous  avaient  donné  l'idée  ;  mais  nous  éprouvâmes  plus  de 
difficultés  à  déterminer  avec  précision  le  nombre  qui  résul- 
tait de  la  comparaison  de  deux  grandeurs  données.  On  dut 
d'abord  s'apercevoir  que ,  lorsque  la  plus  petite  des  deux 
grandeurs  n'était  pas  contenue  exactement  dans  la  plus 
grande,  et  que  la  manière  dont  celle  ci  était  formée  de  la 
première  ne  pouvait  par  conséquent  pas  être  exprimée  par 
un  nombre  entier,  il  fallait  trouver  une  grandeur  homogène 
plus  petite,  qui,  étant  contenue  exactement  dans  chacune  des 
deux  autres,  pût  servir  à  trouver  le  nombre  rompu  de- 
mandé; en  faisant  voir,  dans  le  cas,  par  exemple,  où  celte 
grandeur  plus  petite ,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  com 
mune  mesure  des  deux  proposées ,  était  contenue  cinq  fois 
dans  l'une  et  douze  fois  dans  l'autre ,  que  la  plus  petite  était 
les  cinq  douzièmes  de  la  plus  grande ,  et  celle-ci  les  douze 
cinquièmes  de  la  première. 

29.  En  exprimant  ainsi  par  un  nombre  la  manière  dont 
une  grandeur  continue  est  formée  d'une  autre  ,  on  continue 
à  donner  le  nom  de  quantité  à  celle  que  l'on  considère  comme 
formée  de  l'autre,  et  celui  d'unité  à  celle-ci,  quelque  éloignée 
que  cette  signification  soit  de  celle  qu'avaient  d'abord  ces 
deux  mots  ;  nous  nous  conformerons  à  cet  éprard  à  l'usaïe 
universellement  adopté. 

On  voit  d'après  cela  comment  il  est  arrivé  que  Ton  a  fini 
par  faire  du  mot  quantité  un  synonyme  de  grandeur.  On 
n'admet  en  général  dans  un  même  calcul  qu'une  seule  unilé 
pour  toutes  les  grandeurs  d'une  même  espèce,  et  cette  unité 
est  ordinairement  sous-entendue,  en  sorte  que,  s'il  est  ques- 
tion, par  exemple,  de  plusieurs  longueurs  rapportées  à  l'unité 
appelée  pierf,  on  représente  chacune  dans  le  cours  du  calcul 
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par  le  nombre  qui  exprime  la  manière  dont  elle  est  formée 
de  celle  unilé,  sans  qu'on  se  melle  en  peine  de  la  valeur 
particulière  de  celle-ci ,  dont  il  suffît  de  se  souvenir  à  la  fin 
(lu  calcul  pour  en  inlcrpréler  le  résultat.  Il  est  évident  qu'a- 
lors toutes  ces  grandeurs  sont  considérées  comme  des  quan- 
tités, ce  qui  porte  à  regarder  ces  deux  mots  comme  syno- 
nymes; mais  on  aurait  autant  de  raison  de  faire  la  même 
chose  à  l'égard  des  mots  grandeur  et  unité  ^  car  s'il  y  a  plus 
do  grandeurs  dans  un  même  calcul  considérées  comme  des 
quantités,  qu'il  n'y  en  a  de  prises  pour  unités,  il  n'en  est 
pas  moins  vrai  que  toute  grandeur  peut  cire  considérée  in- 
différemment sous  l'on  ou  l'autre  point  de  vue,  et  que,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  on  peut,  dans  la  comparaison  de  deux 
grandeurs  quelconques,  prendre  à  volonté  la  plus  petite  ou 
la  plus  gravide  pour  unité ,  et  considérer  l'autre  comme  une 
quantité  formée  de  cette  unité  de  la  manière  indiquée  par  le 
nombre  qui  résulte  de  celte  comparaison,  et  qui  est  toujours 
entier  ou  fractionnaire  quand  la  plus  petite  des  deux  gran- 
deurs est  prise  pour  unité,  et  toujours  fraction  dans  le  cas 
contraire. 

30.  On  peut  remarquer  en  passant  que  la  comparaison  de 
deux  grandeurs  pouvant  ainsi  être  faite  sous  un  double  point 
de  vue,  il  en  résulte  toujours  deux  nombres,  qui  ont  entre 
eux  une  analogie  réciproque  bien  remarquable;  en  sorte  que, 
si  l'un  esl,  par  exemple,  six  treizièmes,  l'autre  ne  pourra 
être  que  treize  sixièmes:  c'est  ce  que  nous  appellerons  do- 
rénavant nombres  réciproques ,  et  l'on  voit  par  cette  défini- 
tion que  les  fractions  un  demi ,  un  tiers  ,  un  quart ,  etc. , 
sont  les  nombres  réciproques  des  entiers ,  deux ,  trois , 
quatre,  etc.  De  même  que  la  fraction  sept  huitièmes  est  réci- 
proque du  nombre  fractionnaire  huit  septièmes. 

31.  C'est  la  nécessité  de  trouver  une  commune  mesure  à 
deux   grandeurs  pour  exprimer  exactement  à  l'aide   d'un 
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nombre  la  manière  dont  l'une  d'elles  est  formée  de  l'autre, 
qui  a  fait  découvrir  la  troisième  espèce  de  nombre  dont  nous 
traitons  actuellement.  En  effet ,  après  avoir  imaginé  le  pro- 
cédé pour  trouver  celte  commune  mesure,  que  nous  ferons 
bientôt  connaître,  et  dont  l'invention  remonte  probablement 
à  la  plus  haute  antiquité,  il  dut  arriver  souvent  qu'on  n'en 
trouva  point ,  et  l'on  dut  croire  longtemps  que  cela  ne  venait 
que  de  sa  petitesse,  qui  la  faisait  échapper  aux  meilleurs 
instruments  dont  on  pût  se  servir  pour  donner  plus  de 
précision  à  cette  opération.  Mais  descalculaleurs  plus  habiles, 
ayant  cherché  la  manière  dont  une  grandeur  était  formée 
d'une  autre  dans  le  cas  où  le  nombre  qui  l'exprimait  pouvait 
être  déterminé  par  la  seule  considération  des  relations  exis- 
tantes entre  elles  ,  dénionlrèrent  rigoureusement  que  deux 
grandeurs  pouvaient  être  telles ,  qu'aucune  grandeur  plus 
petite  ne  pût  leur  servir  de  commune  mesure  ;  comme  on 
prouve,  par  exemple,  en  géométrie  ,  que  cela  arrive  quand 
on  compare  la  ligne  droite  qui  sert  de  côté  à  un  carré  et 
celle  qui  en  joint  deux  angles  opposés. 

32.  Les  grandeurs  qui  se  trouvaient  dans  ce  cas  furent 
appelées  incommensurables,  et  de  même  que,  lorsqu'on  n'a- 
vait pas  pu  exprimer  par  aucun  des  nombres  entiers,  les 
seuls  connus  jusqu'alors,  la  manière  dont  une  quarantaine 
était  formée  d'une  douzaine,  on  avait  imaginé  pour  cela  une 
nouvelle  espèce  de  nombres,  on  en  établit  ici  encore  une 
nouvelle,  à  laquelle  on  donna  le  nom  de  nombres  irration- 
nels; en  sorte  que  les  nombres  exprimant  en  général  la 
manière  dont  une  grandeur  esl  formée  d'une  autre  étaient 
rationnels  ou  irrationnels ,  suivant  que  ces  doux  grandeurs 
avaient  ou  n'avaient  pas  de  commune  mesure. 

{La  suite  prochainement.) 
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Problème. 

Couper  un  triangle  par  une  droite^  de  manière  que  les  deux 
parties  de  ce  triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 
et  qu'elles  aient  leurs  centres  de  gravité  sur  une  même  perpen- 
diculaire à  la  sécante.  On  résoudra  ce  problème:  i"  lorsque  les 
deux  côtés  coupés  du  triangle  sont  égaux  ,  et  en  particulier 
quand  le  triangle  est  équilatéral  ;  2^  lorsque  les  trois  côtés  du 
triangle  sont  inégaux. 

Solution. 

{Fig.  14.)  Soient  OABle  triangle  proposé,  ED  Hla  sécante 
cherchée,  G'  et  G"  les  centres  de  gravité  de  EOD  et  AEDB, 
et  G  le  centre  de  gravité  de  A013.  Je  prends  pour  axes  les  cô- 
tés OA,  OB  ;  pour  origine ,  le  sommet  O,  et  je  désigne  enfln 
par  a,  /;,  les  côtés  OB ,  OA ,  et  par  a ,  p ,  les  côtés  correspon- 
dants ÔÏJ,Ï)Ë. 

Cela  posé,  les  deux  triangles  AOB,  EOD,  qui  ont  un  angle 
égal  O,  sont  entre  eux  comme  les  reclangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle  ;  ce  qui  donne,  à  cause  de  la  première 

condition  : 

ab       m  r.  y. 

— -  =  —  ;    ou   myJ^  =  nab  (1) 

a3        ji 

—  étant  le  rapport  connu  de  AOB  à  EOD. 
n 


(*)  Les  figures  coniicnnont  plusieurs  fauics.  que  Ielee(cur  est  prié  fie  corriger. 
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Les  équations  des  droites  AB,  ED,  sont  respectivement  : 

b^  a  '    ^^  a        '' 

OMy  =  ---tx+b  (2),  ^  =  -?a:  +  P(3). 
a  a 

L'éqaation  de  G^,  qui  passe  en  G'  {x\  f)  et  G"  (x\  y'), 
est 

Cette  droite  devant  être  perpendiculaire  à  ED,  on  doit  avoir, 
entre  les  coefficients  de  x,  la  relation 

\-{-  aa'  +  [a-\-  a')  cos  9  =  0 , 
en  faisant  : 

a  X^ — X' 

On  tire  de  là, 

\  -  cos  0 

1  4-  rtC0S6  y'  —  y"  a 

a'= ^ OU     '^— -„= r ', 

a  —  COSÔ  x  —  x'  p   , 

—  -  +  COS  0 


savoir  : 


y -y      a-pcos6  ^^^ 


X  — x"  P  —  aCOSO' 

Je  n'ai  point  encore  exprimé  que  les  points  G',  G"  sont  les 

rentres  de  gravité  de  OEli  etUEAB;  il  faut,  pour  que  cela 
ait  lieu,  que  la  somme  des  moments  du  triangle  EOD  et  du 
quadrilatère  AEDB  ,  soit  égale  au  moment  du  triangle  AOB. 
Prenant  donc  Ox  pour  axes  des  moments,  j'ai 

PT  +  P"T"  =  PT^  (6) 

P',  P",  P,  désignant  respectivement  les  perpendiculaires 
gTÏ,  g 'H',  Glï,  T',  T' ,  T  sont  les  aires  correspondantes. 
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1  i 

Or  P  =ysin6=-psinG,  P"=y'sinO,  P=-6sinôj 
t>  3 

n  ni  —  n 

T'=-T,     r  = -T; 

m  m 

ces  valeurs  se  déduisent  des  centres  de  gravité  des  triangles, 
et  aussi  de  (1).  Par  suite,  l'équation  (6)  devient.  -. 

-psinô.-T+y'sine T  =:-6sinO.T; 

OU  bien  : 

wP+  3  (m  —  n)y'  =  mb.  (7) 

En  prenant  les  moments  par  rapport  à  O^,  on  obtient  de 
même  : 

nct.-\-  3  (m  —  n)  a:"  =  ma  ,•  (8) 

équation  qui  peut  se  déduire  de  la  précédente. 
Ces  deux  équations  donnent  * 

ma — TiJi  ,,        îîib  —  «8 

jr"  =z r    = fo) 


D'ailleurs,  l'équation  (4)  doit  être  vérifiée  par  x  =  x", 
y=y'  -,  par  conséquent  : 

mb — 71^         p        a  —  pcos6   /ma  —  jix 


(ma  —  71'jc       a\ 
3  (m-  n)  ~  3/  ' 


3  (//i  —  n)        3        p  —  a cosû  \3  [m  -  n) 
d'où 

{a-[-bcos(j)  x—{b-^a  COS&)p  — a2  +  ^«  =  0.        (A) 

et  a<^=:=^ab  =  q.  (B) 

m 

Les  deux  équations  (A)  et  (B)  détermineront  «  et  p,  ou  la 
position  de  la  sécante. 

1°  Le  triangle  étant  isoscèle  (^g'.  15),  par  rapportaux  côtés 


OA,   OB,  l'on  a  a=b^  et  l'équation  (A)  devient 
a  (1  +COS  0)  (oc  —p)  —  (a^  -fO  =  o, 
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ou 

('^-W  [^(MCOSO)—  (a+P)]==:0   (A')    aP=-a'    (B'j. 

L'équation  (A')  se  décompose  donc  en  ces  deux  autres  : 

a  =p,  a+  ^  =  a{\  +COS0). 

La  première  donne,  à  cause  de  (B')  : 

«  =  p=a-^.  (A") 

La  sécante  est  donc  parallèle  à  la  base  dans  le  cas  où  le 
triangle  proposé  est  isoscèle,  et  l'on  a 

\/n 

OE  =  OD  =  OA  V-» 

y  m 

valeur  très-facile  à  construire.  11  est  d'ailleurs  évident  que 
toutes  les  conditions  du  problème  sont  satisfaites. 
Si  l'on  prend 

1  n 

a  -|-  P  =  ^  (1  +  cos  6)  =  2a  cos'  -  & ,    avec    ap  =  —  «% 


il  en  résulte 


2a  cos*  -  ex  +  -  a'  =  0.  (A'") 

2  m 


Pour  que  les  racines  de  cette  équation  soient  réelles,  on 
doit  avoir 

a  COS^  -  Ô        —  a\     ou      COS*  -  6        — . 

On  voit  donc  que  la   condition  absolument  nécessaire  est 
w>/i.  Si  Ton  avait  m=:/2,  G  serait  nul,  et  il  n'y  aurait  plus  de 

triangle.  Si  cos^^O  =  — ,  alors  le  premier  membre  de  A    est 

m 

un  carré,  et  le  triangle  formé  par  la  sécante  est  isoscèle  ;  et 

Us  côtés  adjacents  à  l'angle  Osont 

1  1 

a  =  p  =r:rtcos*  -9  =  -  a{\  -f  œsO). 
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Tour  construire  les  racines  de  l'équation  (A"),  je  pose 

1  n 

a  +  P  =  2a  COS'  -0  =  2/?,      a^=z~a''  =  q*  : 

la  question  est  donc  ramenée  à  trouver  les  deux  côtés  d'un 
rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  ^%  et  dont  la  somme 
de  la  base  et  de  la  hauteur  est  2/?  ;  problème  très-facile. 

2"  Si  le  triangle  isoscèle  est  en  même  temps  équilatéral, 
toutes  les  remarques  précédentes  sont  encore  applicables  :  il 

suffit  de  poser  cosO  =cosiTt=|V/3. 

Le  triangle  étant  à  la  fois  rectangle  et  isoscèle ,  on  a  tou- 
jours 

a=B  =  ât»/— ,     et    a—aoiA a' =  0. 

y     m  'm 

Dans  ce  cas,  pour  que  le  second  système  soit  possible,  il  faut 

que  l'on  ait 

1      =  /i  = 

4«. 


i 


1     ,=  n 

— 

--  ^   ^      —  Cl  ^ 

ou 

m 

4       >  m      ' 

> 

On  ne  peut  donc  supposer  le  triangle  cherché  plus  grand 
que  le  quart  du  triangle  donné  :  si  m  =  4/2,  a=  |3  et  la  se- 
conde solution  se  confond  avec  la  première. 

3°  Dans  le  cas  général  nous  aurons  à  résoudre  les  deux 
équations 

P^_a^_Mp  +  Na  =  0,        (C)  u^  =  q,         (D) 

en  posant  M  =  ^  -J-  ^  cos  0,  N  =  «  +  ^  cos  6,  q  =  etc.  La 

g 
seconde  donne  P  =  -  ;   d  ou 

a 
a*  —  Na»+  M^a  —  ^^  =  0.  (C) 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faudrait  commencer  par 
la  ramener  à  la  forme  a''  -{-px"  -\-qcA-{-r=o  ,  puis  chercher 
la  réduite ,  trouver  Tune  des  racines  de  cette  réduite ,  etc. , 
ce  qui  donnerait  lieu  à  des  calculs  très  longs  et  ne  pourrait 
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nullement  servir  à  construire  les  valeurs  de  «  et  p.  Je  re- 
marquerai seulement  : 

1°  Que,  le  dernier  terme  de  l'équation  (C)  étant  essentiel- 
ment  négatif,  la  racine  a  a  au  moins  une  valeur  réelle,  ou, 
ce  qui  est  équivalent ,  que  le  problème  a  toujours  au  moins 
une  solution. 

2°  Que,  si  l'on  a  M  =  —  N,  le  premier  membre  est  divisi- 
ble par  a' — q,  et  donne  pour  quotient  a"*— Ma+^  ;  il  y  aurait 
donc  alors  deux  solutions.  Mais  comme  celte  hypothèse  revient 
à  supposer  G=  n,  ces  deux  solutions  ne  sont  qu'illusoires. 

Revenons  aux  deux  équations 

p^_-a'_-MH-Na=  0,  (C)  <^^  =  q.  (D) 
Pour  construire  les  racines  de  ces  deux  équations,  j'observe 
qu'en  regardant  a  et  p  comme  des  variables,  la  première  re- 
présente une  hyperbole  rapportée  à  des  coordonnées  parallèles 
à  ses  axes  (les  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires),  et 
la  seconde  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Il  suit 
de  là  que ,  si  sur  deux  droites  perpendiculaires  prises  pour 

axes,  ou,  ce  qui  est  préférable,  si  sur  les  côtés  OA,  OB  du 
triangle  proposé,  l'on  construit  ces  deux  courbes ,  les  coor- 
données de  leurs  points  de  rencontre  seront  les  valeurs  de  a 
et  6,  en  sorte  que  la  droite  sécante  sera  déterminée. 

N 
Pour  la  première  hyperbole,  changeons  a  en  a-| ,  p 

en   p  +  -7-  :  son  équation  devient 

N'  — M'  1      .      ,,    . 

?^~a'== ^—  =  -  -  {a'-  ^>in^O.       (E) 

On  voit  que  l'axe  des  j^  ou  des  p  sera  le  second  axe  de  l'hy- 
perbole si  l'on  a  <^>>  ^,  et  réciproquement.  Les  longueurs  des 
demi-axes  rendus  réels  sont  d'ailleurs  = 

y  z=z  a'=  •-sinOV^Sla'—^').  ^E') 
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Si  l'angle  0  est  droit,  Vhypcrbole  est  cquilatèrc,  et 

Il  est  bien  entendu  que  Tcqualion  (E)  est  celle  de  l'hyper- 
bole après  que  l'on  a  fait  passer  les  axes  par  son  cenire  déter- 
miné parles  coordonnées, 

Ni.,  Ml 

^=:~  =  -(^-f^COSe),      ^=:-=-(^  +  ^C0S6).    (E") 

Comme  on  peut  toujours  supposer  que  a ,  t  et  cos  0  sont 
des  quantités  positives,  il  s'ensuit  que  les  deux  courbes  offri- 
ront à  peu  près  la  disposition  indiquée  sur  la  figure  17. 

Dans  les  cas  particuliers  examinés  d'abord,  il  est  clair  que 
les  lieux  géométriques  s'appliquent  également;  si  par  exem- 
ple û  =  6,  les  équations  (C)et  (D)  deviennent 

p=«,  al3  =  î?,  (F) 

P  =  __a-l_^(l_|_C0S6),      o.'^  —  q.  (F') 

Alors  le  premier  système  de  valeurs  est  déterminé  par 
la  rencontre  d'une  droite  passant  à  l'origine  et  de  l'hyper- 
bole c;p=^;  le  second  système,  par  l'intersection  de  la 
même  hyperbole  avec  la  droite  dont  l'équation  est 

P=  — a-}-^(l4-C0S&). 

On  peut  se  proposer  de  chercher  quelle  est  la  courbe  que 
décrit  le  point  I ,  intersection  de  la  sécante  et  de  la  droite 
qui  passe  par  les  centres  de  gravité  G',  G",  lorsque,  les  côtés 
tf ,  b  étant  constants,  l'angle  G  varie.  Pour  cela ,  je  prends  les 
équations  de  ces  deux  droites  ;  savoir  : 

P         a  — PCOSÔ     l  ^\  Pi/,         >C\ 

•^  3         P  — aCOSG    \  3/^     ^  a       ^^'      ' 

et  les  équations 

(rt+^C0Se)«—  (/;+rtCOS0)[B— a'  +  P'=0,      o^^q.   (B) 
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II  est  évident  que,  pour  avoir  la  solution  cherchée,  il  faut 

éliminer  les  quantités  qui  déterminent  le  triangle  MOD , 

c'est-à-dire  a ,  p  et  cos  0. 

S 
Or  (G)  donne  -  x  =  ^  —y  ;   multipliant  par  ap  =  ^  ,   il 

a 
vient  p'^  zzz^q—  qy  \   d'où 

puis 


l^^\/ï^' 


«=:-==  .         (H) 

Et  comme  la  première  équation  donne 

COS 9  —  — 


3P^  — aP— 3ar-f  «p 


_  3aJ:  — g'—  3Pr+P' 
"  3  (par- or)  ' 

la  troisième  devient 

3(^a  -  6P)  (po:— or)  +(6a-ap)  (3aJ:~3pr  +P  — a')   | 

~3(a'-Pl(p:f~a>-)=0.  j    ^^ 

Il  resterait  à  introduire  pour  a  et  p  leurs  valeurs  (H')  et  (H). 
Si  l'on  voulait  faire  des  applications  numériques,  il  fau- 
drait rendre  calculables  par  logarithmes  les  formules  qui  ne 
ne  le  sont  pas  immédiatement.  Pour  cela  ,  soit  d'abord  les 
racines  de  l'équation  (A."  ) , 

.1        ,  "     , 

a  —  2a  cos  -  Ô.aH a=  0  ; 

d'où 

u  =  a  cos*  -  0  ±:  iz  \  /   cos'»  -  0 . 

2  V  2         m 
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Cette  quantité  a  devient  d'abord  : 


o,=a  cos'  -  0  (  1  =t  \  /  1  ^^ 


V' 


2      \  V  mcos^^O/* 

Pour  que  a  soit  réelle ,  il  faut  que  -  J^\^^ ,  soit  plus  petite 
que  1  ;  on  peut  donc  poser 


sin 
alors  a  devient 


^"'^      V'^icos^fô'  ^^^ 


ou 


:,  —  acos"  -6(lztC0S<}>), 


1  1 

a.  — 2a  cos'  -  6  cos'  -  <p  , 

1  1 

P  =  2^  cos*  -  0  sio'  -  9 , 

2  2^ 


(L) 


Pour  les  valeurs  (E)  et  (F) ,  il  n'y  a  d'autre  transforma- 
tion à  effectuer  que  a'—b"  =  (^  -f.  h)  [a  —  h). 

Soit  encore  à  rendre  calculable  la  valeur  k  =  fUjLS^, 
,      ,  p~«cosO' 

trouvée  plus  haut,  et  soit  p>  a. 

a 

-  —  COS  9 

On  a  k  = Comme  il  y  a  des  tangentes  de  toutes 

1  —      COS  9 

r 

\q%  grandeurs ,  je  pose  tang'  '^^  =  g  »  ^»"g'  ?'  =  cos  ô ^  d'où 
1  — langïlaiigV  b^y-rv/       i  — tang^laiig»" 

1  -f- tang(ptangf 
donc 

k  =  lang  (9  +  'f')  tang  (<p  —  ^'). 
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11  n'est  pas  à  craindre  que  l'arc  «p'  soit  imaginaire  :  car 
l'angle  0  est  toujours  supposé  aigu. 

OB       m  — 2   s 

Sur  la  figure  1 5 ,  on  a  r=r  =  — ,  d'où  OB  :OD::w:rt, 

ON       "^ 
doncOE  =  OD,  est  la  première  solution. 


On  prend  ensuite  (^gr.  16),  GH  =  01  =  acosG,  GH'  =  rt- 


Décrivant  HKH',  on  mène  la  parallèle  KE'  à  une  distance 

égale  à  OD  =  ^  v/— .  Par  suite  HL  +  H'L  =  a  {1  +  cos  0) , 

y    m. 


m 
n 


KL  =  HL  .  H'L  =  -  a^   donc  HL  et  H'L    sont  les  lon- 

gueurs  a  et  p. 

La  seconde  figure  {fiq.  17)  est  le  cas  général.  Après  avoir 

prolongé  les  côtés  6Â,  OB  du  triangle  donné ,  on  décrit  la 

circonférence  OFB;  par  le  point  0,  l'on  décrit  AF.  On 

porte  BF  en  G  et  en  H ,  sur  les  perpendiculaires  BG ,  BH  , 

joignant  HG ,  cette  droite  est  déjà  k  2  [a^ —  h")  ;  menant  GI 

parallèle  à  OA ,  et  faisant  GI  =  GH ,  il  vient 


J  K  =  sin  b  V/2  {a^  —  h')  —  2a'  =  2b', 
Menant  les  perpendiculaires  BL,  AM  sur  les  côtés^Â,  ÔB 
et  faisant  AN  =ÔL,BN'=ÔM,  il  s'ensuit  que  ON^r^+^cosQ, 
(W=d5+^cosO.  Si  donc  on  prend  0P=  -  ON,  ÔF=lôN^, 

O  sera  le  centre  de  la  première  hyperbole,  dont  les  axes 
sont  connus. 
Pour  la  seconde,  on  fait 

Ôk=-a,     d'où    OT=(5S  =  rt  4/-  =  0S' 
décrivant  S'UA,  il  vient  W  —  %/-  ab  ^  n.    Euûn      VX 
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et  V'X  donnent  le  point  X  de  la  seconde  hyperbole ,  qui 
rcnconiro  la  première  en  deux  points  ;  le  premier  en  Z , 
l'autre  dans  le  sens  opposé ,  vers  les  coordonnées  négatives  ^ 
d'où  Ton  achève  le  triangle  EOD  ,  qui  est  celui  demandé. 

Cette  figure  montre  qu'il  y  aura  en  général  deux  solutions 
imaginaires ,  et  une  autre  qui  ne  satisfait  pas  tout  à  fait  à 
l'énoncé.  Quant  au  triangle  OED,  bien  qu'il  ne  soit  pas 
renfermé  dans  le  premier  triangle  ,  il  satisfait  puisque  l'on 
peut  prendre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  AE  BD, 
et  le  joindre  au  centre  de  OED,  par  une  droite  qui  sera 

perpendiculaire  à  ED. 

NOTE 

Sur  la  limite  des  racines  (*) . 

PAR  M.  TIZiIiOT, 

professeur  à  Castres. 


Lorsque,  pour  déterminer  la  limite  supérieure  des  racines 
positives  d'une  équation  ,   on  part  de  l'une  des   formules 

n  — 

jc  z=\  -iç-'^  ^  a  ~  i  -\-  k^N,  on  sait  que  généralement  le 
nombre  obtenu  est  trop  fort;  il  me  semble  que  l'erreur  vient 
le  plus  souvent  de  ce  que  la  méthode  suivie  dans  la  déter- 
mination des  formules  n'est  pas  assez  générale. 
Soit 

—  ^m—n-^'     •  •  —  A  m—  r-^  •  •  •  ^^^  t) , 


une  équation  dans  laquelle  Am-n  est  le  premier  coclFicient 
négatif,  et  Am-r  le  plus  grand.   11  vient  en  divisant  toute 

(*)  Voir  tome  1 ,  p.  243  et  tome  II ,  p.  5i7. 
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l'équation  par  un  coefficient  quelconque  positif  précédant  le 
premier  terme  négatif ,  et  que  je  supposerai  Am~h  , 

%^  •  •  •     *^      •  •  •      "  '        */V  •  •  kA^      ,  •  .  ■   ■      V/  • 


Am — h      Affi—ii  Am~-h  A  m — h 

pour  avoir  une  limite  supérieure ,  il  suffit  de  satisfaire  à 
l'inégalité 

X    >    —-X    ..,+— _^, 
■^m—h  ^m — h 

ou  aux  suivantes  : 

Am — h 

'»  m — r      /  «^         l 


X  j:> 


Am—  h    \   ■^  —  1 

Cette  dernière  devient 

—  Am~  k 

or,  comme  l'on  a  toujours  h «  +  1 ,  pour  satisfaire  à  l'i- 
négalité (1) ,  il  suffit  de  poser 

Am—r         ,,    ,  .     ,    Affi—r 

X — 1= d  ou     X  =  i -] . 

Am—h  A  tu —  h 

On  aura  donc  une  limite  supérieure  ,  en  ajoutant  l'unité 
au  quotient  du  plus  grand  coefficient  négatif,  par  un  coef- 
ficient quelconque  positif  précédant  le  premier  terme  néga- 
tif. Cette  limite  sera  d'autant  plus  exacte ,  que  le  diviseur 
sera  plus  grand  :  il  convient  donc  de  diviser  toujours  par  le 
plus  grand  coefficient  positif  précédant  le  premier  terme  né- 
gatif (*).  Si  le  deuxième  terme  de  l'équalion  était  nèj^atif, 
on  retomberait  sur  la  formule  x  =  i  -\-  N.  Celte  méthode 
appliquée  à  l'équation 

x'-\-2x'-^S0x^—^0x'—H0x^—G0x^—Wx"—20x—30  =  0 , 

80 
donne  pour  limite  x  =  1  -4-  ~  =  2. 

y')  Consc(|uence  iinmodiale  de  la  méthode  ordinaire.  l'in. 

Ann.  de  Matuém.  IV.  16 
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Les  mélhodcs  ordinaires  donneraient  .r  =  81  ou 

3    

07  =  1  +  ^80  =  6. 

On  peut  encore  déduire  de  (1)  une  limile  plus  approchée 

A    _  • 
que  o;  ==  1  -j-     "^     .  En  effet  en  divisant  par  Jt^^'  il  vient  : 

(.r_l)^*-"->^; 
—  Am — h 

d'où 

h—n 


(^_l)--  =  :^^ni    et    x=l  + 


y       Am-h' 


Pour  avoir  une  limite  supérieure,  il  faudra  donc  diviser 
le  plus  grand  coefficient  négatif  par  un  coefficient  quel- 
conque positif  précédant  le  premier  terme  négatif,  extraire 
du  quotient  une  racine  d'un  indice  égal  à  la  différence  en 
exposants  du  terme  positif  qui  a  servi  de  diviseur ,  et  du 
premier  terme  négatif,  et  ajouter  au  résultat  l'unité. 

On  trouve  ainsi  pour  l'équation 

jt'<^+  29x^  +  38j:^—  fix^  —  50x'—  30a:  +  64  =  0, 


JC 


=*+\/S='+^^='^ 


les  méthodes  ordinaires  donneraient  N  +  1  =  57 , 

n  __  3    

+  \/N==l+V/56=5. 

Il  est  à  remarquer  que  la  première  méthode  eût  donné  la 
même  limite  3. 
Jl  reste  à  se  demander  si  l'on  obtiendra  toujours  ainsi  une 

n 

limite  plus  exacte  qu'en  partant  de  la  formule  x=\-\-  V^N; 
pour  que  cela  soit,  il  faut  évidemment  avoir  la  relation 


h—n 

/T  m—n 

i--î:  <  v/a;;=;- 

V        Atn-A 
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Il  cosiviendra  donc  d'examiner  dans  chaque  cas  quel  est 
celui  des  coefficients  positifs  qu'il  faudra  employer  comme 
<liviseur. 

Si  on  prend  le  premier,  on  retombe  sur  les  formules 

n 


iNOTE 

Sur  quelques  questions  d'arithmétique    élémentaire. 

PAR  M.  ABEx.  TRAsrsonr, 

répétiteur  d'analyse  à    l'École  polytechnique. 


I. 

Divisibilité  par  11.  Le  procédé  suivant,  pour  trouver  le 
reste  de  la  division  d'unnombre  parti,  me  paraît  d'une  ap- 
plication plus  facile  que  celui  qu'on  emploie  ordinairement. 
—  «  Partagez  le  nombre  proposé  en  tranches  de  deux  chiffres 
en  commençant  par  la  droite.  Au-dessous  de  chaque  tranche 
écrivez  son  excès  sur  le  plus  grand  multiple  de  11  qui  s'y 
trouve  contenu.  Faites  la  somme  de  cet  excès  en  supprimant 
le  nombre  1 1  à  mesure  qu'il  se  forme.  La  somme  finale  est  le 
reste  demandé.  »  —  Voici  un  exemple  du  calcul. 

3,  78,  96,  54,  39. 
3,     1,     8,  10,     6. 

On  voit  que  la  somme  des  restes  divisée  par  1 1  donnera  G 
pour  reste;  et  6  est  aussi  le  reste  de  la  division  du  nombre 
proposé  {v.  p.  73). 

(*)  La  limite  de  M.  ïillol  eài  un  cas  particulier  de  la  limite  de  Uret,  (|ui  est 
plus  approchée  (t?.  t.  H,  p.  5V!6).  Tm. 
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IL 

Fractions  décimales  périodiques  ;  retour  à  leurs  fractions 
génératrices^  ou  bien,  détermination  de  leurs  limites. 

Pour  le  cas  d'une  période  simple,  M.  Catalan  a  levé  {Nou- 
velles Jnnales,  l.  1,  p.  465)  la  difficulté  qu'on  peut  très-rai- 
sonnablement opposer  à  la  méthode  donnée  dans  la  plupart 
des  traités  d'arithmétique.  Il  a  fait  voir  que  la  fraction  ordi- 
naire donnée  par  la  règle  reproduirait  par  son  développement 
la  fraction  périodique.— On  peut  étendre  le  même  raisonne- 
ment à  une  fraction  périodique  mixte. 

Pour  prouver  par  exemple  que 

0,38457457..... 
a  pour  génératrice  la  fraction  ordinaire 

38457  —  38 


99900 

J'observe  que  cette  dernière  donnera  lieu  par  son  dévelop- 
pement à  la  répétition  de  38457  fois,  moins  38  fois  la  période 

mixte 

0,00001001001.... 

Prenons  d'abord  38457  fois  chacune  des  unités  décimales 
de  ce  développement  ;  il  en  résultera  les  nombres  décimaux 

suivants 

0,38457 

0,00038457 

0,00000038457 

dont  la  suite  est  indéfinie.  11  faudrait  les  ajouter  et  ensuite 
retrancher  delà  somme  38  fois  chacune  de  ces  mêmes  unités  : 
c'est  ce  qu'on  peut  opérer  avant  l'addition,  en  supprimant 
dans  le  tableau  précédent  les  deux  premiers  chiffres  signifi- 
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califs  de  chaque'nombre  si  ce  n'est  dans  le  premier  où  on  doit 

les  laisser  subsister.  Dès  lors  il  est  manifeste  qu'on  trouvera 

pour  somme  la  fraction  périodique  mixte  proposée. 

Après  avoir  prouvé  que  la  fraction  ordinaire  donnée  par 

la  règle  est  la  fraction  génératrice  de  la  fraction  périodique 

correspondante,  on  peut  prouver  aussi  qu'elle  en  est  la  limite  ; 

et  c'est  uniquement  sous  ce  double  point  de  vue  de  fraction 

génératrice  et  de  limite  qu'il  semble  qu'on  devrait  considérer 

l'expression  dont  il  s'agit. 

27 
Pour  prouver  par  exemple  que  —  est  bien  la  limite  de  la 

fraction  périodique 

0,272727 


j'observe  premièrement  que  les  expressions 

27      2727      272727 


99'     9999'     999999' 


etc., 


27 
sont  équivalentes.  D'après  cela  l'excès  de  —  sur  les  valeurs 

qu'on  obtient  en  prenant  successivement  une,  deux,  trois... 
périodes  reçoit  les  déterminations  suivantes  : 

27         27     _  27    1 
99~99+î~99  Tôt) 
2727  2727  27        1 


9999        9999-fl        99    iOOOO 
272727  272727  27         I 


999999        .99999+1        99  1000000 

C'est  comme  on  voit  l'extension  du  procédé  qu'on  emploie 
ordinairement  pour  prouver  que  1  est  la  limite  de  la  fraction, 

0,9999... 

et  ce  même  moyen  s'applique  identiquement  aux  périodes 
mixtes. 
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111. 

Extraction  de  la  racine  carrée  par  approximation.  Si  on 

compare  le  calcul  par  rapproximalion  en  décimalesavcc  celui 

qu'on  doit  faire  pour  calculer  Tapproximation  à  moins  d'une 

1 
frac  lion  quelconque  -  j  on  verra  que  celui-là  a  sur  l'autre  un 

grand  avantage,  quoique  d'ailleurs  la  règle  soit  la  même. 

Il  faut  multiplier  le  nombre  proposé  par  le  carré  de  a,  ce 
qui  peut  rendre  fort  laborieuse  l'extraction  de  la  racine  carrée 
qu'on  devra  faire  ensuite.  Cependant  le  résultat  de  l'approxi- 
mation sera  peut-être  d  ajouter  à  la  partie  entière  de  la  ra- 
cine une  fraction  dont  le  numérateur  sera  très-petit.  Bien  plus! 
comme  on  ne  sait  pas  d'avancesi  le  nombre  proposéest  ou  n'est 
pas  un  carré  parfait,  de  deux  choses  Tune  :  ou  bien  on  ne  fera 
l'extraction  qu'après  avoir  multiplié  le  nombre  proposé  par 
le  carré  de  a  ;  et  alors,  si  ce  nombre  est  un  carré  parfait,  on 
se  sera  imposé  bien  gratuitement  un  surcroît  de  peine;  ou 
bien  on  essayera  d'abord  l'extraction  ;  mais  si  elle  ne  se  fait 
pas  exactement  il  faudra  donc  tenir  le  calcul  déjà  fait  pour 
non  avenu,  et  recommencer  tout. 

La  règle  suivante  a  pour  objet  de  parer  autant  que  possi- 
ble à  cet  inconvénient. 

«  Pour  extraire  la  racine  carrée  du  nombre  N  à  moins 

1 
d'une  fraction  d'approximalion  marquée  par  -  ,  tirez    d'à- 

a 

bord  la  racine  à  moins  d'une  unité  ;  soit  a  le  résultat.  Mul- 
tipliez le  reste  de  l'opération  para;  divisez  le  produit  ainsi 
obtenu  par  le  double  de  la  partie  déjà  déterminée  ;  la  partie 

entière  du  quotient,  c'est-à-dire  la  partie  entière  de , 

étant  multipliée  par  la  fraction  d'approximation,  sera  ce 
qu'il  faut  ajouter  au  nombre  cnlier  a  pour  avoir  la  racine 
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cherchée  avec  le  degré  d'approximation  voulu  (en  plus  ou 
en  moins) » 

Cette  règle  suppose  qu'on  ait  --  <<  1  ;    condition  qu'on 

pourra  presque  toujours  examiner  avant  tout  calcul,  d'après 
le  nombre  des  chiffres  de  a  et  au  besoin  aussi  d'après  le  pre- 
mier de  ces  chiffres  qui  se  détermine  à  simple  vue  et  sans 

tâtonnement. 

Il 
En  un  mot,  si  a-|--  est  la  racine  demandée  avec  le  degré 

a 

d'approximation  voulue,  et  si  e  est  la  partie  entière  de 
;  alors  a  A —  sera  l'un  des  deux  nombres  : 

2a  a 

\^  .  I  '^  +  ^ 

a-\--^a-\ — . 

a  a 

Mais    si    on   avait — >>1  ,     par    exemple     supposons 

a.  .    , 

- —  z=zn'  +  7 ,  n  étant  la  partie  entière  ;  alors  le  nombre  e 

peut  encore  être  utile  à  connaître,  parce  qu  il  est  toujours  au 
moins  égal  à  n^  et  tout  au  plus  égal  à  n-\-  n  -\- 1. 

Dans  ce  cas  donc,  la  division  recommandée  par  la  règle  ci- 
dessus  donnera  au  quotient  un  chiffre  douteux  et  qu'il  faudra 
confirmer  par  plusieurs  essais.  Mais  le  nombre  de  ces  essais 
devant  être  tout  au  plus  égal  à  /i'+1 ,  ce  sera  au  calculateur 
à  prévoir  si  ce  tâtonnement  ne  sera  pas  encore  plus  avanta- 
geux que   la  nécessité  de  remplacer  l'extraction  \/JN,  par 


celle  de  y^x\ 

D'ailleurs  pour  déterminer  lequel  des  nombres  rétrosuc- 
cessifs^?,  c  —  1,  e  ~  2,  etc.,  est  précisément  égal  au  nombre 
w,  voici  le  calcul  très-simple  qu'on  devra  (aire. 

Soit  /'  le  reste  delà  division  de  N  — a\  formez  le  tableau 
suivant  à  deux  colonnes  : 
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e 

r* 

a  ' 

[e-xy 

a 

2^  +  r. 

(e-2)' 
a 

4^-f'' 

(e-e'r   * 
a 

2e'a  +  '•• 

En  vous  arrêtant  aussitôt  que  le  nombre  de  la  première  co- 

[e  —  e'Y 
lonne, ,  sera  inlérieur  au  nombre  2e'^-f  ^^ela  se- 

condc.  Alors  e — e  sera  précisément  le  nombre  n\  c'est-à- 
diro    que    la    racine     approchée     qu'on     demande    sera 


a+t 

—  e 
et 

En 

effet  de  Tinégalité 

(e— 
a 

'  <  2e' a 

on  tire  la  suivante 

Qn  (^ t>'\ 

,    [e-er 

a. 


<^  iae  -\-  r 


ou  bien  encore  à  cause  de 

{N—a')az=2ae-\-r 
e — e'    .  (e  —  eV 


c'est-à-dire 


a 


Je  termine  sur  ce  point  en  observant  que  si  «  est  un  nombre 
décomposable  en  facteurs,  celte  circonstance  favorisera  l'ap- 
plication de  la  règle  ci-dessus  ,  parce  qu'au  lieu  de  construire 
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immcdialcmenl  la  fraclion  complémcnlaire  - ,  on  pourra  cal- 

a 

culer  successivement  plusieurs  fractions  dont  les  premières 

auront  par  dénominateurs  les  facteurs  de  a.  et  dont  la  somme 

n 
devra  être  finalement^.  C'est  ainsi  que  l'approximation  en 

Ce 

décimales  revient  en  effet  à  calculer  successivement  les  numé- 
rateurs de  plusieurs  fractions  dont  la  somme  forme  une  frac- 
tion totale  du  dénominateur  voulu. 

IV. 

Extraction  de  la  racine  cubique.  —  A  :  à  moins  d'une 
unité.  —  B  :  «  moins  d'une  fraction  d' approximation  donnée. 

A.  Chacun  des  chiffres  de  la  racine  étant  déterminé  par  un 
quolient  qui  peut  être  trop  fort  donne  lieu  à  un  essai  qui 
semble  dénature  à  rendre  l'opération  très-laborieuse. 

Mais  d'abord ,  en  ayant  égard  à  ce  qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'es- 
sayer un  chiffre  plus  grand  que  9,  on  reconnaît  que  le  nombre 
des  essais  inutiles  que  peut  occasionner  la  détermination  du 
second  chiffre  ne  saurait  dépasser  quatre;  et  que  sur  chacun 
des  autres  chiffres  à  partir  du  troisième  il  ne  saurait  y  avoir 
quwn  seul  essai  infructueux  ;  ce  qui  élève  à/£-|-2  le  maxi- 
mum des  essais  de  ce  genre  dans  la  détermination  d'une  ra- 
cine de  n  chiffres.  — Cela  résulte  d'un  Ihéorérae  donné  par 
]M.  Finck  dans  son  arithmétique  (liv.  111,  prop.xxiii)  (1).  Mais 

(*)  On  peut  démontrer  cela  comme  il  suit .-  soit  a  le  nombre  des  dizaines  de 
la  racine  (a.lO  +  6)  du  nombre  N.  Si  on  fait  fe  =  c  +  y;  c  étant  la  partie  entière 
de  6,  le  nombre  c  sera  le  chiffre  même  des  unités  de  la  racine.  On  a  d'ailleurs 
N  — a^,  1000  ft*  63 
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^     .  ,  .  ,  N  — aa.iooo 

Et  Si  c  est  la  partie  entière  du  quotient ;  ce  nombre  e  dépassera  r 

302.100 

du  nombre  total  des  unités  qui  sont  contenues  dans 

62  6^ 

7+    — + 
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Or  ce  nombre  sera  d'abord  le  plus  grand  possible,  si  a  est  lui  uKhno  lo  plu» 


bien  plus,  à  partir  du  quatrième  chiffre  de  la  racine,  toutes 
les  fois  qu'un  chiffre  déterminé  se  trouvera  trop  fort,  loin 
qu'on  doive  considérer  cette  circonstance  comme  donnant 
lieu  à  des  essais  infructueux,  on  pourra  au  contraire  en  tirer 
parti  pour  abréger  notablement  le  calcul  en  se  fondant  sur  les 
principes  suivants,  dont  le  lecteur  trouvera  facilement  la  dé- 
monstration. 

VSi  en  déterminant  le  chiffre  du  rang  {^+4,  on  trouve  un 
quotient  égal  à  10,  non- seulement  le  chiffre  qu'on  cherche  est 
égal  à  9  ,  mais  tous  les  chiffres  consécutifs  à  celui-là  en  nombre 
{X  le  sont  également. 

IP  Si  en  déterminant  le  chiffre  du  rang  \x-\-3on  trouve  un 
quotient  inférieur  à  10, 7nais  trop  fort^  les  chiffres  consécutifs  à 
celui-là  ennomhre  [t. seront  tous  des  9. 

Pour  avoir  les  règles  qui  correspondent  aux  précédentes 
dans  l'extraction  de  la  racine  carrée,  il  faudrait ,  dans  les 
énoncés  précédents,  diminuer  d'une  unité  les  nombres  qui 
marquent  le  rang  du  chiffre  qu'on  détermine  actuellement. 

Au  reste,  plutôt  que  d'attendre  de  ces  circonstances  acci- 
dentelles Tabréviation  des  procédés  d'extraction  ,  il  faut ,  ce 
semble,  appliquer  la  vraie  méthode  qui  ne  consiste  pas  à  dé- 
terminer les  chiffres  un  à  un,  mais  à  en  déterminer  un  nom- 


petit  possible;  c'est-à-dire  égal  à  i  .  Après  cela  si  on  suppose  b  entre  5  et  6, 
c'est-à-dire  plus  pelit  que  6,  on  trouve 

-  + >5. 

10      300 

D'où  on  conclut  (|ue  dans  ce  cas  l'excès  de  e  sur  c  ne  peut  pas  atteindre  6,- 
c'esl-à-dire  que  e  ne  peut  pas  atteindre  ii.  Kii  excluant  donc  l'essai  de  e=iO, 
on  ne  peut  avoir  à  faire  au  plus  que  quatre  essais  infructueux.  Pour  b  entre 
4  et  5  ,  on  tiouverait  le  même  résultat;  niais  pour  toute  autre  valeur  de  b,  le 
nombre  d'essais  serait  moindre. 

D'autre  part  dés  qu'on  a  dépasse  le  second  chiffre  de  la  racine,  a  est  au  moins 

fc2  63 

écal  à  10,  alors  la  quantité  yx  ^ ,  ne  saurait  atteindre  3  dans  le 

a. 10     3a2.ioo 

cas  de  6  >  9,  qui  d'ailleurs  ne  donne  lieu  à  aucun    tâtonnement;  et  cette 

nième  (]uaiitil6  esi  toujours  inférieure  à  2  dans  toute  autre  supposition;  d'où 

il  résulte  que  le  nombre  e  est  tout  au  plus  égal  à  c  f  i. 
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bre  toujours  croissant  par  chacune  des  divisions  successives  ; 
se  fondant,  pour  le  calcul  delà  racine  carrée,  sur  le  principe 
d'abréviation  déjà  connu  ,  et  ensuite  sur  le  principe  un  peu 
différent,  mais  tout  à  fait  analogue,  qui  se  rapporte  aux  ra- 
cines cubiques  ;  principe  qu'il  faut,  à  ce  que  je  crois,  énoncer 
comme  il  suit  :  lorsqu'on  a  déterminé  n  -)-2  chiffres  à  la  racine 
cubique  on  peut  déterminer  les  n  chiffres  suivants  par  une  seule 
division. 

Si  on  ne  déterminait  d'abord  que  71 -\- 1  chiffres  pour  cal- 
culer les  n  suivants  par  une  seule  division,  comme  on  l'a  pro- 
posé naguère  ,  on  risquerait  de  se  tromper  de  deux  unités  en 
plus  sur  le  dernier  chiffre  j  au  lieu  qu'on  suivant  la  règle  de 
/î  -f~  2  chiffres,  on  ne  pourra  se  tromper  que  d'une  seule  unité 
en  plus  sur  le  dernier  chiffre  ;  ce  qui  est  la  même  limite 
d'erreur  que  quand  on  détermine  les  chiffres  un  à  un. 

B  Pour  calculer  une  racine  cubique  à  moins  d'une  traction 
d'approximation  donnée,  on  pourra  le  plus  souvent  éviter  les 
longueurs  où  entraînerait  l'application  de  la  règle  générale. 
—  Il  faudra  extraire  d  abord  la  racine  à  moins  d'une  unité  ; 
multiplier  le  reste  de  l'opération  par  la  fraction  d'approxima- 
tion renversée  ;  et  diviser  ce  produit  par  le  triple  carré  delà 
partie  entière  de  la  racine. 

En  appelant  a  cette  partie  entière  et— la  fraction  d'ap- 

a 

proximation,   il  faudra,  dis-je  ,  diviser  le  j)roduit(N  —  d^}x 

par  3^.  Soit  e  laparlic  entière  du  quotient,  alors  la  racine  du 

c  1 

noml)re  proposé  sera  ii-\--  a  moins  d'une  erreur  -  en  plus 

ou  en  moins ,  si  toutefois  on  a 

condition  qui  sera  satisfaite  si  on  a  y.<C(i- 
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Géucralcnieni  si  on  suppose 

et  si  en  même  temps  ?i  est  le  numérateur  de  la  fraction  qu'on 
doit  ajouter  à  a  pour  avoir  la  racine  avec  l'approximation 
voulue  (en  moins)  ;  alors  le  nombre  e  sera  au  moins  égal  à 
n'  et  pourra  d'ailleurs  être  un  quelconque  des  nombres  con- 
sécutifs à  celui-là  jusqu'à  n-{-n'-\-i  (*). 


NOTE 

Sur  les  racines  imaginaires  des  équations  algébriques, 

PAR  M.  OSSIA9J  BONNET, 

répétiteur  à  l'École  polytechnique. 

On  sait  depuis  longtemps  que  lorsque  les  coefficients  A  , 
B,  C  de  trois  termes  consécutifs 

(1)  Aj:",  Bx"-',  Cjf"-\ 

d'une  équation  [a)  vérifient  la  condition 

AC  ^  B% 
> 

l'équation  a  au  moins  deux  racines  imaginaires;  mais  on  n'a 

pas  remarqué,  je  crois,  qu'il  suffisait  que  l'on  eût  : 

ac=1b'- 

Voici  comment  cette  dernière  proposition  peut  être  éta- 
blie :  supposons  qu'en  général  la  condition 

(2)  ACZ^nB\ 

où  n  est  un  nombre   quelconque ,   entraine  l'existence  de 


C)  (F.   l.  m,  p.  '234}.  Tm. 


—  237  — 

deux  racines  imaginaires  dans  l'équation  [a).  Multiplions  le 
premier  membre  de  celte  équation  par  x—q  ;  les  termes  (1) 
donneront  lieu  aux  termes 


a:-"  +  C 


X 


et  pour  que  l'équation  {a)  ait  deux  racines  imaginaires,  il 
suffira,  d'après  la  condition  (2) ,  que  pour  une  valeur  réelle 
de  ^ ,  on  ait 

Ce  qui  donne  tout  calcul  lait  : 

AC  "^    i\—^  B'; 

d'où  l'on  peut  conclure  en  général  que  si  la  condition  (2) 
indique  la  présence  de  deux  racines  imaginaires  dans  l'é- 
quation {a) ,  pour  /t  =  a  ,  la  même  propriété  subsiste  pour 

1 
«  =  1  — -".Or  quand  «  =  1  ,  la  condition  (2)  devient 

AC"^  B^ 
> 

dont  l'existence  entraîne  toujours    celle  de  deux  racines 

imaginaires  dans  l'équation  {a) ,  on  peut  donc  prendre 

3      4      5       6 
«  =     ,    -,    -,    —  ,  etc. 
4'    6'    8'    10' 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  à  saisir  ;  on  peut  les  repré- 
senter  par  la  fraction  — ,  d'où  l'on  conclut  que  leur 

2  (A-    -     1) 

limite  est  -.  De  là  résulte  la  proposition  énoncée. 

Note.  Le  théorème  d'Euler  donne  AC  «< B',  pour 

caractère  de  l'existence  d'imaginaires  (v.  t.  JI,  p.  257);  or 
n  est  au  moins  égal  à  2,  donc,  e(c  Tm 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION. 

Composition  d'analyse  proposée  en  1844. 

PAR  M.  AUGUSTE  DEX.ADÉRÉERE , 

professeur,  licencie  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 

Intégrer  les  deux  équations 
dx  dy 

dy       d^x  dx  [^        dt 


«  î-ê+4:-«'+-£ 


Vx  + 1' 

Si  je  pose  pour  simpliûer 

•^       dt 


i; 


=^  T. 


Les  équations  proposées  prendront  la  forme 
dx  dy 

dy       d'x    ,       dx 

dt         dt^  dt  '  "^ 

Ce  sont  deux  équations  simultanées  linéaires,  la  deuxième 
avec  un  second  membre  et  du  deuxième  ordre  j  pour  les 
intégrer,  je  vais  les  ramener  à  un  système  d'équations  si- 
multanées du  premier  ordre ,  et  pour  y  parvenir  je  n'aurai 

dx  d^  X        d" 

qu'à  poser —  =  z ,  d'où    — -  =  y  ,  et   j'aurai   ainsi    en 

substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes, 

dx 
^^  y  joip^nant  -; =  0. 
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dx 

—  -■z=0 

dt 


dx  dy 

dy         dz  dx 

dt-   Â  +  ';^-*'"+^  =  ^' 

Qui  représentent  le  système  de  trois  équations  simulta- 
nées linéaires  et  du  premier  ordre ,  à  coefficient  constant 
entre  quatre  variables.  Afin  de  n'avoir  qu'un  seul  coefficient 

dx 
différentiel  dans  chaque  équation,  j'élimine  ~j-  entre  la 

dt 

.11        -  .  dx  dy 

première  et  la  deuxième ,  et  -^  avec  ->-  ,  entre    les   trois 

dt  dt 

équations,  multipliant  ensuite  par  dt^  j'obtiens  les  équations 

suivantes  : 

(3)  dx—zdt  —  0^ 

(4)  dy+  L:-ly-lz^dt={), 

/  11  11      \ 

(5)  dz  A-ilx  —  ~-y  —  ^  2   \dt=  —  Tdt. 

Ce  sont  trois  équations  simultanées  linéaires  et  du  premier 
ordre  à  coefficients  constants,  la  dernière  avec  un  deuxième 
membre. 

Afin  de  les  intégrer  je  multiplie  (4)  et  (5)  respectivement 
par  deux  facteurs  indéterminés  0, ,  0, ,  et  j'ajoute  (3)  avec 
les  produits ,  ce  qui  me  donne 

dx+0,df+^ciz+  \    (0.4-  70J  X- 1(90. -t- 110,)^  — 

(6)     ^  1  '  , 

—  -(2  +  0,  +  110Jz  I  dt=  -Ojdt. 

Or  je  vois  actuellement  que  cette  équation  deviendra  une 
équation  linéaire  à  deux  variables  : 

(7)  du-\-^udt  =  —  f)Jdf^ 


-  2V0  — 
qui  aura  [)Our  intégrale 

(8)     u  ^x  +  0.^+  6,3  =  e-^'  I  ^  ~^'  )     ^^^^^'^^  I  • 

Si  je  choisis  6.  et  0^  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

0.+  70^=0.         \  (    (9)  e.+7G,  =  e, 

90.4-110,=:  — 20,6    (   ou  bien    |    (10)  (9+20)6.+116,=— 0, 
2+6,+ 110,  =  —  26,6    i  (    (11)  9.  +  (ll+26)6,=  -2. 

Car  alors  l'équation  (6)  deviendra 

(12)  dx+^,dy  +  \dz+  Î^  +  O.J^  +  MJ  6^^=— 6,T^^; 
et  en  posant  dans  celle-ci  : 

et  différenliant  cette  dernière  équation  en^,  considérant  6, 
et  0,  comme  constants  (ce  qui  est  permis  d'après  le  système 
des  équations  (9),  (10)  et  (11) ,  qui  sont  au  nombre  de  trois 
à  trois  inconnues),  il  viendra 

dx  +  ^,dy  -\~  ^^dz  =  du , 

et  en  substituant  ces  valeurs  de  j:+0,j+0,z  et  ^x+0//^+6,û?z, 

dans  (12)  on  obtient  l'équation  (7) ,  dans  laquelle  6  est  aussi 

constant.  Ce  qui  fait  que  son  intégrale  est  (8) ,  d'après  ce 

qu'on  sait  sur  Tintégralion  de  l'équation  linéaire  du  deuxième 

ordre  avec  un  second  membre. 

Des  équations  (10)  et  (11),  on  tire  pour  0,  et  6,  les  valeurs 

suivantes  ; 

11 


6.  =  — 


44+2O0+20^'' 
9  +  26 


44  +  206  4-26^' 

substituant  dans  l'équation  (9) ,  on  trouve  en  réduisant  : 

(13)  6^'+1O0'  +  290  +  26  =  0. 

Equation  du  troisième  dcgréqui  résolue  par  rapport  à  0  donne 
les  trois  racines  0=— 2,  0"=— 4+|/3,  0"=— 4  — \/3, 
qui  sont  réelles  et  inégales,  si  on  substitue  successivement 
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ces  trois  valeurs  de  0  dans  les  valeurs  de  0,  et  6^ ,  on  en  dé- 
duira pour  chacune  trois  valeurs  correspondantes^  et  Ton 
aura  ainsi  les  trois  systèmes  renfermés  dans  le  tableau 
suivant  : 

valeurs  de  6,  6, ,  6, , 

1"  système  —2,  —,       — -, 

(14)  /  /-  y-  1  1 

2«  système         \/3-4,         \/3--,         ^, 

a»^  système     — V/â  — 4,     — 1/3  — -,     — i. 

2  2 

En  substituant  successivement  chacun  de  ces  systèmes 
dans  (8) ,  on  aura  trois  intégrales  renfermant  chacune  une 
constante  arbitraire  ditîérenle ,  de  façon  que  leur  ensemble 
formera  le  système  des  intégrales  générales  du  système  des 
équations  simultanées  (3),  (4)  et  (5). 

Mais  avant  de  faire  cette  substi  tution  cherchons  à  rame- 
ra  0, 
ncr    I    e  Tdc ,  qui  représente  une  intégrale  double  d'après 

Jo 

la  forme  deT,  à  une  intégrale  simple,  et  pour  cela  intégrons 
par  parties  :  il  viendra 

I    eTdt  =  -e   T I    e    -r-dt, 

Jo  ^  Oo      ^' 

remplaçant  T  par  sa  valeur  l'équalion  précédente  deviendra 

Jo  ^       JoV/l-f^^       OJoV/l-f-r^ 

et  substituant  celle  valeur  dans  Téquatioa  (8^  ,  on  trouve 

-8«L  oy  o^r  ^^     V  ^"' 'if-  \\ 

(         0\     JoKl+^^     JoKi-i-A7J 
Si  actuellement  on  substitue   successivement  dans  cette 
équation  pour  0,0. ,0^  leurs  systèmes  de  valeurs  indiquées  (141, 

Ann.  de  Matiiém.  IV.  1^ 
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et  qu'on  représente  par  G, ,  G,  et  G,  les  trois  constantes 
arbitraires,  on  aura  toutes  réductions  faites  : 

(16) ..-.-^-.=e  jG,^-(^e  ]^y^r];^.)[ 


26     \  Jo\/î+^     Jo      1^1 +r''     / 

(l     '  26      \^  JoV/1+i^     Jo     V^l+i^     ^ 

et  ces  équations  seront  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions (3) ,  (4) ,  (5)  ;  car  elles  renferment  trois  constantes 
distinctes,  ainsi  que  l'exige  le  système  en  question. 

Maintenant  pour  obtenir  les  intégrales  générales  du  sys- 
tème proposé  (1)  et  (2),  il  est  évident  qu'il  suffit  d'éliminer 
z  entre  les  équations  intégrales  précédentes  (16),  (17)  et 
(18)  prises  deux  à  deux  ;  par  conséquent  en  éliminant  z  entre 
(16)  et  (17)  ,  (17)  et  (18) ,  et  faisant  les  réductions,  on  aura 
pour  les  intégrales  en  question  : 


JoVi+t'>      *  Jo|/l+£4  Jo 


dl 


Vi  +  li 

2x—j=  e  )  (j,+Gje         j  + 


13J01/ 


1+^'     -«^ 


(Jo     Ki+7*  ^^  ^'^^   j/i+^''*    j 


—  243  — 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  ces  deux  intégrales  (19) 
et  (20)  du  système  (1)  et  (2)  renferment  bien  le  nombre  de 
constantes  arbitraires  que  doivent  renfermer  les  intégrales 
générales  j  car  ce  nombre  doit  être  (2  +  1)  =  3. 

On  pourrait,  si  l'on  voulait,  déduire  des  intégrales  précé- 
dentes, les  valeurs  dejceiy  en  fonction  de  /. 

La  question  proposée  a  été  ainsi  ramenée  aux  quadratures, 
et  l'on  voit  que  ces  quadratures  se  trouvent  ramenées  à 
l'intégration  de  deux  intégrales ,  ayant  les  formes  suivantes. 

f  djc 

,  que  l'on  intégrera  par  les 
.  o  VX+x^ 

fonctions  elliptiques. 

Ç^     e<^^dx 
La  deuxième   I     ~  ,  qui  constitue  une  nouvelle 

transcendante  irréductible. 

Remarque  sur  la  solution  précédente.  L'intégration  des 
équations  (1)  et  (2)  peut  être  effectuée  plus  rapidement,  à 
l'aide  du  procédé  suivant ,  qui  est  applicable  à  beaucoup  de 
cas. 

Mettons  l'équation  (1)  sous  la  forme 
dx  dy 

dt  dt        ^ 

Nous  pouvons  regarder  le  second  membre  comme  une 
fonction  inconnue  de  f  ;  et  nous  aurons,  par  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  : 


X  = 

=  Ae2< , 

dk 

dt  ~ 

=  e- 

-1 

{       de 

La  valeur  de 

X  donne 

dx 
dt 

=  6>2' 

f2A 

+ 

dA\ 
dt)' 

d'x 

de  '' 

~  cil    1 

(4A 

+ 

,  dA 
dt 

Substituant  dans  Féqualion  (2) ,  on  la  (ransfornic  d'abord  en 


Mais 


dt  ^^^^     \dt        dC) 
d'A  /  dy    ,       dy\ 

d'où 

dX      d'k  /  ,        dv         dy\ 

L'équalion  ci-dessus  devient  donc 

«?V    .         dy  ^ 

ai  le  calcul  n'offre  plus  de  diffîculé.  E.  C. 


THEOREMES 

sur  les  tangentes  aux  coniques. 

PAR  M.  A.  -WOESTlTBr  , 

élève  de  M.  AMIOT  (pension  BARBET). 

AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  une  section  co- 
nique quelconque  aux  points  B  et  C  ;  on  mène  une  troisième 
tangente  quelconque  DE,  et  par  les  points  D  etE ,  où  elle  ren- 
contre les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles  à  ces  tan- 
gentes {fig.  25). 

On  propose  : 

r  De  déterminer  le  lieu  des  points  d'intersection  M  de  ces 
parallèles  ; 

2°  De  reconnaître  que  l'angle  EFD,  sous  lequel  on  voit, 
de  l'un  des  foyers  de  la  section  conique  F,  la  tangente  mobile 
ED,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les  positions 
de  cette  tangente. 
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3*»  On  examinera  le  cas  particulier  où  la  section  conique 
est  une  parabole ,  et  l'on  fera  voir  que  dans  ce  cas  les  seg- 
ments interceptés  sur  les  portions  AB,  AC  des  tangentes  fixes 
par  la  tangente  mobile  sont  réciproquement  proportionnels. 

I.  Je  prends  pour  axes  des  coordonnées,  les  deux  tangentes 
fixes;  j'appelle  ^^  et  ^  les  distances  de  l'origine  aux  points  de 
tangence  C  et  B. 

La  section  conique  donnée  a  pour  équation  une  expression 
de  la  forme 

y  +  2Bjcj^  +  Ga:'+2Dr  +  2Ea7  +  F=0. 
11  faut  exprimer  que  cette  courbe  est  tangente  aux  deux 
axes  des  coordonnées  aux  points  C  et  B.  Il  est  nécessaire  pour 
cela  que  les  équations  que  l'on  obtient  en  faisant  alternative- 
ment^ =  0  et  JT  =  0  dans  l'équation  de  la  courbe  aient  deux 
racines  égales,  la  première  à  ^,  la  seconde  à  b  ;  pour  que  cela 
ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  l'équation  et 
les  quantités  a  aib  satisfassent  aux  relations  suivantes  : 

E'  =  CF  D'  =  F 

E 

On  peut  remplacer  ces  quatre  relations  par  celles-ci  : 

a  a 

D=--b  F==b\ 

Je  substitue  dans  l'équation  de  la  courbe,  aux  coefficients 
C,  D,  E,  F  leurs  valeurs  ;  cette  équation  devient  = 

b'  b' 

y +2Bxx  -| — ^  x'  —  2by  —  2~x-\-b'  =  0 
a  a 

b' 
Je  pose  pour  simplifier  — =  K 

y  +  ^njcy  +  Kx'  —  ^by  —  2Kax  -\-b'  =  0 
Soit  maintenant  jK=^'"^+'^  l'équation  de  la  droite  EI>> 


pour  exprimer  que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe,  je 
vais  remplacer  dans  l'équation  de  la  courbe  j^  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  de  la  droite,  et  poser  que  l'équation  résul- 
tante en  j:  a  deux  racines  égales.  Cette  condition  se  traduit  par 

{mn-^  bm  —  aK-{-  Biif  ={m'-\-  2Bm  +  K)  {n'  ~2bn  +  b') 
Si  je  développe,  j'obtiendrai,  toutes  simplifications  faites,  en 

b' 
observant  que  K=:  —  , 
a 

Je  supprime  le  facteur  B 

a 

«'  (  B  +  -^  +  'Imnb  —  2aKn  —  Wm  =  0 

En  appelant  j:  et  jK,  les  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite 
ED  ,  coordonnées  qui  sont  en  même  temps  les  coordonnées 

y 
courantes  du  lieu  cherché,  i'ai/i=r  et  m=^ —  ;  substituant  à 

m  et  à  «  leurs  valeurs  dans  l'équation  précédente,  je  trouve 
pour  celle  du  lieu,  après  la  suppression  du  facteur  y  qui 
donne  l'axe  des  jc^  solution  qui  ne  saurait  convenir  : 

(h+-\xjr—2by  —  '2aKx-\-2b''  =  0 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  et  qui  passe  par 
les  deux  points  B  et  C. 

Si  je  suppose  que  la  courbe  donnée  soit  une  parabole,  j'ai 

B'=:K,  d'où  B  =  =b-.  En  prenant  le  signe  4",  je  trouve  que 

l'équation  de  la  courbe  donnée  ost(  y-\--  x—  b  J'=0, celte 

équation  représente  alors  la  droite  des  contacts  B,  C.  Je  rejette 
celte  hypothèse  :  en  prenant  le  signe  —  au  contraire,  la  courbe 
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donnée  est  une  vraie  parabole  et  j'obtiens  pour  Téquation 

du  lieu 

.   b 
^  +  -x  — 6  =  0  > 

c'est  précisément  Téquation  de  la  droite  qui  unit  les  poinis  de 
contact. 

II.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  tangente  mobile  coupe  les  deux 
tangentes  fixes  en  des  segments  qui  sont  réciproquement  pro- 
portionnels. Car  DM  étant  parallèle  à  AC,  j'ai 

BD:AD=:B]VI:IVIC, 
j'ai  pareillement 

AE:EC=rBM:MC 
et  à  cause  du  rapport  commun 

BD:AD=:AE:EC. 

III.  Je  vais  démontrer  que  l'angle  formé  par  la  réunion  du 
foyer  aux  points  d'intersection  des  tangentes  fixes  par  la  tan- 
gente mobile  est  constant. 

Je  rappellerai  ce  théorème.  Dans  toute  section  conique,  la 
ligne  qui  joint  le  point  de  rencontre  d'une  sécante  et  de  la 
directrice  au  foyer  correspondant  est  bissectrice  de  l'angle 
supplémentaire  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
vont  du  foyer  aux  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la 
courbe. 

Je  vais  faire  voir  maintenant  que  la  ligne  qui  unit  le  point, 
d'où  l'on  a  mené  les  deux  tangentes  fixes  à  la  section  conique, 
et  le  foyer,  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux  rayons 
vecteurs  partant  du  foyer  pour  aller  aux  points  de  contact. 

Je  supposerai  qu'il  s'agisse  par  exemple  d'une  ellipse  :  il 
mesufiitdedéraontrer  quela  ligne KF  (iig.  26)  est  perpendicu- 
laire sur  celle  qui  unit  le  foyer  au  point  où  la  corde  des  con- 
tacts rencontre  la  directrice  correspondante  au  foyer  que  je 
considère. 

Je  prends  Tellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  pour 
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a\es  des  coordonnées;  j'appelle  .r",  y"  les  coordonnées  du 

y" 
point  K  :  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  KF  sera  —r — ; 

.r — c 

celui  de    la  droite  IF,  les    coordonnées   du  point  I  étant 

— , ,sera  — -—  ;  le  produit  de  ces  deux  coefïi- 

r  y  y 

cients  angulaires  étant  égal  à  —  1 ,  les  deux  droites  sont  rec- 
tangulaires, et  la  ligne  KFest  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs. 

Il  est  facile  maintenant  de  résoudre  la  question  proposée. 
Soit  une  tangente  HH',  j'unis  les  points  H,  R,  H'  au  foyer  ; 
j'ai,  en  vertu  du  théorème  précédent,  RFH' =  H'FM' , 
RFH=:HF]VI  ;  je  conclus  de  là  que  l'angle  HFH'  est  constant 
et  égal  à  la  moitié  de  l'angle  MFM'. 

Il  est  aisé  de  voir  de  plus  que,  dans  le  cas  de  la  parabole, 
cet  angle  est  supplémentaire  de  l'angle  des  tangentes  fixes, 
car  cet  angle  étant  le  même,  quelle  que  soit  la  position  de  la 
tangente  mobile,  il  aura  cette  valeur  constante  quand  la  tan- 
gente sera  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole,  mais  alors 
les  lignes  FH  etFH'  sont  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
fixes,  puisque  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  foyer  sur  les  tangentes  est  la  tangente  au  sommet,  les  deux 
angles  en  H  et  H'  étant  droits  dans  le  quadrilatère  KHFH',  il 
suit  bien  que  l'angle  en  F  est  supplémentaire  de  l'angle  en  K. 

Ce  quadrilatère  étant  inscriptible,  on  voit  que  le  lieu  des 
foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  données  est 
la  circonférence  circonscrite  au  triangle  formé  par  la  ren- 
contre de  ces  droites. 

Note.  Le  théorème  1  est  une  conséquence  immédiate  de 
l'équation  donnée  (t.  III,  p.  188)  ;  savoir 

2kab'  +  ^k'bà'  —  Ib'  +  ^2nab  —  là'—ma'b'  —  0  ; 
les  axes  touchant  la  courbe,  on  a  /=::/  =:0,  l'équation 


devient  divisible  par  ab  ,  eU'on  a  '^kb-\-'2k' a-\-^n—mab=^0, 
hyperbole  dont  «  et  b  sont  les  coordonnées  courantes;  les 
coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole  sont  doubles  des  co- 
ordonnées du  centre  de  la  conique  donnée. 

Le  théorème  2  a  déjà  été  démontré  (t.  II,  p.  535,  et  t.  III, 
p.  439). 

Le  théorème  3  a  déjà  été  démontré  (t.  I ,  p.  449  et  t.  III, 
p.  184).  Tm. 


NOTE 

sur  la  solution  analytique  des  problèmes  et  sur  un  problème 
d'arithmétique  sociale. 

PAR  M.   QUILIiET, 

ancien  élève  de  PEcoIe  normale. 


I.  Lorsque  la  solution  analytique  d'un  problème  particulier 
dépend  de  l'emploi  des  modes  les  plus  généraux  de  repré- 
senter et  de  combiner  les  quantités ,  il  n'est  pas  indifférent 
de  résoudre  l'équation  finale,  à  laquelle  il  conduit,  par  (elle 
ou  telle  méthode  de  calcul.  Il  faut  surtout  se  guider  sur  la 
nature  de  celui-ci,  dans  le  choix  de  la  méthode  à  suivre  pour 
arrivera  sa  véritable  solution.  Il  est  encore  plus  nécessaire 
de  ne  pas  perdre  de  vue  son  énoncé  particulier  ,  lorsqu'une 
restriction  de  cet  énoncé  ,  originairement  exprimée  dans  le 
calcul,  à  l'aide  désignes  algébriques,  peut  disparaître  dans 
son  développement  suivant  la  manière  dont  ce  calcul  est 
dirigé;  pour  trouver  des  exemples  de  ces  deux  circonstances, 
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il  sullil  (1  avoir  recours  à  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
ei  à  celle  des  combinaisons. 

1°  Quand  on  veut  exprimer  rationnellement,  au  moyen  des 

cocfTicienls  a^a^^a^ am  d'une  équation  donnée  du  degré 

(m),  la  somme  des  puissances  entières,  semblables  et  positives, 
de  degré  m  —  p  des  racines  de  cette  équation,  on  parvient  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  deux  relations  générales  suivantes 

c  I         c  I  ^^—P  c    _  A 

m 

2°  Lorsqu'on  veut  déterminer,  sans  employer  le  raisonne- 
ment par  induction,  les  foimules  qui  donnent  par  des  pro- 
duits de  facteurs  le  nombre  de  combinaisons  simples  d'espèce 
donnée,  que  l'on  peut  faire  avec  m  lettres  différentes,  on  ar- 
rive de  diverses  manières  aux  équations  suivantes  : 

P„  =  mP„_, ,  C»  =  "'~"^^  C»- ' , 


m  m- 1  '  m  „       «i 


»»  n 

m 
C 


A»  =  (m—7i-\-  \)kn~\       c»^  =  ,—  , 


m 


m  P 


n 


A»»  = A»*      ,  C*^  == Ç>     . 

»»        m  — 11     ^_i  ^        m  —  n     "»-» 

Ces  formules,  ainsique  les  précédentes,  ne  sont,  au  fond,  que 
des  équations  aux  différences  finies,  à  une  ou  à  deux  variables 
indépendantes  ;  et  pour  en  déduire  les  fonctions  discontinues 
des  nombres  entiers  m,  «,  /?,  qui  correspondent  aux  solutions 
des  problèmes  ci-dessus  énoncés,  on  emploie  ordinairement 
la  méthode  des  multiplications  ou  des  substitutions  successi- 
ves; or,  il  y  a  une  observation  à  faire  sur  cette  méthode  de 
calcul.  Il  est  indispensable  de  l'employer  dans  la  solution  du 
premier  problème  qui  répond  à  l'équation 
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En  effet,  l'intégrale  complète  de  cette  équation  linéaire  aux 
difl'érences  unies  à  coefficients  constants ,  sans  second  mem- 
bre ,  est 

d'où 

C,,  C, ,  C^désignant  m  constantes  arbitraires  et  jr„  x,. . . .  Xm 

précisément  les  m  racines  de  l'équation  donnée  ;   en  sorte 

qu'en  faisant  C,=Q C«i=  1  dans  la  valeur  de  Sm+p,  on 

serait  ramené  au  point  de  départ  du  calcul  ;  puisqu'il  s'agit  de 
calculer  Sm+p  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  pro- 
posée et  sans  la  résoudre. 
Le  problème  qui  dépend  de  l'équation 

m 

donne  lieu  à  la  même  remarque.  Son  intégrale  générale  n'est 
pas  connue,  que  je  sache;  d'ailleurs,  pour  le  résoudre,  il  fau- 
drait, non  recourir  à  cette  intégrale,  mais  opérer  par  la  mé- 
thode des  substitutions  successives ,  ce  qui  ferait  connaître 
l'expression  de  Sm-p .  On  peut  encore  calculer  les  sommes 
Sm—pi  Sm-p-i-...  en  prenant  les  coefficients  des  termes  du 

quotient  — —  •  ces  coefficients  sont  respectivement,  dans  leur 

(f{X) 

ordre,  les  sommes  S^,  Si ,  ainsi  que  M.  Desmarct  l'a  fait 

voir  (p.  169  du  F' vol.). 

Jl.  Considérons  maintenant  à  la  fois  dans  la  théorie  des 
combinaisons  les  deux  équations 

"»         m  — Il     w-i'  m         j,i  —  n      m-i 

qui  terminent  le  tableau  précédent,  et  examinons  la  méthode 
de  calcul  qu'il  convient  d'employer  pour  leur  développement. 
La  seconde  se  déduit  de  la  première  en  divisant  par  Pn  cha  - 


—  252  — 

cun  dos  termes  de  son  premier  membre  ;  mais  celte  restricliou 
s'elTace  d'elle-même,  et  ne  subsiste  pas  dans  le  résultat  du  cal- 
cul des  substitutions  successives;  en  sorte  que  cette  méthode 
ne  fait  connaître  que  la  valeur  de  A"m,  et  ne  peut  être  em- 
ployée que  pour  le  développement  de  la  première  équation. 
Il  faut  donc,  pour  déterminer  la  valeur  ordinaire  deC^w  au- 
trement que  par  la  relation  connue 

A» 

""         Pn 
avoir  recours  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  diffé- 
rences finies  partielles 

m 

ym,  n ym—i,  n  =  0  j 

m  —  n 

pour  la  trouver,  faisons  m=  l-\-  1,  observons  que  l'on  a  par 
définition 

et  supprimons  pour  abréger  les  indices  :  l'équation  précédente 
pourra  être  mise  sous  la  forme 

^^—^  (rrr — '  =  ^• 

On  peut  alors  la  considérer  comme  une  équation  ordinaire 
aux  différences  finies  du  premier  degré  et  du  premier  ordre, 
entre  deux  variables  discontinues  j-  et  /,  Ji  étant  regardé 
comme  constant.  Son  intégrale  générale  en  termes  finis  ,  sera 
donc  C) 

^  =  <=.(■  + 7+^) --^-i^^,.). 

<j'{ )  désignant  le  produit  de  toutes  les  valeurs  de  la 

\m — n/ 

m 
fraction entre  les  limites  de  l'intégrale  3,  et  C  la  con- 

m  —  n 


C)  Lacroix,  C.  J).,  i.  111. 
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stanle  arbitraire,  que  nous  regarderons  comme  une  fonction 
arbitraire  et  discontinue  du  nombre  n. 

Cela  posé,  on  peut  donnera  mies  valeurs  successives  en- 
tières et  positives  qui  s'étendent  depuis  le  nombre  m  jusqu'au 
nombre  2n-\-\  y  compris  ces  deux  nombres,  alors 

ni{m  —  \)...  {n-\-%  (n-]- \) 


\m  —  n/ 


(m~n)  [ni-^n  —  X)...  3.2.1  ' 
et  en  réduisant 


\m  —  nj 


=  m  {m — 1)...  {m — n-\-\). 
Ainsi,;  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  générale  de  jm,  n  sera 

ym,n~  [m(m  — 1)...  (W— W-f  1)]C; 

et  pour  retrouver  les  valeurs  ordinaires  de  A*" m  et  Cm,  il  suf- 
fira d'attribuer  successivement  à  C,  dans  cette  dernière  for- 
mule, les  deux  valeurs 

1 
C=:  1,      C  = 


1.2.3...  ^£ 

III.  On  me  pardonnera  peut-être  à  cette  occasion  de  repro- 
duire ici ,  comme  susceptible  d'intéresser  quelques  lecteurs , 
la  solution  donnée  anciennement  par  M.  Cournot  dans  le 
Bulletin  de  Férussac  (1830-31),  d'un  problème  d'algèbre  lé- 
gale sur  les  successions  irrégulières;  je  regrette  de  ne  pouvoir 
insérer  la  spirituelle  rédaction. — La  solution  de  ce  problème, 
lorsqu'on  tient  à  s'assujettir  à  la  lettre  de  la  loi,  dépend  delà 
résolution  ,  par  la  méthode  des  substitutions,  de  deux  équa- 
tions, dont  l'une  est  du  premier  degré  et  l'autre  aux  diffé- 
rences finies  à  deux  variables.  En  voici  l'énoncé  et  l'analyse 
sommaire. 

Le  droit  d'un  enfant  naturel,  venant  en  concurrence  avec 
un  au  moins  ou  plusieurs  enfants  légitimes  ,  est ,  d'après  le 
code  civil  français  ,  le  tiers  de  la  portion  héréditaire  qu'il 
aurait  eue  s'il  eût  été  légitime.  Il  s'agit  de  déduire  de  cette 
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condition  la  part  do  chaque  enfant  naturel  ou  légitime, 
lorsqu'on  connaît  le  nombre  des  enfants  de  chaque  catégorie  , 
ainsi  que  le  montant  de  la  succession  qui  doit  être  répartie 
entre  eux. 

Il  étant  le  nombre  des  enfants  naturels,  /  celui  des  enfants 
légitimes,  et  la  somme  à  partager  entre  eux  étant,  pour  fixer 
les  idées  ,  représentée  par  l'unité  ;  soient  jKn,  i  et  xn,  i ,  les 
parts  respectives  de  chaque  enfant  naturel  et  légitime ,  on 
aura  pour  première  équation  du  problème 

Wn,  l-\-ljCn^  i  =  1.  (1) 

Supposons  maintenant,  pour  un  moment,  que  l'un  des  en- 
fants naturels  soit  considéré  comme  légitime ,  la  part  de 
chacun  des  autres  enfants  naturels  sera ,  dans  cette  hypo- 
thèse, exprimée  par  la  notation  jn—i^i+i  ,  et  leur  part 
collective  par  (/z— l)j'w-i,  n-i  ;  il  restera  donc  à  partager 
entre  les  (/-|-1)  enfants  supposés  tous  légitimes  ,  la  somme 

et  le  tiers  de  la  part  de  chacun  d'eux  étant  égalé  à  yn,  i  -, 
fera  connaître  la  seconde  équation  du  problème,  savoir  : 
1 

en  faisant  /i  =  1  dans  cette  équation  ,  le  second  membre  se 

1  .    . 

réduit  à  une  quantité  connue  :  amsi  on  peut,  par  des 

o  (t  -j—  1  J 

substitutions  successives,  calculer  en  fonction  des  nombres 
n^l,  la  valeur  générale  dejr»,  ^  En  ayant  égard  aussi  à 
l'équation  (1) ,  on  trouve  pour  jKn,  /  et  xn,  i  les  valeurs  sui- 
vantes 

_        1  n—\  _(/i— !)(«-(- 2).. .3. 2.1 

'^"''■~  3(/-|-l)~"3^(/-fl)(/-t-2^'""^    3^/-f1)...(/-|-/ï)   ' 
__1  n  _^    /i(/i— 1)...3.2.1 

'^"' ^""7  ""37(7+77         3"/(/+i). ..(/+«)' 
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le  signe  change  d'un  ternie  au  suivant ,  dans  les  deux  for- 
roules,  à  partir  des  premiers  termes,  qui  sont  positifs;  ainsi 
il  faudra  prendre  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs ,  selon 
que  11  sera  pair  ou  impair.  11  est  donc  facile,  d'après  ces  for- 
mules, de  construire,  par  avance,  une  table  à  double  entrée, 
dont  les  limites  comprennent  entre  elles  toute  l'étendue 
des  valeurs  éventuelles,  que  peuvent  prendre  simultané- 
ment n  et  /. 

Note.  L'article  757  du  code  civil  est  ainsi  rédigé.  Le  droit 
de  l'enfant  naturel  sur  les  biens  de  ses  père  ou  mère  décédés 
est  réglé  ainsi  qu'il  suit  :  «  Si  le  père  ou  la  mère  a  laissé  des 
descendants  légitimes ,  ce  droit  est  d'un  tiers  de  la  portion 
héréditaire  que  l'enfant  naturel  aurait  eue  s'il  eût  été  légi- 
time :  il  est  de  la  naoitié  lorsque  les  père  ou  mère  ne  laissent 
pas  de  descendants,  mais  bien  des  ascendants  ou  des  frères 
ou  sœurs  ;  il  est  des  trois  quarts  lorsque  les  père  ou  mère  ne 
laissent  ni  descendants ,  ni  ascendants,  ni  frères  ni  sœurs.  » 
Cette  rédaction  présente  quelque  obscurité;  que  faut-il  eu- 
tendre  par  ces  mots .-  «  la  portion  héréditaire  qu'il  aurait  eue 
s'il  eût  été  légitime?  »  à  première  vue,  on  croit  qu'il  s'agit 
de  supposer  que  tous  les  enfants  sont  légitimes,  alors  chacun 

aurait  --- — ,  et  par  conséquent  la  part  de  chaque  enfant 

L  -\-  n 

1 
naturel  sera   — p-, —  ;  mais  celte  solution  est  évidemment 

3(/-j-rt) 

fautive  (*)   il  s'ensuivrait  que  la  part  de  l'enfant  naturel  serait 
toujours  la  même  pourvu  que  l-\-Ji  fût  constante;  ainsi  qu'il 
y  ait  un  enfant  naturel  et  /  enfants  légitimes ,  ou  bien  /  en 
fants  naturels ,  et  un  enfant  légitime ,  la  part  de  l'enfant 

naturel  serait  toujours  - — -—  ;  telle  ne  pouvait  cire  la 

3(1  -p  t) 


(*)  C'est  pourtant  celle  qu'on  lit  dans  l'excellent  commentaire  de  M.  Rogrotv 
sur  le  code.  rni. 
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pensée  du  législateur;  mais  il  faut ,  comme  ou  fait  dans  la 

solution  précédente,    calculer  quelle  serait  la  part   de  la 

succession  pour  chacun  des  enfants  naturels  pris  isolément, 

s'il  devenait  légitime ,  et  prendre  ensuite  le  tiers  de  celte 

part  ;  ce  qui  fournit  l'équation  (2).  11  y  a  deux  cas  qui 

échappent  à  cette  solution  :  savoir  pour  «  =  0  la  valeur  de 

yo,i  est  évidemment  nulle;  posons  /=0,    l'équation  (1) 

1 
donne  yn,o  =  -'y  mais  d'après  les  dispositions  de  l'art.  757, 

on  aura  yn,o  =  r-  ou  bien  jKn,  o  =  7- .  ^ 

2/î  '         4w  Tm. 

NOUVELLE   DÉTERMINATION 

du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse. 

(Par  un  Abonné.) 


Voici  encore  une  détermination  du  rayon  de  courbure  de 
Tellipse  (voy.  t.  III,  p.  596).  Celle-ci  est  appropriée  au  cas 
où  on  construit  l'ellipse  en  augmentant  ou  diminuant  dans 
un  même  rapport  toutes  les  ordonnées  d'un  cercle. 

Soient  [j.  le  point  de  l'ellipse ,  et  M  le  point  correspondant 
du  cercle  :  ces  deux  points  sont  sur  une  même  ordonnée. 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  [x  •  a  l'angle  que 
fait  la  normale  avec  l'ordonnée. 

Soit  aussi  a  Tangle  que  fait ,  avec  la  même  ordonnée  ,  la 
normale  au  cercle  en  M  ;  et  soit  de  plus  r'  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse  au  sommet  de  l'axe  qui  est  parallèle  à  l'or- 
donnée passant  par  m  et  M  ;  de  sorte  que  si  a  cl  b  sont  les 
demi -axes  de  l'ellipse^  le  rayon  de  courbure  r'  est  égal  à 

a'  b'     ,^ 

—  ,  ou  à     -.  On  a  la  détermination  : 

0  a 

r  .  COS  V=  p  .  COS^a  , 

qui  se  prête  à  une  construction  très-simple  et  très  facile. 
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LETTRE 

Sur  les  fractions  continues. 


Mon  cher  monsieur  Terquem, 

Le  dernier  numéro  des  Nouvelles  annales  contient  une 
lettre  de  M.  Guilmin ,  relative  à  ma  note  sur  les  fraclions 
continues  périodiques.  Cette  lettre  demande  une  réponse  : 
soyez  assez  bon  pour  accueillir  celle-ci. 

M.  Guilmin  dit  d'abord  :  «  M.  Catalan  démontre  une  pro- 
position dont  voici  l'énoncé  :  Dans  une  fraction  continue 
périodique ,  le  nombre  des  périodes  étant  illimité ,  il  est  indif- 
férent d'en  prendre  une  de  plus  ou  une  de  moins.  » 

Cet  énoncé  n'est  pas  de  moi,  et  je  serais  fâché  qu'il  en  fût. 

M.  Guilmin  dit  ensuite  : 

«  Soient 

1  1 

■r=a-\ y=aJi 

b-\ b-+- 


c+^ 


^    ^î'-fetc. 

•  Si  on  forme  successivement  les  réduites  de  x  et  de  j  ,  en 
prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quotients  incom 
plets,  on  aura  chaque  fois  le  même  résultat  pour  1rs  deux; 

or  une  réduite  —  obtenue  à  cette  condition  ,  diffère  de  x  et 

de  y  ^  dans  le  même  sens  d'une  quantité  moindre  que...  »  etc. 
J'avoue  qu'il  m'est  absolument  impossible  de  suivre  le 

AN?I.  I>K  M4THBM.    IV^  ttS 
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raisonnement  de  M.  Guilmin,  et  d'attacher  un  sons  (lair  à 
des  phrases  telles  que  celles-ci  : 

«  Si  on  forme  successivement  les  réduites  de  jr  et  de  jk  , 
»  en  prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quotients  in- 
»   complets  »  ; 

»  (>n  aura  chaque  fois  le  même  résultat  pour  les  deux  »  j 

»  Une  réduite  commune  obtenue  à  cette  condition  »  • 

»  Diffère  dans  le  même  sens  d'une  quantité..,  •  » 
etc. 

Je  voudrais ,  encore  un  coup  ,  débrouiller  cet  écheveau  , 
mais  je  ne  puis. 

M.  Guilmin  dit  plus  loin  :  «  M.  Catalan  a  moins  eu  peut- 
»  être  pour  objet  de  démontrer  cette  proposition  que  d'établir 
»  les  théorèmes,  »   etc. 

La  supposition  de  M.  Guilmin  est  très-fondée.  Si  j'avais 
voulu  seulement  démontrer  la  proposition  dont  il  s'agit, 

j'aurais  dit  : 

P     O 

tt  La  différence  entre  deux  réduites  consécutives  ^ ,  ^,, 

P 
peut  devenir  aussi  petite  que  Ton  \oudra ,  si  —,  occupe  un 

rang  assez  éloigné;  donc  la  différence  entre  deux  réduites 

P      U 

57  î  TTr  î  distantes  l'une  de  l'autre  d'un  nombre  déterminé 

de  rangs,  peut  également  devenir  moindre  qu'une  quantité 
donnée;  donc  on  pourra  satisfaire  à  l'inégalité  ,r«—r  w+i<o  » 

Je  suis  content  d'avoir  laissé  à  M.  Guilmin  l'occasion  de 
chercher  une  démonstration. 

La  note  incriminée  contient  la  formule  : 

_  Prn-.+  N 

•^"~Pyn_.+  N" 

dans  laquelle  P,  P,  N,  N'  sont  des  constantes.  M.  Guihuin 
trouve  plus  commode  d'employer  cette  autre  formule  : 
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dafls  laquelle  P,  P',  N ,  IN'  sont  des  variables  -  permis  à  lui. 

Enflii ,  M.  Guilmin  enlève  quelques  mots  el  quelques 
virgules  à  CCI  Je  malencontreuse  note;  il  supprime  quelques 
calculs;  il  appelle  A  ce  que  j'avais  appelé  Q  ,  e(c.  Ces  per- 
fectionnements  lui  permettent  de  démontrer  en  deux  pages 
une  partie  de  ce  que  j'avais  démontré  en  trois  pages  et  demie. 
Ici,  je  n'ai  rien  à  dire  :  car  l'économie  est  une  belle  chose! 

Agréez^  mon  cher  M.  Terquem,  l'assurance  de  mes  sen- 
timents affeclueux  et  dévoués. 

E.  Catalan. 
21  avril  I845o 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


93.  Soient  A  ,  B  ,  C ,  les  longueurs  de  trois  cordes  issues 
d'un  même  point  d'une  circonférence  de  cercle^  B  étant  la 
corde  intermédiaire. 

Conformément  à  la  notation  très-expressive  recommandée 

par  Carnot,  représentons  par  AB  l'angle  des  droites  A  et  B; 
et  ainsi  des  autres. 

On  a,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  la  relation 

(et)  A.sinBC  +C.sinAB  =  B.sinAC^ 

A  la  surface  de  la  sphère  ,  A,  B  et  C  représentant  trois 
arcs  de  grand  cercle  issus  du  même  point  d'un  petit  cercle, 
et  terminés  à  leur  seconde  rencontre  avec  ce  même  petit 
cercle,  on  a  une  relation  qui  ne  diffère  de  la  précéilente 
qu'en  ce  que  les  longueurs  A,  B  et  C  ,  sont  remplacées  par 

tang-  A,  lani,-~B,  tang  -  C. 

On  propose  de  rechercher  s'il  y  a  un  théorème  analogue  à 
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la  relalioii  (a) ,  pour  quatre  cordes  de  la  sphère  qui  seraient 
issues  d'un  même  point  de  la  surface. 

Pafi   un  abonné. 

94.  Discuter  complètement  la  surface  du  Iroisièmc  degré 

zy  +  Wxy  +•  Cx'-f  D/  H-  E.r  +  F  =  0. 

Tm. 

95.  Etant  donnés  n  points  situés  d'une  manière  quelconque 
dans  un  plan,  construire  le  plus  petit  cercle  qui  les  enve- 
loppe tous.  Tm. 

96.  Si,  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  axes  de 
coordonnées ,  on  inscrit  une  ligne  polygonale  régulière , 
ayant  l'origine  pour  centre ,  on  aura  entre  les  abscisses  à 
l'origine  .r',  jd',  x'"...  x^) ,  des  côtés  du  polygone  ,  et  l'or- 
donnée Y  du  premier  sommet  à  partir  de  l'axe  des  x ,  la 

1111  1 

relation       -  =  —A — j.A — ^  +•  -.H — r-,- 
Y        x'    '    a:"   '   x'     '         '    xi^) 

Prodhet. 

97.  Couper  un  triangle  par  une  transversale,  de  manière 
que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux. 

Prodhet. 


THEOREMES  ET  PROBLÈMES 

Sur  les  centres  des  coniques. 


I.  Problème.  Etant  donnés  trois  points  et  le  centre  d'une 
conique  ,  trouver  une  équation  de  celle  conique. 

Solution.  Soient  A  ,  B ,  C  les  trois  points ,  et  O  le  centre 
donnés  ;  faisons  AB  =  /7,  AC=  q  ,  et  prenons  AB  pour  axe 
des  X  et  AC  pour  axe  des  j  -,  l'équation  de  la  conique  sera 
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lie  la  forme  y  +  Bxy  +  Cx^ _ ^^ _ Cpx  =0,  soit  t  l'ab- 
scisse et  u  l'ordonnée  du  centre.  On  a 

_Bq—2Cp     __  I{C/>-2C^    t _Bq—  2Cp 
^— B^  — 4C'  "~     B^— 4C  '  â  ~  BCp— 2C^' 

^  =-r — ; ; r  ;  mettant  ccttc  valcur  de  C  dans  celle 

Bpt-\-2{pu  —  rjt) 

de  t  et  divisant  par  ht ,  on  obtient  B/^z-f-B  [2/7m — 2qt—pq] 

2g              g  —2u 
•=  2q  {2u  —  q)  ;  d'où  B  =  —  ,  B  ==i —  j  les  valeurs  cor- 

respondantes  de  C  sont  C  =  ^ ,  G=  -  ^  "       ^ 


\2u-p)' 


2g  g"" 

l"Cas.  B=  —  ,  C  =  ^  ;  l'équation  de  la  courbe  devient 

P  P 

{y-^-J^)(y-\--x  —  q  WO;  c'est  le  système  de  la  droite 

BC  et  d'une  droite  parallèle  passant  par  l'origine ,  et  on  sait 
qu'il  y  a  alors  une  infinité  de  centres,  situés  sur  la  droite 

2py  -\-  2qx  — pq  =r  0. 

w.       Q  —  2tt     ,,        IL  (2u — g\ 
2«  Cas.  B=:^^ ,  C  =  -  (  .7-zr^)  '  ï  ^^quation  de  la 

courbe  devient  : 

t[2t-p)y'—{2u^q)  {2t-p)xy  +  u  (2u-q)x'~  1 

'-qt{'2t-~^j?)y-^pui-2u--q)x  =  0.  ]      ^^ 

La  nature  de  la  courbe  est  délerminée  par  l'expression  : 
{2u  —  q)  {2t — p)  {2pu  -|-  ^qt  —pq)  ;  <^'esl  le  produit  des  trois 
équations  des  côtés  du  triangle,  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  ^  la  position  du  centre 
donne  le  signe  de  chaque  facteur. 

II.  Théorème  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  jassr.nl  par 
trois  sommeîs  d'un  triangle,  et  semMable  à  une  conique 
donnée,  est  une  ligne  du  quatrième  ordre,  touchant  les  trois- 
côtés  du  triangle  aux  niilieux  de  ces  côtés. 

Démonslration.   La  condition  de  similitude  est  exprimée 
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par  la  relation  (1+C— lîcosy)  =  a  (IV  — 4C)  (t.  I ,  p.  495)  ; 
a  est  une  eonstante  donnée  positive  si  la  conique  donnée 
est  une  hyperbole  ,  et  négative  si  cette  conique  est  une  el- 
lipse. Substituant  pour  B  et  C  leurs  valeurs  en  t  et  u,  on  aura 

{t  {-it  —p)  +  u  {2ii  —  q)  +  (2u—  ^)  (2/  — /7)  C0S7]'  = 
^  _  a  {2u  —  q)  {2t—p)  {^pu-h^qt  —  pq) , 

ligne  du  quatrième  degré,  sans  asymptotes  ;  ce  qui  est  évi- 
dent à  priori,  puisque  le  centre  ne  saurait  être  l'infini ,  sans 
que  la  conique  devienne  une  parabole.   Si  l'on  fait  r=0, 

»>n  a  pour  u  quatre  valeurs  ;  deux  égales  à  -  ,  (  t  ks  deux 

autres  sont  yw  (cosj±:\/ a)  ;  ainsi  ces  deux  dernières  va- 
leurs ne  sont  réelles  que  pour  l'hyperbole-,  on  parvient  à 
des  résultats  analogues  en  faisant  m  =  0  ,  le  second  membre 
doit  être  essentiellement  positil  -,  ce  qui  facilite  la  discussion 
de  la  courbe  qui  est  du  premier  genre  (Euler ,  Jnt.  in  anal, 
inf.,  t.  II,  p.  140). 

Lorsque  la  conique  donnée  est  un  cercle,  alors  a~ — sin'y, 
îa  courbe  doit  se  rédiiire  à  un  point;  je  n'ai  pu  parvenir  à 
mettre  cette  réduction  en  évidence. 

lU.\Problème.  Étant  donnés  deux  points  d'une  conique  , 
une  droite  tangente  et  le  centre,  trouver  une  équation  de 
cette  conique. 

Solution.  Prenons  la  tangente  pour  axe  des  j- ,  et  la  droite 
qui  passe  par  les  deux  points  fixes  pour  axe  des  jc  ;  soient 
toujours  t  et  «  les  coordonnées  du  centre,  quantités  con- 
nues ;  remplaçant,  dans  l'équation  générale  de  la  conique  , 
les  six  coefficients  par  leurs  valeurs  en  A,  k\  l,  /',  n,  elle 
prend  cette  forme  [v.  V.  I ,  p.  490) 

(^k^  _  „,/)  jK^  —  2  ak  +  mn)  xy  ■{-  [k''  —  ml')  x'  -j- 
-\- 2  (k'l  +  hi)y  +  2  {kl'-\-k'n.)  x  +  iC  —  il'  —  0 , 
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Taxe  des^  étant  une  tangente ,  on  a  /  =  0  ;  divisant  toute 

k  k'  i 

l'équation  par  m"    et  faisant  —  =  ^,  —  =  «,  et  désignant  — 

m  fil  m 

n  ,     , ,         .  . 

par  >.  et  —  par  w  ,  i  équation  générale  prend  cotte  forme  : 

Posant  jK  =  0  ,  on  a  les  deux  équations  tl-[-un'  =  a  (u'— ))  ^ 

n'*  =z  b{u^  —  ).) ,  où  <z  et  ^  sont  des  quantités  connues  par 
les  données  de  la  question  ;  d'où 

u(au  —  Ti')       ,      ^       uiut4-n')       „      ,    ,      ,     ,      ,     , 
a  -\-t  a-\- 1 


0  =  0,    j         ^ 


remplaçant  dans  l'équation  générale  l  par  sa  valeur,  il  vient 

{a-{-i)ty'—2{a-\-l)  iut-\-n>)  xy  +  ii{ut+n')a:'-\- 
+  2t  (a+0  n'y  4-  2«a  [ut  -|-  ti')  >  +  n'^{a-\-> 

équation  dont  tous  les  coetlicienls  sont  connus  ;  la  discussion 
des  deux  valeurs  de  n  ne  présente  aucune  difficulté. 

IV.  Problème.  Etant  donnés  deux  points  d'une  conique,  une 
droite  tangente,  et  le  rapport  des  axes  principaux,  trou- 
ver le  lieu  du  centre. 

Solution.  Conservons  la  même  notation  ;  le  rapport  des 
axt  s  étant  connu,  on  a  l'équation  (t.  1,  p.  495) 

[  [a  -f  0  ^'  +  "  {ut  -\-  n']  +  2  {a  -f  0  [ut  -\-  n')  cos  v]'  = 

c  est  donnée;  en  mettant  au  lieu  do  n'  sa  valeur  et  faisant 
disparaître  ensuite  le  radical,  on  parvient  à  une  équation  du 
douzième  degré,  qui  est  le  lieu  du  centre. 

V.  Problème.  Étant  donnés,  un  point  d'une  coniqu<^ , 
deux  tangentes  et  le  centre,  trouver  une  équation  de  cellr 
conique. 
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Solution.  Prenons  les  deux  tangentes  pour  axes  coor- 
donnés, et  soient  -t',  y  ies  coordonnées  du  point  donné,  t 
et  u  celles  du  centre,  on  a  ici  l=z  l'  =:0,  et  l'équation  géné- 
rale devient  (III) 

t'y'  -'■2{ut-\-n').rr+u'j:^  -]-  ^tn'}+<2ufia:+n"=0,  ou  «  — — , 

m 

le  point  {x-\  j')  élaiU  sur  la  conique ,  on  a  donc,  pour  déter- 
miner «',  l'équation 

/.'^  +  2/^'[(r'  -  x>'+  M.r']  =  -  {iy-ux')\ 
et 
11'  =  jc'y  —  ty'  —  Lia:'  zt  V x'y{x'y—  '^fl  —  2«x'  -\-  kuty 

Observation.  Si  l'un  des  trois  facteurs  qui  sont  sous  le 
radical  devient  nul ,  alors  n'  est  rationnel,  et  il  n'y  a  qu'une 
seule  solution. 

YI.  Théorème.  Le  lieu  géométrique  du  centre  d'une  co- 
nique touchant  deux  droites  ûxes ,  passant  par  un  point 
donné,  et  semblable  à  une  conique  donnée,  est  du  huitième 
degré. 

Démonstration.  La  condition  de  similitude  donne 

f^'+fi'-f  2(w/-f /Ocosvf  =  ltcn'{2ut-\-n')   (t.  I,  p.  495), 

mettant  a  la  place  de  n'  sa  valeur  et  faisant  disparaître  le 
radical ,  on  obtient  une  ligne  du  huitième  degré,  qui  se  ré- 
duit au  quatrième  degré  lorsque  n'  est  rationnel. 

VIL  Problème.  Étant  donnés  le  centre  d'une  conique  ,  et 
trois  tangentes,  trouver  une  équation  de  cette  conique. 

Solution.  Prenons,  deux  de  ces  tangentes  pour  axes  coor- 
donnés ,  vl  soit  dy-{-ex -\-J'  =  0,  l'équalion  de  la  troisième 
tangente,  on  a  donc  1=1' =^0,  la  condition  de  tangcncc 
(!e  la  troisième  droite  est 

—  '2dcn-{-mJ"+^2fd/J-\-yek=:0    (t.  II,  p.  108), 
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et  divisant  par  m , 
—  2^e/^'-f/^+2A/w'-^-  %fet  =  0 ,   d'où  iil  — ^  -\-'Vdu-\-yet ^ 

l'équation  générale  de  la  oonique  est  donc  (voir  ci-dessus  III), 

ty*-  2  [ut  -f  n')  xy  -(-  ux'  +  ^tn'y  -\-  2un'x  -\-n"=zO, 

remplaçant  ji'  par  sa  valeur,  on  obtient  l'équation  cherchée, 
l'espèce  de  la  conique  dépend  de  l'expression  n'  {^ut  -\-  n'). 

VIII.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  touchant 
trois  droites  données  et  semblable  à  une  conique  donnée,  est 
du  quatrième  degré. 

Démonstration.  La  condition  de  similitude  donne 

[e  +  M'-t-  2  [ut  +  n')  COS7]'  =  ^cn'  (2ut  +  n); 

remplaçant  «'par  sa  valeur  (VII),  on  trouve  une  équation  du 
quatrième  degré  sans  asymptotes. 

IX.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  passant 
par  trois  points  donnés ,  et  dont  le  rectangle  des  axes  est 
donné ,  est  une  ligne  du  huitième  degré. 

Démonstration.  Conservons  la  notation  du  problème  I ,  la 
constance  du  rectangle  des  axes  est  exprimée  par  la  relation 
L'  =  cni^;  c  est  une  constante  (t.  I ,  p.  493);  rapp'^rtant  L 
et  m  à  l'équation  (1)  ,  problème  I ,  on  a 

L  =  AE'  —  13DE  +  CD'  =  ut  {2t  —p)  (2a  —  q) 

[{'2pu-\-2rjt  —  pq)  {pu  -f  qt  —  pq)  —  p'q']  , 

m  z={2u—q)  {2t—p)  {2pu-\-  'Jqt—pq). 

Ainsi  l'équalion  du  lieu  cherché  est 

u't^  [  {'■Ipu  +  2qt—pq)  {pu+q(  —  pq)  —p'q'Y  == 

=  C[2u—q)  i'2t  —  p)  {^pu-^'-lqt-pqY, 

ligne  du  huitième  degré  qui  louche,  aux  points  milieux  ,  les 
côtés  du  triangle  AHC. 

X.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  qui  passe 


—  266  — 

par  deux  points  fixes,  el  louclie  une  droite,  et  dont  le  rec- 
tangle des  axes  est  constant,  peut  atteindre  le  trenlième 
degré. 

Dvmonslration.  Adoptons  la  même  notation. que  pour  le 
problème  III  ;  rapportant  L  et  m  à  l'équation  (2) ,  il  vient 

m  =  4  (a-{-t)  {ut-{-n')  [aut-j-  n'  {u-{-t)] , 
et  faisant  disparaître  les  /i"  à  l'aide  de  la  relation 

?i"  {a-\-b)  =  bu  [ut  -\-  îi), 

—  bii-\-K  ,,  -  ... 

faisant    iv  =z  ■ ,  ou  K  représente  le  radical  qui 

a~\- 1 

entre  dans  la  valeur  de  ii! ,  on  verra  qu'en  faisant  disparaître 
le  radical,  l'équalion  peut  s'élever  au  trentième  degré. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


NOTE 

Sur  l'angle  de  contingence  et  sur  Vangle  de  torsion. 


I.  Deux  tangentes  à  une  courbe  plane  ou  à  double  cour- 
bure infiniment  rapprochées  forment  quatre  angles ,  dont 
deux  sont  aigus  et  infiniment  petits,  et  deux  autres  obtus, 
différant  infiniment  peu  de  deux  angles  droits  ;  on  nomme 
ordinairement  angle  de  contingence  celui  de  ces  quatre  an- 
gles qui  ue  renferme  pas  le  petit  are  de  courbe.  Le  sinus  de  cet 
angle  est  évidemment  égal  au  sinus  de  l'angle  formé  par  les 
deux  normales  principales  qui  passent  par  les  extrémités  du 
petit  arc.  Si  du  sommet  de  cet  angle  comme  centre  on  décrit 
une  circonférence  dans  le  plan  de  l'angle  (plan  osculateur), 
la  longueur  du  petit  arc  intercepté  est  la  mesure  de  l'angle, 
et,  à  cause  de  sa  petitesse,  celte  longueur  est  aussi  celle  du 
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sinus  de  cel  angle ,  ou  du  sinus  de  l'angle  de  contingence  ; 
désignant  par  d&\  ^^5 ,  R ,  le  sinus  ou  l'arc  de  l'angle  des 

deux  normales,    la  longueur  du  petit  arc  de   courbe,   la 

ds 
longueur  du  rayon  de  courbure,  on  a  ds'=z_--^  équation 

que  l'on  énonce  ordinairement  ainsi  :  l'angle  de  contingence 
est  égal  à  la  dififéreulielle  de  l'arc  divisée  par  le  rayon  de 
courbure;  mais  cette  locution  semble  renfermer  quelque 
chose  d'indécis.  Une  quantité  inCniraont  petite,  une  diffé- 
rentielle prise  isolément,  ne  présente  aucun  sens.  Nous 
croyons  que  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  la 
théorie  inflnitésimale  de  Newton,  et  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage ,  sont  propres  à  jeîcr  quelque  clarté  sur  ce  point 
de  doctrine. 

II.  Soiiy"{j?,j^)  =  0 ,  l'équation  d'une  première  courbe 
plane,  et  (^(jr,  jk)=0,  l'équation  d'une  seconde  courbe,  située 
dans  le  même  plan.  Par  un  point  M  pris  sur  celle  seconde 
courbe,  menons  deux  tangentes  MP,  MQ  à  la  première 
courbe  ;  P  et  Q  sont  les  points  de  contact.  Lorsque  le  point 
M  se  meut  sur  la  seconde  courbe  ,  la  corde  PQ  enveloppera 
une  troisième  courbe,  et  soit  Ole  point  où  la  corde  PQ 
touche  son  enveloppe,  prenons  un  point  M' infiniment  voisin 
de  M,  sur  la  seconde  courbe,  et  concevons  deux  nouvelles 
tangentes  M'P',  MQ';  PP'  et  QQ'  sont  deux  arcs  infiniment 
petits,  el  d'après  un  théorème  de  Newton  [vA .  111 ,  p.  580),  l'on  a 

ppr  piyj  Qp 

VTTTT  =  r.^.\^.^ ;  concevons  par  P  et  F  deux  normales  se 
QQ        QM.OQ 

rencontrant  au  point  T,  et  de  njéme  en  Q  et  Q'  deux  nor- 
males se  rencontrant  en  U  ;  ces  points  sont,  comme  on  sait , 
les  centres  de  courbure  en  1*  el  en  Q,  et  l'on  a 

annle  PTP^       UQ     PP^  __  UQ     PMOP 
angle QUQ'  ~  TP     QQ'  ~  TP     QJVI.OQ^ 
ainsi  les  angles  de  contingence  en  P  et  en  Q ,  tous  deux  inli- 


—  268  - 

iiiineiil  pelils,  ont  donc  entre  eux  un  rapport  fini,  qui 
dépend  de  la  nature  de  la  seconde  courbe  que  l'on  peut 
prendre  arbitrairement;  donc  ce  rapport  est  aussi  arbitraire. 
On  est  convenu  de  prendre  une  seconde  courbe  telle  que 

le  rapport  soit  constamment  égal  à  1  unité;  ce  qui 

répond  au  cas  où  la  corde  PQ  soustend  constamment  un  arc 

,       ^       ,  ,  .  PP'     angle  PTP'     00 

de  menie  lon^^ueur;  alors  on  a  aussi  7^77,== — —, — ^^^.=  —^ 
"         '  QQ'     angle  QOQ'     TP' 

c'est-à-dire  qu'alors  les  angles  de  contingence  sont  en  raison 

inverse  des  rayons  de  courbure. 

III.  On  peut  encore  éclaircir   ce  qui  précède  par  des 

considérations  de  mouvement.  Supposons  que  la  première 

courbe  soit   parcourue  d'un  mouvement  uniforme  par  un 

point  matériel  avec  une  vitesse  égale  à  l'unité.   De  sorte 

^^  .     . 

qu'en  tous  les  points  on  aura  — -  =1  ;  a  partir  du  centre  de 

courbure  T  portons  TI  =  1  sur  le  rayon  de  courbure  TP, 
entre  T  et  P  ;  concevons  que  le  point  I  tourne  avec  la  nor- 
male TP,  pendant  l'instant  dt,  autour  du  point  fixe  T  ;   la 

i  ds  1 
vitesse  angulaire  du  point  I  sera  —  .  —  =  ^7=  ;  ainsi  1  an- 
gle de  contingence  n'est  autre  que  la  vitesse  angulaire  du 
rayon  de  courbure  autour  du  centre  de  courbure;  en  général 
si  on  développe  une  courbe,  de  telle  sorte  que  l'extrémité 
du  fil  ait  une  vitesse  constante  égale  à  l'unité ,  l'angle  de 
contingence  d'un  point  delà  développante  est  la  même  chose 
que  la  vitesse  angulaire  du  fil  en  ce  point. 

Lorqu'un  point  matériel  est  assujetti  à  décrire  une  ligne 
donnée,  on  sait  que  !a  pression  en  chaque  point  est  repré- 
sentée par  le  carré  de  la  vitesse  en  ce  point  divisé  par  le 
rayon  de  courbure;  donc,  si  cette  vitesse  est  égale  à  l'unité, 
la  pression  est  représentée  aussi  par  l'angle  de  contingence. 
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IV.  y4ngle  de  torsion.  Soit  une  figure  polygonale  plane 
ABCDEF  ; . .  rendant  fixe  le  côté  AB,  suppost)ns  que  BC  tourne 
autour  de  lui-même  en  se  tordant  d'un  angle  a,  et  entraîne  avec 
lui  le  reste  de  la  figure  ;  alors  le  plan  CDEF. . .  fera  avec  le  plan 
ABC  un  angle  y,  dans  cette  position,  fixant  CD,  supposons 
que  DE  se  torde  d'un  angle  a'  et  entraîne  le  reste  du  poly- 
gone; alors  le  plan  DEF.,.  fera  avec  le  plan  BCD  un  angle 
de  torsion  a',  et  opérant  ainsi  successivement  sur  tous  les 
côtés ,  on  aura  un  polygone  gauche ,  où  trois  côtés  succes- 
sifs seront  toujours  dans  deux  pians  différents  dont  l'incli- 
naison dépend  de  l'angle  de  torsion;  et  réciproquement 
tout  polygone  gauche  peut  être  conçu  comme  étant  le  ré- 
sultat de  la  torsion  d'un  polygone  plan.  Si  on  remplace  le 
polygone  par  une  courbe  plane  et  opérant  d'une  manière 
analogue,  on  obtiendra  une  courbe  gauche;  les  plans  des 
deux  côtés  successifs  deviennent  des  plans  osculateurs  ; 
chaque  angle  de  torsion  est  évidemment  infiniment  petit; 
mais  le  rapport  de  deux  angles  de  torsion  est  une  quantité 
finie,  qu'il  est  facile  de  déterminer  En  etîet,  soit  un  point  P 
pris  sur  une  courbe  gauche;  par  ce  point  passent  trois 
droites  déterminées  de  direction,  savoir  :  1**  la  tangente  à  la 
courbe;  2°  la  normale  principale,  ou  celle  qui  se  trouve  dans 
le  plan  osculateur;  3**  une  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  prises 
deux  à  deux,  ces  droites  forment  trois  plans,  lesquels,  con- 
sidérés pour  tous  les  points  de  la  courbe,  ont  pour  enveloppe 
trois  surfaces  développablos  se  coupant  orlhogonalement.  Le 
plan  déterminé  par  la  première  cl  la  troisième  droite  coupe 
sa  surface  enveloppe  correspondante  suivant  une  courbe 
plane,  dont  deux  normales  infiniment  voisines  sont  perpen- 
diculaires à  deux  plans  osculateurs  infiniment  vbisins  de  la 
courbe  gauche;  donc  l'angle  de  contingence  de  la  courbe 
plane  mesure  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  gauche,  et 
nous  savons  que  cet  angle  de  contingence  est  mesuré  par  la 
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valeur  réciproque  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  plane 
qu'on  peut  appeler  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  gauche; 
ainsi  ce  genre  de  ligne  a  une  courbure  qu'elle  partage  aussi 
avec  les  courbes  planes ,  et  qui  consiste  dans  le  changement 
incessant  de  direction  des  tangentes,  et  une  autre  courbure 
qui  résulte  de  la  torsion  ou  du  changement  incessant  de 
direction  des  plans  osculateurs;  c'est  ce  quia  fait  donner  à 
ces  lignes  le  nom  de  courbe  à  double  courbure ,  qu'on  doit 
à  l'académicien  Pitot. 

Dans  le  cas  actuel,  la  courbe  à  double  courbure,  d'après 
le  théorème  de  M.  Dupin,  est  une  ligne  de  courbure  dans 
chacune  des  trois  surfaces  développablcs.  Tm. 


THEOREME  SUR  L'ELLIPSE. 

FAR  M.  EUGÈNE  JUBÉ  , 

licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


La  bissectrice  de  l'angle  que  font  entre  elles  deux  tan- 
gentes à  une  ellipse,  est  aussi  bissectrice  de  l'angle  qu'on 
forme  en  joignant  leur  point  de  concours  aux  foyers. 

Fig.  23.  Soient  CT,  CT  deux  tangentes  à  une  ellipse  dont 
les  foyers  sont  F,  F'.  On  sait  qu'en  menant  F'T,  F'T',  et 
prolongeant  ces  lignes  de  quantités  TM  =  TF,  T'M'  =  T'F, 
les  points  M  et  M'  sont  les  intersections  de  deux  cercles 
ayant  leurs  centres  en  F'  et  en  C ,  et  pour  rayons  le  grand 
axe  de  l'ellipse  ou  F'M,  et  CF.  Il  en  résulte  que  F'C  divise 
«n  deux  parties  égales  l'angle  MCM',  et  par  suite  MCF  — 
FC1VI'=  2FCF'.  Mais  les  tangentes  CT,  CT'  sont  bissectrices 
des  angles  MCF,  MCF,  donc  TCF  -  FCT'  =  FCF,  et  par 
conséquent  TCF'  =  FCT'.  La  bissectrice  de  l'angle  FCF'  di- 
visera donc  aussi  en  deux  parfies  égales  l'angle  TCT'. 
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Corollaire  I.  Si  on  imagine  une  nouvelle  ellipse  passant 
par  le  point  C  ,  et  ayant  aussi  F  et  F'  pour  foyers  ,  sa  nor- 
male en  C  sera  la  bissectrice  de  l'angle  FCF',  donc  les  deux 
tangentes  CT,  CT'  seront  également  inclinées  sur  la  tan- 
gente au  point  C  à  la  seconde  ellipse. 

Corollaire  II.  La  bissectrice  de  l'angle  FCF'  divisera  en 
deux  parties  égales  tous  les  angles  que  forment  les  couples 
de  tangentes  menées  par  le  point  C  à  des  ellipses  ayant  F  et 
F'  pour  foyers.  Deux  tangentes  d'un  même  couple  sont  éga- 
lement inclinées  sur  celles  d'un  autre  couple  quelconque. 

Corollaire  III.  Pour  mener  une  seconde  tangente  à  une 
ellipse  par  un  point  C  pris  sur  une  première  tangente  tracée 
CT,  il  suffit  de  joindre  CF',  CF,  et  faire  avec  cette  dernière 
ligne  un  angle  égal  à  F'CT. 


THEOREMES  A  DEMONTRER 

Et  questions  à  résoudre  sur  la  théorie  des  équations  et  des 

coniques. 

FAR  M.  I.EB£SGU£. 


L'équation  j:*"— A.j:"*"'+A,j:"-'...±  Am  =  0  ,  multipliée 
par  JT*"""*,  conduit  tout  de  suite  à 

en  représentant  par  §a  la  somme  des  a"  puissances  dos  m 
racines. 

Démontrer  pour  le  cas  de  n  entier  positif  ou  négatif  : 
1"  que  tous  les  termes  du  groupe  Jn  sont  détruits  par  une 
partie  des  termes  du  groupe  A.Jw-i ,  que  les  termes  restants 
de  ce  groupe  sont  détruits  par  une  partie  des  termes  du 
groupe  suivant  A,5w_2  et  ainsi  de  suite.  2'^  Montrer  que  pour 
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le  cas  lie  n  positif  <C  '^t ,  le  {groupe  An^o  de  '«An  étant  dé- 
composé en  «A„  -j-(m—  //)  An  ,  l'équation  [a]  se  partagera 
on  deux 

Sn  —  A,Sn-i  -h  A,Sn-2. . .  ±:  An-iJ.  =p  «An  =  0  , 
{m  —  n)  An  —  An+iS-i  -{-An+îS— 2 —  •   •  —  AmS-(m— n)  =  0. 

L'équation  [a)  peut-elle  conduire  à  quelques  conséquences 
utiles  pour  le  cas  des  puissances  fractionnaires? 

Théorèmes  et  problèmes  sur  l'ellipse. 

(On  les  étendra  à  l'hyperbole). 

I.  Trouver  la  dislance  p  d'une  normale  à  l'ellipse  au 
centre  de  celte  courbe. 

II.  La  distance  maximum  est  <^ —  b^  en  représentant  par 
a  ci  b  les  demi-axes. 

III.  Toute  autre  dislance/?  répond  à  deux  normales  (on 
ne  considère  qu'un  quart  d'ellipse). 

Ces  normales^  et  les  points  de  l'ellipse  par  lesquels  on  les 
mène,  peuvent  être  dits  associés. 

IV.  Un  certain  point  est  associé  à  lui-même  ,  il  répond  à 
la  distance  maximum. 

Les  propositions  précédentes  conduisent  à  la  construction 
de  Fagnano  pour  les  arcs  d'ellipse  à  diCférence  rectifiable , 
et  montrent  qu'elle  n'est  qu'un  cas  particulier  des  belles 
constructions  de  M.  Chasles. 

NOTE  SUR  UIN"  TRIPLE  EMPLOI. 

Nous  nous  sommes  rappelé  trop  tard  que  le  théorème  de 
M.  Poncelet,  traité  ci-dessus  par  M.  Jubé,  a  déjà  été  démontré 
par  M.  Gérono  d'une  manière  absolument  semblable  (t.  JII , 
p.  499),  et  encore  t.  Il,  p.  538.  Il  devient  de  plus  en  plus 
nécessaire  de  consulter  les  tables  du  Journal,  si  bien  détail- 
lées par  M.  le  professeur  Anne. 
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NOTE 

Sur  les  nombres  associés  ;  généralisation  du  théorème 

de  U^ilson, 

PAR  M.   E.   PROUHET, 

Professeur  au  collège  royal  d'Auch. 


1 .  Deux  entiers  a  et  a'  inférieurs  et  premiers  à  P  sont  dits 
associés  par  rapporta  ce  dernier  nombre,  lorsque  le  produit 
est  de  la  forme  P-j- 1 .  En  général  a'  est  différent  de  a  ;  mais 
lorsque  a=  1 ,  ou  P  —  l ,  l'associé  de  a  est  le  nombre  a  lui- 
même  ,  et  on  a  l'égalité 

Les  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété  pourraient 
être  nommés  associés  doubles  y  par  rapport  à  P.  Notre  princi- 
pal but,  dans  cette  note,  est  de  rechercher  combien  il  y  a 
d'associés  doubles  pour  chaque  valeur  aitribuée  à  P,  ou,  en 
d'autres  termes,  combien  il  y  a  d'entiers  moindres  que  P 
propres  à  satisfaire  à  la  relation 

(i)  :r'  — 1=P. 

I 

2.  N(>us  supposerons  d'abord  P  impair,  et  égal  au  produit 
de  deux  nombres  A  et  lî  premiers  entre  eux.  On  satisfera  à  la 
relation  (1)  en  posant 

r— 1=À,     r+l  =B 

C'est-à-dire  en  prenant  pour  run  nombre  à  la  fois  À    i    * 

Ann.  uk  Mathem.  IV  '  •' 
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et  B  —  I  ;  nous  savons  qu'il  existe  toujours  un  nombre 
moindre  que  AB  et  remplissant  ces  deux  conditions  (*). 

On  pourra  encore  prendre  x  à  la  fois  A  —  1  et  B  —  1  ;  ce 
qui  donnera  un  second  associé  double,  dilTérenldu  premier; 
puisque  les  deux  nombres  x  —  1  et  x-\-  1  ,  dont  la  différence 
est  2 ,  ne  peuvent  pas  avoir  de  facteur  commun  impair. 

Ainsi  chaque  manière  de  décomposer  P  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux  donne  lieu  à  deux  associés  doubles. 

On  n'a  pas  à  craindre  qu'un  autre  mode  de  décomposition 
donne  les  mêmes  associés  Car,  soit  encore  P  =  A'B'.  Si  l'on 
avait  en  même  temps  : 

JT— 1=A,        X-(-l=B: 

r  — 1==Â',     jc-f1==B', 

A'  devrait  être  premier  avec  B ,  et  B'  avec  A ,  d'après  la  re- 
marque faite  plus  haut.  Donc,  puisque  AB=  A'B',  A'  de- 
vrait diviser  B,  et  de  même  B'  devrait  diviser  A;  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu;  à  moins  que  A'=B,  B'  =  A,  ou  que  les 
deux  modes  de  décomposition  soient  identiques,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Donc. 

Il  y  a  deux  fois  autant  d'associés  doubles  par  rapport  à  un 
nombre  impair  P,  qu'il  y  a  de  manières  de  décomposer  P  en 
deux  facteurs  premiers  entre  eux. 

II. 

3.  En  second  lieu,  supposons  P  =  S"" A. B,  A  et  B  étant 
deux  nombres  impairs  premiers  entre  eux ,  et  m  étant  au 
moins  égal  à  2. 

Si  l'un  des  deux  facteurs  x —  1 ,  ic-f-  *  ('st  pair,  il  en  sera 
de  même  de  l'autre.  On  satisfera  donc  à  la  relation  (1)  en 
dosant 

j:— 1  =(2"'-'a),      jr  +  l=B, 


(*)  Voir  tome  IV,  p.  7i,  lernme  1. 
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ou  en  prenant  x  à  la  fois  (2"'~'a)  +1  et  B  —  t  ■  or  il  existe 
deux  nombres  moindres  qoe  2(*"~'A.E),  et  remplissant  ces 
deux  conditions. 
On  peut  encore  prendre   pour  x  un  nombre  à  la  fois 


(2*""' A) — 1  et  B+1  ,  ce  qui  donne  deux  associés  doubles. 
On  démontrerait  comme  plus  haut,  qu'ils  sont  différents  des 
premiers. 

Ainsi  chaque  manière  de  décomposer  P  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux,  donne  lieu  à  quatre  associés  doubles. 

4.  Voyons  maintenant  si  les  associés  doubles  provenant  des 
deux  décompositions  P  =  2"*A.B  et  P=2"*A'.B'  ne  peuvent 
pas  être  les  mêmes.  Pour  qu'une  pareille  circonstance  se 
présente,  il  faut  que  le  nombre  x  soit  dans  l'un  des  quatre 
cas  suivants  : 

I.   X— 1^(2"-a)^(2"'-'A'),  jc+1  =B  =h' 

II.  X— l=B  =B'  ,  x+1=  (2"*-'a)  =  (r^"^) 

III.  X— 1=(2'"~'A>=B'  ,  x+1=  B  ==  (2^^^=^) 

IV.  .r-l=B  =(2"'-"A'), .r+t=  (2"*-'a)  =  B' 

Mais  comme  x  —  1  et  r  -|-  1  n'ont  pas  de  facteur  commun 
autre  que  2 ,  les  doux  premiers  cas  ne  peuvent  se  présenter  ; 
et  les  deux  derniers  cas  n'ont  lieu  que  si  on  a  simultanément  : 
m  =  2,  A  =  B',B  =  A'. 

Ainsi  ce  n'est  que  dans  le  cas  de  m=2  que  deux  modes  de 
décompositions  (P  — 4A.B,  P  =  4B.A),  donnent  les  mêmes 
associés.  Donc 

P 

Suivant  que  -—  est  impair,  ou  pair,  il  y  a  deux  fois  on 

4 

quatre  fois  autant  d  associés  doubles^  par  rapport  à  P,  quil 
y  a  de  manières  de  décomposer  V  en  deux  facteurs  premiers 
rntre  eux 
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5.  JNous  avons  laissé  do  côlé  le  cas  où  m  =  1 ,  c'est-à-dire  où 
P  est  double  d'un  nombre  impair,  parce  que  les  raisonne- 
ments précédents  ne  sont  plus  applicables.  En  effet,  on  ne 
peut  alors  satisfaire  à  la  relation  (1)  qu'en  posant 

ou  bien 

:r— 1— B       ,       .r4-1=2Â 

ce  qui  donne  seulement  deux  associés  doubles.  En  outre,  les 
associés  doubles  provenant  des  deux  décompositions P=2A.B 
et  P  =  2B.A  sont  évidemment  les  mêmes.  Donc, 

Il  y  a  autant  d'a^mcié^  doubles,  par  rapport  à  un  nombre  P 
double  d'un  nombre  impair,  quily  a  de  manières  dedécom- 
poser  P  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux. 

111. 

(>.  Désignons  par  t^  le  nombre  des  associés  doubles  par  rap- 
port à  P  ;  par  R  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  de 
P.  On  sait  que  2^~'  indique  de  combien  de  manières  on  peut 
décomposer  P  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux  (*).  On 
aura  donc  d'après  les  n*"'  2 ,  4 ,  5, 

t^r=2*     si  V  est  impair . 
v=  2*~'  si  P  est  double  d'un  nombre  impair. 
i>=2^      si  P  est  quatre  fois  un  nombre  impair. 
^=  2*"^'   si  P  est  quatre  fois  un  nombre  pair. 

7.  Ces  formules  font  voir  que  si  P  est  une  puissance  ou  le 
double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  il  n'y  a 
que  deux  associés  doubles,  qui  sont  .  1  ,  P — 1 . 

Si  P  =  2*',  m  étant  supérieur  à  2,  il  y  a  quatre  associés 
doubles,  qui  sont  : 

1,     2"'-'       1,     2*"~'4-l,     2*"-1. 

r)  Legendre,  Théorie  des  nombres,  t.  1,  p.  I3. 


I 
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lY. 

8.  Désignons  par  P,  le  produit  de  tous  les  nombres  infé 
rieurs  et  premiers  à  P,  et  cherchons  le  reste  de  la  division  de 
P.,  par  P. 

Les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  P,  à  Vexceplion  des 
associés  doubles,  se  groupent  par  couples  dont  le  produit  est 

de  la  forme  P+1,  le  produit  de  tous  ces  couples  sera  donc 
de  même  forme.  Ainsi  le  reste  de  P,  dépendra  au  produit  de 
tous  les  associés  doubles. 

Pour  trouver  ce  dernier  reste ,  je  remarque  d'abord  que  si 
a  est  associé  double,  il  en  est  de  même  de  P — «,  car  on  a 

et  ensuite,  que 

a(P  —  a)  -V  —  a'  —  P  — 1. 

Les  associés  doubles  se  groupent  donc  par  couples  dont  le 
produit  est  de  la  forme  P  —  1 .  Par  conséquent  le  produit  des 
associés  doubles  sera  P+1  ou  P  —  1 ,  suivant  que  le  nombre 
de  ces  couples  sera  pair  ou  impair  ^  c'est-à-dire  suivant  que  ^ 
sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  4. 

Donc ,  si  on  se  rappelle  les  valeurs  de  p»  trouvées  plus  haut, 
on  en  déduira  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  de  tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  P, 
est  de  la  forme  P  -|- 1 ,  excepté  lorsque  P  est  une  puissance  d'un 
nomf^re  premier^  ou  le  double  d'une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Dans  ce  dernier  cas,  le  produit  en  question  est  de  la 
forme  P  —  l  * 

(3n  voit  que  cet  énoncé  comprend  le  théorème  de  tVilson^ 
déjà  démontré  dans  ce  recueil  ,  par  des  considérations  ana- 
higues.  (Voir  t.  11 ,  p.  193). 

Note.  Nous  possédons  depuis  longtemps  une  démonstration 
du  Ihéorème  de  tf'ilsnn,  généralisée  et  fondée  sur  la  doctrine 
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des  résidus  quadratiques  de  (iauss  {Disquisitiones^  sect.  IV), 
nous  la  donnerons  avec  l'exposition  de  celte  doctrine  dont 
les  théorèmes  de  M.  Prouhet  sont  aussi  des  conséquences.  Il 
en  est  de  même  de  la  démonstration  que  M.  Poinsot  vient  de 
publier  récemment  dans  le  journal  de  M.  Liouville  (janvier  et 
février  1845),  dont  celle  de  M.  Prouhet  ne  diffère  pas  essen- 
tiellement. Tm. 


THEORIE  DU  CALCUL  ELEMENTAIRE, 

FAR  M.  AMPÈRE.   (Œuvre  posthume.) 

(Fin,  voir  p    i09,  i6i  et  2I3.) 


33.  Il  y  a  celte  différence  essentielle  entre  ces  deux  espèces 
de  nombres ,  que  l'idée  claire  et  précise  que  nous  avons  des 
nombres  rationnels ,  nous  donne  la  facilité  de  les  représenter 
par  des  signes  et  de  les  désigner  par  des  noms ,  dont  on  est 
convenu  de  se  servir  pour  cela  ;  tandis  que  nous  ne  pouvons 
avoir  aucune  idée  précise  des  nombres  irrationnels,  quoiqu'il 
y  en  ait  quelques-uns  auxquels  on  a  affecté  des  noms  et  des 
signes,  d'après  les  relations  que  l'on  concevait  entre  eux  et 
certains  nombres  rationnels.  Il  est  toujours  facile,  au  reste, 
de  trouver  des  nombres  rompus  qui  approchent  d'aussi  près 
qu'on  le  veut  de  tous  les  nombres  irrationnels  qu'on  peut 
être  dans  le  cas  de  vouloir  déterminer,  et  qu'on  est  dans 
l'usage  d'employer  à  la  place  de  ces  irrationnels  ;  on  n'ob- 
tient à  la  vérité  par  là  qu'une  valeur  approchée  des  grandeurs 
qu'on  détermine  par  ce  moyen ,  mais  cet  inconvénient  n'est 
d'aucune  conséquence  dans  l'application  du  calcul  aux  arts, 
aux  sciences  et  aux  besoins  de  la  société,  l'exactitude  rigou- 
reuse y  étant  si  peu  nécessaire ,    qu'on  a  coutume ,  dans 
la  seule  vue  de  simplifier  les  opérations  du  calcul ,  de  ne  se 
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servir  que  de  valeurs  approchées ,  même  pour  les  nombres 
rationnels,  lorsque  les  valeurs  exactes  de  ceux-ci  seraient 
trop  compliquées  ,  ou  sous  une  forme  peu  commode  à  l'exé- 
cution de  ces  opérations. 

La  quatrième  espèce   de  nombres,   a   dû  sa  naissance  à 
la  perfection  que  le  calcul  a  acquise  depuis  quelques  siècles. 
On  ne  peut  douter  cependant  que  les  anciens  n'aient  fait 
quelquefois  l'espèce  de  comparaison  dont  elle  est  le  résultat, 
puisqu'il  nous  arrive  assez  souvent  de  la  faire  dans  le  cours 
de  la  conversation  ,  mais  comme  c'est  moins  une  espèce  de 
nombres, absolument  différents  de  ceux  dont  nous  avons  parlé 
jusqu'à  présent,  qu'une  modification  particulière  dont  ils 
sont  tous  susceptibles ,  ils  se  servaient  des  mêmes  noms  pour 
les  exprimer,  en  indiquant  cette  modification  par  le  reste  de 
la  phrase;  et  n'ayant  pour  les  désigner  aucun  nom ,  ni  aucun 
signe  particulier ,  ils  ne  les  distinguaient  point  des  autres 
nombres  ;  on  ne  s'est  avisé  de  celte  distinclion  qu'après  avoir 
établi  un  signe  pour  les  désigner,  et  ce  ne  sont  que  les  pro- 
grès ultérieurs  du  calcul  qui  ont  fait  senlir  combien  elle  était 
indispensable  pour  lui  donner  la  généralité  et  l'uniformilé 
sans  lesquelles  il  n'aurait  jamais  approché  du  degré  de  per- 
fection où  il  est  aujourd'hui  porlé  11  est  même  très-digne  de 
remarque,  que  l'idée  de  cette  dislinclion  est  très-postérieure 
à  l'invention  de  ce  signe  qui  avait  d'abord  une  signification 
absolument  différente,  mais  qu'on  a  changée  insensiblement 
comme  il  arrive  dans  toutes  les  langues,  au  sens  attaché  à 
une  foule  de  mots,  pour  lui  faire  exprimer  une  idée  qui 
manquait  de  signes  par  cela  même  que  la  distinction  sur  la- 
quelle elle  repose,  n'avait  été  saisie  que  lorsque  le  calcul  eut 
faits  de  grands  progrès  ;  il  parait  menu'  qu'elle  ne  l'a  élé  que 
très-imparfaitement  par  les  auteurs  de  noslivresélénienlaires, 
qui  ont  tous  donné  d'abord  à  ce  signe  sa  sij;ni(icalion  primi- 
tive, pour  la  modifier  ensuite  successivement,  ce  qui  a  jetésui* 
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les  priiicipos  du  calcul  une  sorte  d'obscurité,  que  je  me  suis 
efforcé  de  dissiper,  eu  présentant  ici  le  sens  attachée  ce  signe 
sousun  point  de  vue  absolument  différent,  et  conformée  l'usage 
qu'on  en  fait  réellement  dans  toutes  les  opérations  du  calcul. 

L'espèce  de  comparaison  dont  nous  allons  tirer  l'idée  de 
celle  nouvelle  sorte  de  nombres  n'est  pas  seulement  néces- 
^;ai^e  à  cet  objet ,  on  verra  dans  le  premier  livre  de  cet  ou- 
vrage ,  que  ce  n'est  que  d'elle  qu'on  peut  tirer  une  définition 
précise  des  relations  existantes  entre  différents  nombres  qui 
servent  de  base  à  toutes  les  régies  fondamentales  du  calcul  (*), 
déflnition  d'autant  plus  importante,  qu'il  serait  presque  im- 
possible de  rendre  raison  sans  elle  d'une  partie  de  ces  régies , 
et  surtout  des  modifications  qu'elles  éprouvent,  lorsqu'aprés 
les  avoir  appliquées  au  calcul  des  nombres  entiers ,  on  passe 
successivement  à  celui  des  autres  espèces  de  nombres. 

Cette  sorte  de  comparaison  diffère  de  toutes  les  autres  en 
ce  qu'au  lieu  de  comparer  entre  elles  les  grandeurs  elles- 
mêmes  ,  on  ne  compare  que  les  inégalités  qui  peuvent  exister 
entre  deux  grandeurs  et  qui,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
doivent  être  rangées  dans  la  classe  des  grandeurs  qui  résulte 
de  la  comparaison  de  deux  objets,  il  est  évident  que  celle  de 
deux  inégalités  suppose  nécessairement  quatre  grandeurs , 
homogènes  deux  à  deux ,  pour  qu'il  puisse  exister  entre  elles 
deux  inégalités.  El  comme  dans  l'explication  q^uc  nous  allons 
en  donner,  il  faudra  en  parler  sans  cesse  sans  risquer  de  les 
confondre  -,  je  crois  qu'il  est  à  propos  pour  éviter  au  lecteur 


(')  ToQtes  ces  règles  soni  fondées  sur  deux  relations  principales  existantes 
entre  les  nombres,  par  les(|ueilesdes  nombres  étant  donnés,  ils  en  déterminent 
deux  autres:  l'un  qu'on  appelle  leur  somme,  et  l'autre  leur  produit.  Tous  les  au- 
teurs élémentaires,  au  lieu  d'en  présenter  l'idée  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général ,  en  ont  tiré  les  premières  déJinilions  du  cas  le  plus  particulier,  celui 
des  nombres  entiers,  et  celle  idée  étant  dés  lors  absolument  incomplète  a  semble 
en  contradiction  avec  celle  qu'il  fallait  se  former  de  la  somme  et  du  produit, 
relativement  aux  autres  nombres;  telle  est  la  source  de  l'obscurité  dont  j'ai 
parle  tout  à  l'heure  el  (|iie  j'ai  surtout  cherché  à  éviter. 
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Tennui  ot  l'embarras  des  longues  périphrases,  de  désigner 
ces  quatre  grandeurs ,  comme  les  mathématiciens  et  quelques 
métaphysiciens  désignent  les  objets  dont  ils  traitent ,  je  veux 
dire  par  les  lettres  de  l'alphabet. 

Soient  donc,  A  et  B,  deux  grandeurs  de  même  espèce  entre 
lesquelles  on  suppose  une  inégalité  quelconque  ;  C  et  D,  deux 
grandeurs  aussi  homogènes  entre  elles,  qui  peuvent  indiffé- 
remment être  ou  ne  pas  être  de  l'espèce  des  deux  premières 
A  et  B,  et  qui  déterminent  une  seconde  inégahté  .  la  compa- 
raison de  ces  deux  inégalités ,  ne  pourra  plus  éprouver  au- 
cune difficulté  dés  qu'on  se  sera  fait  une  idée  juste  de  ce  qu'on 
doit  précisément  entendre  par  deux  inégalités  de  même 
valeur.  Le  seul  cas  où  cette  idée  n'ait  pas  besoin  d'éclaircis- 
sement est  celui  où  A  est  égal  à  C,  car  il  est  clair  qu'il  faut 
alors  que  B  le  soit  aussi  à  D,  pour  que  l'inégalité  de  A  et  de 
B  soit  la  même  que  celle  de  C  et  de  D. 

Dans  tout  autre  cas  on  ne  peut  se  faire  une  idée  bien  nette 
de  cette  identité  de  valeurs,  qu'en  considérant  la  plus  petite 
des  deux  grandeurs  A  et  B ,  comme  égale  à  une  portion  de 
la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  des  deux  grandeurs  C  et  D, 
sous  le  même  point  de  vue  relativement  à  la  plus  grande.  Le 
changement  par  lequel  les  deux  plus  grandes  seraient  respec- 
tivement réduites  à  la  même  valeur  que  les  deux  plus  petites, 
consiste  alors  dans  une  opération  par  laquelle  on  en  détruit 
ou  du  moins  on  en  sépare  la  portion  restante ,  et  comme 
cette  opération  détermine  évidemment  Tinégaléte  qui  se 
trouve  entre  les  deux  grandeurs  qu'elle  ramène  à  l'égalité  , 
on  s'assurera  que  l'inégalité  de  A  et  de  B,  est  la  uième  que 
celle  de  C  et  de  D,  lorsque  cette  opération  sera  précisément 
la  même  dans  les  deux  cas. 

Si  l'on  ne  considère  dans  ces  deux  opérations  (jue  la  portion 
relranché(%  elle  sera  dans  la  première  homogène  à  A  et  à  B, 
dans  la  seconde  à  C  et  à  1) ,  on  no  pourra  donc  coniparer  les 
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inégalités  délerrniiiees  de  cette  manière  ,  que  dans  le  cas  où 
les  quatre  grandeurs  seraient  de  mérne  nature. 

Il  y  a  une  autre  manière  de  considérer  la  même  opération 
qui  paraît  moins  simple  et  moins  naturelle ,  mais  qui  a  l'avan 
tage  de  permettre  la  comparaison  des  deux  inégalités,  soit 
que  les  deux  grandeurs  homogènes  A  et  B ,  soient  ou  ne 
soient  pas  de  même  nature  que  C  et  D ,  et  qui  est  d'ailleurs 
le  seul  moyen  d'établir  des  relations  entre  des  grandeurs 
hétérogènes,  en  ne  comparant  d'abord  ,  à  la  vérité ,  que  des 
homogènes ,  mais  en  comparant  ensuite  les  résultats  de  ces 
premières  comparaisons. 

Cet  autre  moyen  de  se  faire  une  idée  précise  de  l'opéra- 
tion ,  par  laquelle  nous  pourrions  séparer  (*) ,  de  la  plus 
grande  de  deux  grandeurs,  les  parties  qu'elle  a  de  plus  que 
l'autre ,  consiste  à  la  partager  en  un  certain  nombre  de  par- 
ties égales,  et  à  prendre  ensuite  un  nombre  déterminé  de  ces 
parties  pour  en  former  une  réunion  égale  à  la  plus  petite. 
Pour  que  l'inégalité  de  A  et  de  II ,  considérée  de  cotte  ma- 
nière ,  soit  égale  à  celle  de  C  et  de  D,  il  est  évident  d'après 
la  définition  que  nous  avons  donné  du  nombre  que  celui  qui 
exprime  la  manière  d'être  respective  des  deux  premières 
grandeurs  ,  soil  le  même  que  celui  qui  détermine  celle  des 
deux  dernières. 

Il  ne  faut  pas  croire  que  ces  deux  manières  de  tonsidérer 
les  inégalités  donnent  les  mêmes  résultats  quand  il  s'agit  de 
les  comparer,  il  est  aisé  de  voir,  au  contraire,  que  deux  iné- 
galités peuvent  très-bien  avoir  la  même  valeur  quand  on  les 


(•)  Au  lieu  de  délerrilirier  ainsi  l'inégalité  de  deux  grandeurs, par  la  diminution 
(|u'il  convient  de  faire  éprouver  à  la  plus  grande  ,  pour  qu'elle  devienne  égale  ù 
la  plus  petite,  j'aurais  pu  considérer  raugmentalion  (|ue  celle-ci  devrait  éprouver 
pour  devenir  égale  à  la  plus  grande,  mais  la  première  m'a  paru  plus  aisée  à 
comprendre  comme  plus  analogue  à  l'action  physique  <|uc  nous  pouvons  exercer 
sur  les  objets  dont  nous  sommes  environnés,  qui  nous  donne  le  moyen  d'en 
détruire  ou  d'en  séparer  (|uelques  parties,  plutôt  (jue  celui  d'en  ajouter  de  nou- 
velles. 
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considère  sous  un  de  ces  deux  points  de  vue,  et  des  valeurs 
très-différentes  sous  l'autre.  C'est  pourquoi  il  en  résulte, 
comme  on  le  verra  plus  en  détail  dans  le  livre  deux ,  une 
double  sorte  de  calcul  fondée  sur  les  mêmes  opérations ,  mais 
absolument  différente  dans  ses  résultats.  Ce  sont  les  conditions 
particulières  à  chaque  question  qui  déterminent  la  manière 
dont  il  faut  comparer  les  inégalités  qui  se  trouvent  entre  les 
grandeurs  dont  on  s'occupe  ;  pour  éclaircir  ce  que  je  viens 
de  dire ,  prenons  des  exemples  simples  et  familiers  à  tout  le 
monde.  Supposons  d'abord  que  A  et  B  soient  les  âges  de  deux 
hommes ,  à  une  certaine  époque  ;  D  et  C  leurs  âges  à  une 
autre  époque  :  il  est  évident  que  l'inégalité,  considérée  sous 
le  premier  point  de  vue,  sera  la  même  dans  les  deux  cas,  puis- 
qu'elle dépend  toujours  seulement  de  l'intervalle  de  temps  qui 
s'est  trouvé  entre  la  naissance  de  Tun  et  celle  de  l'autre  i 
maintenant  si  A  et  B  désignent  les  longneurs  de  deux  pièces 
d'une  même  étoffe,  C  et  D,  leurs  prix,  il  devra  encore  y 
avoir  la  même  inégalité  entre  A  et  B,  qu'entre  C  et  D,  mais 
les  deux  premières  grandeurs  n'étant  pas  homogènes  aux 
deux  autres  ,  ces  deux  inégalités  ne  pourront  être  comparées 
qu'en  les  considérant  comme  déterminées  par  des  nombres. 
C'est  dans  la  comparaison  de  deux  inégalités  de  même  va- 
leur, d'après  les  définitions  précédentes,  que  l'on  retrouve 
l'idée  du  nombre  un ,  telle  que  nous  l'avions  déduite  de  la 
comparaison  des  grandeurs  mêmes.  Voyons  comment  on  peut 
retrouver,  dans  celle  de  deux  inégalités  de  valeurs  di-ffé- 
renles ,  tous  les  autres  nombres  ,  dont  nous  avons  déjà  parle 
pour  déterminer  d'abord  deux  changements,  dont  la  compa- 
raison donne  pour  résultats  les  nombres  entiers  deux  ,  trois , 
quatre  ,  etc.  j  et  leurs  réciproques  :  demi ,  tiers  ,  quart ,  etc. 
11  suffit  de  concevoir  que  la  même  opération  qui,  exécutée 
sur  la  grandeur  C,  a  produit  une  nouvelle  grandeur  D, 
dont  la  différence  à  C  soit  la  même  que  celle  qui  se  trouve 
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outre  A  et  H  ,  soit  répétée  d'abord  sur  la  {grandeur  1) ,  et  en 
produise  une  nouvelle  E  ;  ensuite  sur  cette  grandeur  E  cl  en 
produise  une  nouvelle  F,  et  ainsi  de  suite  ,  car  il  es(  évident 
que  l'inégalilé  qui  se  trouvera  alors  entre  C  et  E  ,  comparée 
à  celle  de  A  et  B,  donnera  le  nombre  deux  ,  que  celle  qui  se 
trouvera  entre  C  et  F... 

Table  de  l'introduction. 

1.  Définition  du  calcul. 

2.  Réflexion  sur  ses  opérations  les  plus  simples. 

3.  Avantages  du  calcul  écrit  sur  celui  qui  n'est  qu'intellectuel. 

4.  Restriction  ordinaire  de  la  signification  du  mot  calcul ,  borné  dans  l'usage 

au  calcul  écrit. 

5.  Idée  du  nombre  tirée  de  celle  de  la  grandeur  ;  définition  de  ce  dernier  mot. 

6.  D'une  espèce  particulière  de  grandeur,  que  j'appellerai  quantité  proprement 

dite. 

7.  Comment  il  arrive  que  les  autres  grandeurs  peuvent  être  aussi  considérées 

comme  des  quantités. 

8.  Manière  de  parvenir  à  une  connaissance  précise  d'un  objet  quelconque. 

9.  Le  moyen  le  plus  général  pour  cela  donne  naissance  aux  nombres. 

10.  Condition  nécessaire  à  la  comparaison  de  deux  grandeurs. 

11.  Définition  des  grandeurs  homogènes  et  hétérogènes. 

12.  Réflexion  particulière  à  ce  sujet. 

13.  Réflexion  sur  une  autre  espèce  de  grandeurs. 

14.  Suite  des  articles  8  et  9;  invention  des  mesures. 

15.  Avantages  qu'on  retire  de  l'usage  des  nombres. 

16.  A  quoi  se  réduit  la  détermination  des  nombres  qui  se  trouvent  dans  le!> 

grandeurs  les  plus  à  notre  portée. 

17.  Quelles  sont  les  ressources  qui  nous  restent  en  cas  contraire,  idée  des 

relations  qui  existent  entre  diverses  grandeurs. 

18.  Éclaircissements  et  exemples. 

19.  Distinction  entre  les  calculs  élémentaire  ,  supérieur  et  transcendant. 

20.  Explication  de  la  plus  simple  relation  qui  puisse  exister  entre  deux  gran- 

deurs, et  du  nombre  un  qui  en  est  le  résultat. 

21.  Explication  de  ce  qu'on  entend  par  grandeurs  égales  et  inégales. 

22.  Signes  d'égalité  et  d'inégalité. 

23.  Des  nombres  qu'on  découvre  successsiveraent  après  un 

24.  Première  espèce  de  nombres  :  les  entiers. 

25.  Réflexion  sur  l'usage  qu'on  fait,  en  mathématiques,  des  inoU»  unité  et  quan- 

tité. 

26.  Seconde  espèce  de  nombres  :  les  rompus. 

27.  Suite  de  l'article  25. 

28.  Troisième  espèce  de  nombres  :  les  irrationnels. 

29.  Su^te  des  articles  25  et  27. 

30.  Dflinilion  drs  nombres  recipro»|ues 

31    Explication  do  la  manière  doiii  on  s'aperçoit  rie  I  existence  des  nombres 
irr«(ionnrls 
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32.  Suite  de  l'arlicie  précédent;  définition  du  mot  incommensurable. 

33.  Des  nombres  rompus  approximatifs  qu'il  convient  de  substituer  aui  irra 

tionnels. 

Note.  Le  manuscrit  finit  à  l'article  33  ,  qui  devait  servir  à 
expliquer  l'origine  de  la  distinction  entre  les  nombres  posi- 
tifs et  négatifs.  L'illustre  auteur  cite  le  livre  premier  et  le 
livre  second  de  l'ouvrage  ,  nuqnel  le  manuscrit  sert  d'intro- 
duction. 

Nous  reproduirons  quelques  fragments  de  cet  ouvrage,  déjà 
publiés  dans  la  correspondance  mathématique  de  M.  Que- 
lelet,  et  tout  ce  qu'on  voudra  bien  nous  communiquer. 

Tm. 


COMPOSITION  D'ANALYSE. 

Au  concours  d'agrégation  1842  (V.  tom.  3,  p.  51 7j. 

Étant  donnée  une  série  de  paraboles  qui  ont  même  axe  et 
même  foyer ^  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces  paraboles 
à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
d'ellipses  de  mêmes  foyers. 

FAR  M.  ARMAND  FARCT, 

Ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 

1.  La  parabole,  rapportée  à  son  sommet,  a  pour  équation 
co\nmey=2pi .  Cette  équation  devient ,  en  portant  lorigine 
au  foyer:  [i]  y^'ipx'-^^p". 

Telle  est  donc,  on  supposant  indéterminé  le  paramétre 
2/>,  l'équation  collective  de  toutes  les  paraboles  de  même 
axe  et  de  même  foyer. 

En  un  point  x,j de  l'une  d'elles,  la  direction  de  la  tan- 
gente est  donnée  par  le  coefticient  différentiel  — -  =  -  que 
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l'on  peut  exprimer  en  fonction  seulement  des  c(»ordonnées  du 
point,  en  tirant  de  l'équation  (1)  la  valeur  du  demi-para 

,„ctre/>  =  -:cdzI/a:>+y.C^^  ^^^  ^^""^  = 


«    (ï)= 


^X\      —JC±:Vyjc"-\-x' 


y 

Au  même  point  ^  x  y  y  y  doit  passer  une  des  trajectoires 
orthogonales  demandées ,  et  son  coefficient  différentiel  y  doit 

être:    ~r     = .    .  -  (3)^  c'est-à-dire  que  telle  est 

\_dx\\      X  =f=  IX  ^^  j^y- 

l'équation  différentielle  des  courbes  cherchées.  Pour  l'inté- 
grer nous  passerons  aux  coordonnées  polaires  :  c'est  une 
marche  dont  l'à-proposest  indiqué  par  l'homogénéité  de  l'é- 


quation ,  et  par  la  présence  du  seul  radical  {/x"  -\-  y\  Po- 
sant donc  :  y  =  ps\n'^  x=pcosM  ;  d'où  il  résulte  successi- 
vement :  dy  =  sin  ^dû  -|-  p cos  ox^w  ,  dx  =  cos  ^dp  —  p  sin  wû?w  ; 

dn 

sin  Ci—  -f-pcos  w 

—    =: ;  il  viendra  en  substituant  dans  (3) 

dx  dp 

cosw  ~ —  psino) 

do 

sin  w  -^ — \-p  cos  o> 

=  ,  qui  devient  en  simplifiant  : 

do  .  cos  o>  =p  1 

cosw  —i — psin&) 
dio 

do  ,    pflnzcosw)  ..        dp  Izpcosw    ,     ^^^ 

-i-  ==  dz  1^— r*^ '- ,  ou  bien   —  =  =t  — ^ d<,^  (4). 

d(ù  sin  w  p  SHi  w 

Par  la  correspondance  des  signes,  cette  équation  se  partage 

dp       sin^f.»  dp  cos-w 

en  ces  deux  autres  :  —  =  —  ««,  —  = -. — ^a&>,  qui 

0        C0S7W         p  sin^w 

.  /  A  A 

donnent  respectivement  étant  intégrées  p= — ^— ,  p=  .  .     , 

^  cos  7'-)  SUI  T>> 

intégrales  que  l'on  peut  aisément ,  par  l'emploi  d'un  double 
siîrne,  réunir  en  une  seule  p  =   —- ,  p    représentant 

^  ^  \±L  cos  w 

une  constante  arbitraire  double  de  celle  désignée  par  A. 
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L'équation  polaire  ,  collective,  des  trajectoires  demandées 

est  donc  0=  — -^ ,  équation  d'une  parabole  rapportée 

1  ±  COS  w 

à  son  axe  et  à  son  foyer,  donnée  d'ailleurs  tout  entière  par 
un  seul  des  deux  signes.  On  reconnaît  par  là  que  les  para- 
boles proposées,  c'est-à-dire  ayant  l'axe  et  le  foyer  donnés  , 
se  partagent  en  deux  systèmes  •  celles  ouvertes  d'un  côté , 
et  celles  ouvertes  de  l'autre ,  et  que  toutes  celles  d'un  sys- 
tème coupent  toutes  celles  de  l'autre  à  angle  droit 

II.  Cette  propriété  pouvait  être  reconnue  à  priori,  car 
1**  l'équation  (2)  fournissant  deux  valeurs  toujours  réelles 

dy 
de   _    ,  c'est  qu'en  chaque  point  du  plan  se  croisent  deux  pa- 
raboles ayant  l'axe  et  le  foyer  voulus,  mais  leurs  coefficients 

ditïerentiels  respectifs ' ' —  et , 

y  r 

ont  pour  produit  —  1  ,  elles  se  croisent  donc  à  angle 
droit ,  etc..  L'équation  (2) ,  équation  difTérentielle  des  para- 
boles données,   devient    d'ailleurs    en  faisant  disparaître 

le  radical-  y  l-J^j  +  2a:jr  IJ-\  —  y  =  0,    ou   bien 

1  -f-]  -4-  2  -  (  r-)  — 1  =  0,  et  sous  cette  forme,  le  der- 
Xdx/  y    \dxj 

nier  terme  —  1  ,  montre  encore  qu'en  chaque  point  passent 
deux  courbes  qui  s'y  coupent  à  angle  droit. 

2"  Soient  deux  paraboles  de  sens  contraires ,  ayant  l'une 
et  l'autre  l'axe  et  le  foyer  voulus ,  et  se  coupant  en  M  •  leurs 
tangentes  en  M  coupant  respectivement  l'axe  commun  en 
T  et  T'  aux  distances  FT  et  FT  du  foyer  commun  F,  on 
sait  que  FM  est  égale  d'une  part  à  FT,  d'autre  part  à  FT\ 
par  suite  le  triangle  TÎNIT  est  rectangle  en  M  ,  etc.  Ou  bien 
si  (»n  mène  par  le  point  commun  ]>!  la  droite  AA'  perpendi- 
culaire commune  aux  directrices  des  deux  paraboles ,   h^ 
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deux  taiij^entes  bissectrices,  comme  on  sait,  des  angles 
supplémentaires  adjacents  AMT,  A'MT'  seront  perpendicu- 
laires entre  elles,  C.Q.F.D. 

III.  Généralement  soit  F{x'^y,  a)  -.  A  une  famille  de 
courbes,  pour  en  trouver  les  trajectoires  orthogonales,  il 
faudra  manifestement  en  tirer ,  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent   (  7-  )  d'abord  fonction  de  x,  jr,  «•  Puis  seulement 

de  a: ,  j-  ;  soit  (  -~\=z<i>{jc,y)-^  puis  en  conclure  I  -^    =: 

1 

équation  différentielle  des  traiectoires. 

Mais  si  de  F  {jc  ,  x,  a)  on  ne  peut ,  ou  ne  veut  pas  tirer 
explicitement  (  ^-  ),  et  qu'on  soit  seulement  parvenu  à  la 

relation  non-résolue/(  X,  j',  [-1-]  )  =  0,   •'  suffira  d'y 

/  dy\  1 

remplacer  (  ;t"  )  P^^"  —  ,  pour   obtenir  l'équation 


différentielle   des   trajectoires    que    nous   désignerons  par 

Si  donc  il  arrive  que/(  Jc,y,  -—  j  =  0,  qui  n'est  d'ail- 
leurs autre  chose  que  l'équation  différentielle  des  lignes 
données ,   soit  une  équation  inversement  réciproque  (*) ,  le 

(dyX  \ 

changement  de  (  —  )  en  —  — —  ,  fait  retomber  sur  cette 

\_dx\ 


(*)  Nous  nommons  ainsi  toute  équation  qui,  admettant  la  racine»,  admet 

—  I 
nécessairement  celle  — ,  en  d'autres  termes ,  celle  dont  les  racines  font  deux  à 

deux  le  produit  —1.  Les  caractères  propres  de  ces  équations  sont  étudies   dans 
tous  les  cours  d'éléments. 
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mi^me  équnlion,  ol  la  famille  donnéo  renferme  en  elle  même 
comme  ci-dessus ,  ses  trajectoires  orthogonales.  Pour  en 
citer  un  exemple  aussi  connu  que  remarquable  :  c'est  ce  qui 
a  lieu  sur  une  surface  pour  ses  lignes  de  courbure. 

IV.  L'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  a  pour 
équation  connue  ^y -\-  b'jc^  =a'b''  (5).  Si  l'on  y  suppose 
a  ci  b  indéterminés  sous  la  seule  condition  a"  —  b'  =  c'  (6), 
elle  convient  alors  à  toutes  les  ellipses  confocales. 

En  un  point  j:-,.7,derune  d'elles,  la  direction  delà  tangente 

(ciy\             b^  X 
-r-\  = -'    (7) . 
^dxf             a  y 

L'élimination  de  a""  et  de  b''  entre  les  relations  (5) ,  (6) ,  (7) , 
donne  d'abord  :  [^-  _  x  g]  [  x  +^  gj  +  c"  J  =  o , 

pu,s  en  développant:  ^^J __(^_^)_,=0  (8). 

Équation  différentielle  des  ellipses  proposées.  Il  suffirait, 

comme  nous  l'avons  remarqué   ci-dessus,  d'y  remplacer 

(Jr  1 

—  par —  ,  pour  avoir  l'équation  différentielle  de  leurs 

cIjc 
trajectoires  orthogonales  ;  mais  Téqualion  (8)  étant  inverse- 
ment réciproque ,  convient  en  même  temps  et  aux  courbes 
proposées,  et  à  leurs  trajectoires  orthogonales.  Cependant 
comme  des  ellipses  confocales  ne  sauraient  se  rencontrer, 
il  est  aisé  d'apercevoir  qu'elles  ont  pour  Inijcctoires  orlho- 
^'onales  les  hyperboles  de  même  foyer.  (/^  t.  III,  p.  426), 
En  effet,  ces  hyperboles  ont  pour  équation  collective: 
(5')  àY—b\v'=  —  a'b\  Sous  la  condition  (6')  a'-^b'=zc\ 

fdv  \         /'\r 

et  pour  coeiriric^nl  différentid  :  (V)   (  -^     =  .  Ces  {^►is 

\aj:/        fi') 

relations  (5') ,  ((>'),  ^7')  ,  ne  différant  de  celles  (5) ,   (6)^7), 

qup  par  le  signe  de  //,  l  climinalion  de  r/'  et  de       /  '  eiiiii' 

\n\.  m    Mm  m  M.   I\ .  1:0 
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(5'),  (6')  et  (7^)  donnera  tomme  celle  de  a'  et  de  6*  entre  (5), 
(G),  (7),  la  relation  (8)  qui  est  ainsi  Têquation  différentielle 
non-seulement  des  ellipses,  mais  plus  généralement  des 
coniques  confocales,  et  ces  coniques  se  partagent  en  deux 
groupes,  celui  des  ellipses  ,  et  celui  des  hyperboles  qui  sont 
réciproquement  les  trajectoires  orthogonales  les  unes  des 
autres. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  justifier  cette  propriété  par  des 
considérations  géométriques  comme  nous  l'avons  fait  pour 
les  paraboles  ;  car  soient  F,  F' les  deux  foyers  communs, 
et  IVI  un  point*  où  se  croisent  une  des  ellipses  et  une  des 
hyperboles ,  leurs  tangentes  en  M  étant  bissectrices  l'une  de 
l'angle  FMF',  l'autre  de  son  adjacent  supplémentaire ,  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  C.Q.F.D. 

V.  En  représentant  par  (— J  et     ;t-.  L  les  valeurs  des 

coefficients  différentiels  respectifs  de  deux  courbes  en  un 
point  commun,  la  condition  connue  pour  qu'elles  se  cou- 
pent à  angle  droit ,  est  que  \'-r\  •  \ir\'^^~^'   ^^'^® 

condition  se  retrouve  à  peu  près  sous  la  même  forme  dans 
un  système  de  coordonnées  polaires.  En  effet  soient  alors 

/_L.  ]  et     —    ,  les  nouveaux  coefficients  différentiels;  les 

courbes  font  avec  le  rayon  vecteur  mené  au  point  commun 
des  angles  qui  ont  respectivement  pour  tangentes  trigono- 

mélriques  t  =  —£—■>  ^'  =    F^^T'  ^^  ^'  ^'^"  ^^"^  ^^^  ^^^ 

courbes  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre ,  l'un  de  ces 
angles  doit  surpasser  l'autre  de  90%  d'où  résulte,  comme 
in\  C4K)rdonnécs  rectangulaires ,  la  condition  it'-{- 1  =  0,  ou 

bien,       (f)pf  1+0-0. 
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Telle  est  donc  la  relation  générale  de  laquelle  on  peut 
tirer  l'équation  différentielle  en  coordonnées  polaires  des 
trajectoires  orthogonales ,  une  fois  connu  le  coefficient 
différentiel  des  courbes  primitives  en  coordonnées  polaires. 
Si  Ton  a  seulement  Téquation  différentielle   des  courbes 

primitives:  F  /p,  o),   l-^\  j  =  0,  il  suffit  d'y  remplacer 

(  ~)  par ~ — ,  pour  passera  celle  des  trajectoires,  et 

\aw/  j  do  ~\ 

\_duij 

si,  par  celte  transformation,  on    retombe  sur    l'équation 

F  (  p,  w,  \-v~\  )=0,  c'est  que ,  comme  dans  le  cas  des 

coniques  confocales ,  le  système  de  courbes  proposé  ren- 
ferme en  lui-même  ses  trajectoires  orthogonales.  Pour  qu'il 

dy 
en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffît  que  toutes  les  valeurs  de  -r-, 

tirée  de  F  =0,  fassent  deux  à  deux  un  produit  —  o\ 
Ainsi  les  paraboles  confocales  ont  pour  équation  coUec- 

—  P 
livc  en  coordonnées^   polaires:  o  = — —     (9),    d'où 

*  '         cos  «  ±:  1  ' 


p\         — /;sin  w  p  sm  û) 


do/  (COStozbl)'         COSwztl 

par  suite  dans  leurs  trajectoires  orthogonales 


(10) 


fdo  1        —  0  (cos  w  dz  1  )  p  sin  co 

[dcoj  smw  cosw  qz  1 

et  cette  coïncidence  des  valeurs  de     —  j  avec  celles  de  / -^^  1 

démontre  encore  la  propriété  reconnue  ci-dessus  des  para- 
boles confocales.  On  remarquera  que  l'équation  polaire , 

habituelle   de   la    parabole   est   o  =rr  1 parce  nue 

'1  —  cos  M  ' 
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naiis  1  Ciuation  (U) ,  on  ne  prend  que  le  signe  inférieur,  cO 
qui  suttit  en  effet  à  donner  toute  la  courbe,  pourvu  qu'on 
suive  toutes  les  valeurs  dw  depuis  0"  jusqu'à  3G0";  mais  il 
faut  bien  se  garder  d'en  agir  ainsi  dans  la  recherche  qui  nous 
occupe,  car  en  ne  conservant  que  le  signe  inférieur  dans  (9). 
on  n'aurait  aussi  que  le  signe  inférieur  dans  (10),  et  aussi 
dans  (11),  et  l'on  n'apercevrait  plus  la  coïncidence  do  ces 
dernières  formules. 

Note.  La  question  des  trajectoires  remonte  à  l'origine  des 
nouveaux  calculs,  et  remplit  une  page  brillante  dans  l'his- 
toire  de  la  science.  C'est  Jean  Bernoulli  qui  s'en  occupa  le 
premier,  et  imposa  à  ces  courbes  le  nom  qu'elles  ont  con- 
serve. Il  a  été  amené  à  ce  genre  de  méditations  parla  théorie 
des  ondes  lumineuses  de  Huyghens.  Il  est  à  remarquer  que, 
de  nos  jours,  la  physique  de  la  chaleur  a  donné  lieu  à  d'im- 
portants théorèmes  sur  les  surfaces  trajectoires.  On  connaît 
la  vive  et  instructive  polémique  que  cette  matière  a  excitée 
dans  la  noble  famille,  gloire  de  lilelvélie;  ces  froissements 
d'amour-propre  ont  fait  sortir  des  étincelles  de  génie  qui 
nous  éclairent  encore  aujourd'hui.  Le  grand  Leibnilz  entra 
daiîS  !a  lice  et  découvrit  la  différentiation  sous  le  signe  de 
curva  in  curvam^  vrai  prodrome  du  calcul  des  variations. 
Ayant  en  vue  ces  discussions,  Leibnitz  écrit  à  Jean  Bernoulli, 
de  Hanovre,  en  date  du  21  mars  1694  "  Quanto  pauciores 
sunl  solidœ  scientiaî  cultores,  eo  magis  inter  se  amicos  esse 
convenit.  Sunt  toi  alii ,  quos  appello  mercenarios  in  litteris , 
qui  nihil  agerenl,  nisi  vel  necessitate,  vel  pravis  cupidi- 
tatibus  impeller«'ntur.  Hos  inter  se  confliclari  sinamus 
{Comm.  epist.,  t.  II,  p.  5).»  Dans  un  autre  endroit  il  lui  écrit  : 
M  Sed  vide  sterilescere  hoc  tcvum  in  omni  pêne  génère  doc- 
Irinin,  et  quanlo  majora  habent  subsidia  sludiosi ,  eo  magis 
ignaviam  invalescere  {ihid.p.  97)  ;»  aperçu  très-lin,  obser- 
vation juste  et  toujours  vraie.  Tm. 
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xNOÏE 

Sur  la  nature  des  racines  d'une  équation  trinôme  quelconque. 

PAR  M.  OSSIAD7  BOSTNET, 

répétiteur  à  l'École  polytechnique  ('). 


On  sait  que  l'on  appelle  équation  trinôme,  toute  équatioo 
telle  que 

En  explicitant  toutes  les  formes  qui  peuvent  se  présenter  eu 
égard  aux  degrés  de  parité  des  exposants  m  et  n ,  et  aux 
signes  de/?  et  de  ^  ,  on  aura  les  seize  types  suivants  : 


(1 

(3 

(5 

(7 

(9 

(11 

(13 

(15 


a:-"  +  pjc^^  +7  =  0,  (2)  a:'""  +  px'""  -  ^  =  0> 

jc-^^  -  px'""  -1-^  =  0,  (4)  x'"^  —  px^""  —  7=0, 

x^"*  +/?x^"+'+  7  =  0,  (C)  .r^"*  +/7x^«+'—  ^  =  0, 

jc^^  _px^"+'-^  7  =  0,  (8)  x^'"  — /,:t-^"+'—  q  =  0, 

j:'"»+'  -I-  pjc^''  J^qz=0,  (10)  j:^"*+'  -f  px  **  —  ^7=  0 , 

:c'«»+'  _  pjc^-  +7  =  0,  (12)  07^"+'— /;x"'  -7  =  0, 

jc^^+'  +^^i«+'4_  ^  =  0 ,  (14)  jr/^^'+'+z^x '"+'  —  7  =:  0 . 

a:^"»+'__pjc'"+'  +  7  =  0,  (IG)  jf'"»+'_/7X^'^+'— 7  =  0. 


Or  l'équation  (1)  n'a  aucune  racine  réelle,  les  équa- 
tions (2) ,  (4),  (G),  (8),  ont  une  racine  réelle  positive  et  une 
racine  réelle  négative  ,  ks  équations  (9)  et  (13),  zéro  racine 
positive  et  une  racine  négative,  enlin  les  équations  (12)  et 
(14) ,  une  racine  positive  et  zéro  négative;  on  peut  donc  se 
bornera  considérer  les  équations  (3) ,  (5) ,  (7),   (10),  (11), 

n  V.t.  ll,p,  321.  lui- 
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(15),  (16)  ;  d'un  autre  côté,  l'équation  (3)  a  autant  de  racincB 
négatives  que  déracines  positives,  Téquation  (5)  n'a  pas  d« 
racines  positives,  et  a  autant  de  racines  négatives  que  l'é- 
quation (7)  en  a  de  positives  ;  l'équation  (7)  n'a  pas  déracines 
négatives,  l'équation  (10)  a  une  racine  positive,  et  autant 
de  négatives  que  l'équation  (11)  en  a  de  positives;  l'équa- 
tion (11)  a  une  racine  négative,  l'équation  (15)  une  racine 
négative,  enfin  l'équation  (15)  a  une  racine  positive  et  au- 
tant de  racines  négatives  que  l'équation  (15)  a  de  racines 
positives.  Tout  se  réduit  donc  en  définitive,  à  savoir  déter- 
miner le  nombre  des  racines  positives  des  équations  (3)  (7), 
(11),  (15),  ou  en  général  de  l'équation 

Ce  nombre  est  zéro  ou  2 ,  d'après  le  théorème  de  Descartes , 
pour  qu'il  soit  2 ,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  certaine  valeur 
réelle  de  x  rende 

X**»  ^px""  +  ^7  < 0  ,     ou     q^x'^ip-  x"^"") . 

Or,  pour  que  cette  inégalité  subsiste  pour  une  certaine 
valeur  de  j:,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  ait  lieu  pour  la  valeur 
de  X  qui  rend  x^  {p  —  x""'"*)  maximum ,  valeur  qui  doit 
vérifier  l'égalité  connue 


d  ou  l'on  tire  . 


X        =^P  —  ^ 


portant  dans  l'inégalité  ci-dessus,  on  trouve  pour  la  condi- 
tion qui  exprime  que  Téqualion  a  deux  racines  réelles 
positives: 


m. 
m  —  Il    In       \  ,jj _  f^ , 


q  -^ p 
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ou 


\m  —  nj 


<{-P 


l'inégalité  n'excluant  pas  l'égalité. 

La  condition  pour  que  l'équation  n'ait  pas  de  racines  po= 
silivcs  est  au  contraire  : 


\rn  —  n)  \m     j 


Euler  dans  son  calcul  différentiel  est  arrivé  aux  mêmes 
résultats  en  se  basant  sur  le  théorème  de  RoUe.  {Caput  Xll, 
$  310.) 


SUR   LA 

DECOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 

PAR  M.  FINCK, 

professeur    à    Strasbourg. 


Cette  question  faisant  partie  du  programme  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique ,  il  ne  sera  pas  hors  de  propos  d'indi- 
quer la  méthode  que  j'emploie  à  mon  cours  d'analyse  inûni- 
tésimale. 

/!r 
I.  Soit  -77-  la  fraction, /!r  étant  de  degré  moindre  que 

Fjc  ,  et  premier  avec  lui  :  soit  j:  —  ^  un  facteur  simple  de 
Fx  =  {jc  —  a)(fjc.  Je  pose  x=:  a-hz,  et  j'ai  : 

^,     .  fa+zf'a+-/"a+... 


^x         2«p  [a  +  z) 

z 


|^<prt-f-z«p'rt  +  |-f^+--| 


J)ivisanl/Î2  +  z/V/-|-...  par  <fia-\-z'f'a-{-.  .  les  tormos  res- 
tant dans  l'ordre  où  ils  se  trouvent,  on  a  pour  premier 

.      /^  .     , 

terme  du  quotient  —  et  un  reste  qui  n  est  autre  chose  que 

,  ayant  pour  lacleur  z  :  donc 

J'jo   fa         (^aJ'{a-]-z) — fa(^{a-\- z) 

F^        (fa.z    '  z'^a.rf  [a  -\-  z) 

On  prouve  comme  h  l'ordinaire  que  <oa=F'u  ;  donc  nous 

avons  une  première  fraction  partielle-—  .  -  =z~  . , 

b  a     z       Fa     x — a 

Le  reste,  encore  comme  à  l'ordinaire ,  en  tant  qu'il  s'agit  de 
facteurs  simples  de  Fx. 

II.  Passons  aux  fadeurs  multiples,  etsoitFj:=(jr— ^)".(çx, 
je  pose  encore  x  z=:a-\-z,  et  j 'ai  : 

/r   __     faJ^zfa-\-,.. 
Yx        z"  \^a  -}- Z'ila  -}-•••] 

Or  on  n'a  qu'à  diviser  encoreyi2+sy*<5^+... ,  par  (^a+zç)Vi+... 
et  s'arrêter  au  terme  en  z"~',  au  quolienl ,  ce  quotient  sera 
delà  forme  A.+  A.z-}-  Aj^'-f-...-!- A„_,s"~'.  Quant  au  reste, 
si  Fx  est  de  degré  m,  fx  de  degré  m — 2,  dans  notre  divi- 
sion le  diviseur  9  [a-\-z)  est  du  degré  m — n^  le  dividende  du 
degré  m  —  2,  le  quotient  du  degré  n — 1 ,  le  reste  sera  donc 
au  plus  du  degré  m  —  \-^  soit  R«".  Ce  reste  qui  renferme 
évidemment  z"  pour  facteur,  de  sorte  que  R  est  du  degré 
m —  IL  —  \  ;  on  aura  : 

-r 


Vx  z""  '     o{a+z) 

=  7^-1-  -iT-,  -r  •■•  -1 — : — r 


'.{a-\-zr 

et  de  la  fraction  f)roposée  ,  nous  avons  extrait  les  n  fractions 

A  A  .        R      , 

partielles  , ■ — tv       — '—      p'iJ''   '^^  fraction  —,   dont 

*  {x—a/  x—a  "^x 
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le  numérateur  est  du  degré  m  —  n  —  1 ,  el  le  dénouiiiiaUur 
est  du  degré  m  —  n  ;  elle  est  donc  de  même  nature  que  !a 
proposée. 

III.  Pour  montrer  que  cette  méthode  est  éminemment 
pratique ,  je  prends 

fx  _  aa:-^— llJr^4- Ua-'— 15jf+5 

je  pose  ^'  =  1  +  s ,  el  je  trouve  : 

fx   ^  -~4_8r,— z'+z=^  +  3z* 
Yx  z.»(z+2)Mz-  — 1)         ' 

Je  divise  le  numérateur  par  (z-f  2)'  (z— 1)==  — 4+3z'-j-s\ 
voici  l'opération,  poussée  jusqu'au  terme  en  z'  au  quotient 

_4_82  — z^+z^+3z^»      — 44-3z^  +  z=^ 
1"  reste  —  8z  —  43"'+  3z*  1  +  22  +  z 

2*^  reste  —  4z'— 6z'+z'' 

3^  reste  —  62=^—  22^—  z-' 

Donc 

fx  l+2z+z^  Gz^  +  2zi+2^ 


Vx  z'  z^{z-\-'lY  {z—\) 

„3       "^    -3    n^     „ 


(z+2r(z-i)" 


Actuellement  au  lieu  de  revenir  à  '——,  pour  en  extraire 

r  X 

les    autres    fracfions ,    il    est    plus .  simple    d'opérer    sur 

^  +  22+z'-     j\z    .,                                     /;(^._t>) 
,    ,  ,^,, , — 77=  —  ,  1  y  pose  2+2=  V,  etj  ai =- 

(z+2)"  (z— 1)      '^r-'^^  ^        •'       <p. (j-,—  21 

6  —  2^  -i-y    , 

— 7- — —  ;  je  divise  le  numérateur  par  — 3-f-^, 

1''  reste  t)K+jK'  |  —  2  f-(h 

2'  reste  y\ 


don< 


et 
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/r    _  1  1        \         1  1 


On  pourrait,  de  la  division  seule,  déduire  une  formule 
générale  pour  le  numérateur  de  {x  —  a)»— ^^j  mais  dans 
chaque  cas,  la  division  est  préférable. 

Note.  L'intégration  des  fractions  algébriques  rationnelles 
par  la  décomposition  en  fractions  partielles  est  due  à  Jean 
Bernoulli  (Voy.  Op.  omnia,  1. 1,  p.  393),  mais  la  méthode 
généralement  adoptée  pour  obtenir  les  coefTicients  à  l'aide 
de  dérivations  est  d'Euler.  Le  procédé  par  la  division  a  été 
proposé  par  divers,  entre  autres  par  un  anonyme  ,  dans  le 
Journal  de  Gergonne,  t.  X,  p.  255,  et  par  le  professeur 
Dirksen,  journal  de  Crelle,  1. 1,  p.  53  ;  on  possède  aussi  des 
procédés  combinatoires.  {Foir  Gauchy,  cours  d'Analyse, 
ch.  XI,  p.  365).  Tm. 


NOTE 

Sur  une  propriété  des  courbes  du  second  degré. 

PAR  M.  CHAPPOSr, 

élève  de  mathématiques  du  collège  Saint-Louis  (classe  de  M.  VINCENT). 


Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  d'une  ellipse  à. 
une  tangente  quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-petit 
axe. 
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Si  on  abaisse  des  perpendiculaires  FP,  F'P'  [fig.  25) ,  sur 
une  tangente  à  l'ellipse,  les  pieds  P,  P',  de  ces  perpendicu- 
laires  se  trouvent  sur  la  circonférence  décrite  sur  le  grand 
axe  AB  comme  diamètre.  Cela  étant,  joignons  PO  et  prolon- 
geons OP  et  P'F'  jusqu'à  leur  rencontre  en  N. 

Les  triangles  OFP,  OF'N  sont  égaux  comme  ayant  un 
côté  égal  OF  =  OF'  adjacent  à  2  angles  égaux  POF  =  ]\OF', 
OFP  =  OF'N,  donc  ils  sont  égaux  ;  donc  ON  =  OP,  et  par 
suite  le  point  N  est  sur  l'ellipse  ;  de  plus  F'N=FP,  et  par 
conséquent  on  aura  : 

FP.FT'==  F'N.F'P'=:  AF.F'B=  {a—c)  {a-\-c)  —a'—c'=zb\ 

en  désignant  le  demi  grand  axe  par  <z,  le  demi  petit  axe 
par  ^,  et  la  demi-excentricité  par  c. 

Le  théorème  est  absolument  le  même  pour  l'hyperbole ,  et 
on  le  démontre  d'une  manière  semblable. 

Je  dis  qu'on  aura  FP.F'P'=r.b'  (fig.  26).  En  effet  le  cercle 
décrit  sur  l'axe  transverse ,  comme  diamètre ,  contient  les 
projections  des  foyers  sur  toutes  les  tangentes;  comme  les 
points  P,  P'.  Joignons  OP,  et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à 
sa  rencontre  en  un  point  R  avec  la  ligne  F'P',  les  2  triangles 
POF,ROF'  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égalOFr=OF' 
adjacent  à  deux  angles  égaux ,  savoir  :  OFP  =  OF'R  cl 
FOP=F'OR.  DoncOR  =  OP,  et  le  point  R  est  situé  sur  le 
cercle;  de  plus  FP  =  F'R;  donc 

FP.F'P'==FR.F'R. 

Mais  si  on  abaisse  du  foyer  la  perpendiculaire  F'Q,  sur 
l'asymptote,  le  point  Q  appartiendra  au  cercle,  et  la  ligne 
FQ  lui  sera  tangente  en  ce  point,  et  comme  cette  perpendi- 
culaire est  égale  au  demi  petit  axe  b, 
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RECHERCHES 

Sur  Fenveloppe  de  la  corde  d'une  section  conique,  vue  d'un 
point  de  son  plan ,  sous  un  angle  constant 

PAR  M.  BASTON  (DE  CHAMP)  , 

Ingénieur  des  pon'.s  '. l  cliausséci. 


J.e  traité  des  propriétés  projeclives  des  figures,  renferme 
plusieurs  beaux  théorèmes  sur  la  corde  d'une  section  conique, 
qui  est  vue  d'an  point  de  son  plan  sous  un  angle  donné.  Le 
savant  auteur  de  ce  livre  si  remarquable  y  a  réuni  tout  ce 
que  l'on  sait  là-dessus ,  tant  par  ses  propres  recherches,  que 
par  celles  de  ses  devanciers.  Il  a  démontré  que  l'enveloppe 
est  une  section  conique  ;  l'angle  sous-tendu élant  quelconque, 
lorsque  le  sommet  est  sur  la  courbe  ou  à  l'un  des  foyers,  et 
5'anglc  étant  droit,  lorsque  le  sommet  occupe  une  position 
quelconque.  Enfin ,  dans  le  cas  où  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites ,  le  théorème  a  lieu  quelles  que  soient  la  grandeur  de 
l'angle  et  la  situation  du  sommet. 

Aucun  de  ces  cas  n'offre  une  solution  générale  de  la  ques- 
tion. Aussi  M.  Terquem  exprime-t-il  (t.  III ,  p.  124)  le  désir 
que  ces  recherches  soient  complétées.  C'estce  que  j'ai  essayé, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

1 . —  Avant  d'entrer  en  matière ,  j'énoncerai  deux  lemmes. 

1°  Il  est  toujours  possible  de  couper  une  surface  conique 
do  second  ordre ,  de  manière  que  la  section  projetée  sur  un 
plan  donné,  soit  une  circonférence  de  cercle. 

T  La  projection  dn  sommet  du  cône  sur  le  même  plan , 
lorsqu'elle  tombe  au  centre  de  la  circonférence,  est  un  foyer 
do  h\  section  faite  dans  le  cône  parce  plan. 
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Les  (lémonslrations  ne  présentent  aucune  ditiicullé;  je  me 
borne  aux  énoncés  ci-dessus ,  prévenant  d'ailleurs  qu'il  s'agit 
uniquement  de  projections  orthogonales  dans  cet  article. 

2.  —  Cela  posé,  d'un  point  pris  arbitrairement  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  courbe  donnée  ,  qui  a  pour  pied  le 
point  fixe  d'oùla  corde  est  vue  sous  un  angle  constant,  comme 
sommet,  avec  cette  ligne  pour  base,  concevons  que  l'on  dé- 
crive une  surface  conique.  Le  plan  qui  passe  continuellement 
par  le  sommet  et  par  la  corde  mobile  enveloppe  une  autre 
surface  conique  du  même  sommet  que  la  première  ^  cette 
nouvelle  surface  sera  du  second  degré,  si  l'enveloppe  courbe 
qui  lui  sert  de  base  est  une  section  conique.  De  plus  ,  si  l'on 
mène  un  plan  qui  coupe  à  la  fois  les  deux  surfaces,  la  pro- 
jection de  l'une  des  courbes  obtenues  sera  l'enveloppe  des 
cordes  de  la  projection  de  l'autre,  vues  du  point  fixe  sous 
l'angle  donné.  Or  il  est  toujours  possible  de  faire  en  sorte 
que  celte  seconde  projection  soit  une  circonférence  de 
cercle,  donc  il  suflit  de  considérer  la  corde  mobile  dans  le 
cercle. 

3.  —  Lorsque  la  bissectrice  de  l'angle  passe  par  le  centre 
de  ce  cercle,  on  a  immédiatement  sur  cette  droite,  deux 
points  de  l'enveloppe;  ce  sont  évidemment  les  extrémités 
d'un  axe  de  symétrie.  Je  prends  cet  axe  pour  ligne  des  ab- 
scisses ,  le  point  fixe  pour  origine,  ce  qui  donne  l'éciuation 
aux  coordonnées  rectangulaires  du  cercle  : 

dans  laquelle  c  et  r  sont  la  distance  du  point  fixe  au  centre, 
et  le  rayon.  Soit  p  l'angle  mobile  ,  et  u  =  lang.  ^  o,  les  points 
de  l'enveloppe  situés  sur  l'axe,  auront  pour  abscisses  les  ra- 
cines de  l'équation  (1),  après  que  l'on  y  aura  fait  y  =ckx.  Par 
cette  substitution  elle  devient  : 

(  1  -f  a')  X'  —  ^JLcx  —  y  —  c)  =r 0 .  (2) 
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Je  suppose,  |U>ur  fixer  les  idées,  que  l'origine  est  dans  l'inté- 
rieur du  cercle,  c'est-à-dire  que  l'on  a  r'^c.  L'équation  delà 
conique  enveloppe,  si  c'est  une  conique,  sera  donc  de  la  forme: 

Ajk' 4-  (1  4-  a^)  x'  —  2cx  —  {r"  ~  c')  =  0,       (3) 
A  étant  un  coefficient  à  déterminer. 

Pour  en  connaître  la  valeur,  amenons  la  bissectrice  de 
l'angle  mobile  à  coïncider  avec  l'axe  des  jk-  Dans  cette  posi- 
tion, il  est  aisé  de  vérifler  que  le  point  de  l'enveloppe  est  sur 
l'axe  des  y^  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  que  cette 
courbe  est  une  section  conique.  Mais  celte  induction  serait 
trompeuse,  c'est  ce  que  je  vais  faire  voir. 

La  valeur  de  A  s'obtient  sans  difficulté.  On  trouve  par  un 
calcul  très-simple  : 

et  en  nommant  è"  le  carrédu  demi-axe  parallèle  aux  j ,  on  a  : 
b'=.  '-±±.  (4, 


1+.-  + 


r   — c 

D'un  autre  côté,  si  l'on  détermine  Z;%  de  manière  que  la 
tangente  parallèle  à  l'axe  des  x  soit  sous-tendue  par  l'angle 
donné,  on  arrive  à  l'équation  : 

b'  (l+a^)_^^[r'  (l+a^;_4cV]  -f  a^  (r'— c^  =  0,)      (5) 

à  laquelle  il  faut  que  la  valeur  (4)  de  b^  satisfasse,  si  l'enve- 
loppe est  réellement  une  section  conique.  Or  la  substitution 
de  cette  valeur  conduit  à  l'équation  de  condition 


.6  ....  -.X     a    (l  —  a/ 


c"  [r"  —  c')     — i '—  =  0.  (6) 

C'est  de  là  qu'on  tirera  toutes  les  solutions  de  la  question , 
le  calcul  ayant  été  fait  de  manière  à  n'en  écarter  aucune. 

4.  —  On  satisfait  à  l'équation  ci-dessus ,  1"  en  posant  c=0. 
Alors  l'enveloppe  est  une  circonférence  de  cercle,  mais  aussi 
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le  sommet  'de  l'angle  ,  d'après  le  deuxième  lemme  indiqué 
au  commencement  de  cet  article ,  est  au  foyer  de  la  courbe 
donnée  ;  c'est  un  des  cas  traités  par  M.  Poncelet. 

2°  En  faisant  c"  =  ;•'.  Le  sommet  de  l'angle  est  sur  la 
cburbe,  c'est  encore  un  cas  déjà  connu. 

3«  a  =0  satisfait  à  la  question ,  c'est  évident,  car  cette  hy- 
pothèse rend  nul  l'angle  mobile,  et  l'enveloppe  n'est  autre 
chose  que  la  courbe  proposée. 

4"  En  égalant  à  zéro  le  facteur  1  —  a',  on  obtient  encore 
l'un  des  cas  traités  par  M.  Poncelet,  savoir  celui  où  l'angle 
est  droit.  L'enveloppe  est  une  circonférence,  ou  une  section 
conique  dans  le  cas  général. 

5. —  Lorsque  la  section  conique  proposée  se  réduit  à  deux 
droites,  l'enveloppe  est,  comme  on  sait,  une  section  conique. 
Mais  alors  il  est  impossible  de  couper  le  cône  suivant  une 
direction,  telle  que  la  section  se  projette  sur  la  base  suivant 
un  cercle.  Aussi  ce  cas  échappe-t-il  à  l'analyse  qui  précède  , 
mais  on  a  des  démonstrations  directes  qui  ne  laissent  rien  à 
désirer  du  côté  de  la  simplicité. 

6. —  Ce  qui  vient  d'être  dit  suppose  une  restriction,  savoir  : 
que  le  point  fixe  est  dans  l'intérieur  de  la  circonférence. 
S'il  en  était  autrement,  la  courbe  pourrait  n'être  pas  fermée, 
et  la  question  est  de  savoir  si  elle  peut  être  une  parabole  ou 
une  hyperbole;  il  faudrait  pour  cela  qu'on  eût  1  -}- a'  =  0. 
Ce  qui  ne  saurait  être  ;  ou  A  <;  0  :  d'où  résulterait  pour  b^ 
une  valeur  négative,  or  l'équation  finale  obtenue  ci-dessus 
est  indépendante  du  signe  de  b\  donc  elle  comprend  tous  les 
cas  sans  exception. 

7. —  La  conclusion  de  tout  ceci ,  c'est  que  les  cas  dans  les- 
quels on  savait  jusqu'à  présent  que  la  corde  d'une  section 
conique ,  qui  est  vue  d'un  point  de  son  plan  sous  un  angle 
constant ,  enveloppe  une  autre  section  conique,  sont  les  seuls 
possibles. 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

Sw  les  centres  des  coniques. 

(  V.  p.  -^66.  } 


XI.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  qui  passe 
par  quatre  points  donnés  est  une  conique. 

Démonstration.  Conservons  les  mêmes  données  et  la  même 
notation  du  problème  I  (p.  260)  et  soient  ^',:r\  les  coor- 
données du  quatrième  point  D  ;  remplaçant  jc  et  .r  dans 
l'équation  (1)  par  .r'  et  y,  et  considérant  t.,  /t  comme  les 
coordonnées  courantes  du  centre ,  on  a  l'équation  du  lieu 
cherché  ;  ordonnant  par  rapport  à  ^  et  à  u.,  il  vient  : 

2a:'  [x'-p)  le  -  \xyiU  +  2/  [y'—  q)  e  + 


(3) 
J^UX{<lpy-qx^+pq)+ty{^x'—py+pq)^pqxy=zO.\ 

Il  est  fiicilô  de  vérifier  que  la  courbe  passe  par  les  neuf 
points  suivants  :  savoir,  les  six  milieux  des  quatre  côtés  du 
quadrilatère  ABCD  et  des  deux  diagonales  AD,  BC  et  par  les 
trois  points  d'intersection  dos  côtés  opposés  AB,  CD  ;  AC,  CD 
et  des  deux  diagonales  AD,  BCel  c'est  ce  qu'on  peut  prévoir  à 
priori  ;  puisque  les  côtés  opposés  et  les  deux  diagonales  sont 
trois  coniques  passant  par  les  quatre  points  donnés,  et  les  in- 
tersections respectives  sont  les  ccnires  de  ces  coniques.  1 1  s'en- 
suit aussi  que  le  centre  de  la  conique  est  le  point  de  moyenne 
distance  des  quatre  sommets  A,  B,  (i,  D  du  quadrilatère. 

Calculons  les  éléments  de  la  courbe.  On  a  sans  aucune  dii- 
ticulté  :  m=  IG-^y  ipx  -\-qJc'  —  p^])  ;  ce  qui  détermine  l'eS' 
pécc  de  la  courbe  ;  si  le  point  D  est  dans  l'intérieur  du 
triangle  ABC  on  dans  les  anirles  apposés  à  A,  B,  i)  ,  ///  est 
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«égatif  et  le  lieu  est  une  ellipse  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  ; 
ear,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  faire  passer  une  parabole  par 
les  quatre  points  ;  par  conséquent,  aucun  centre  ne  peut  être 
à  l'inGtii  ;  dans  toute  autre  position  du  point  D  ,  le  lieu  est 
une  hyperbole  et  ne  peut  jamais  être  une  parabole  ;  on  effet 
pour  que  l'on  ait  m=  0,  il  faut  que  D  se  trouve  sur  l'un  des 
trois  côtés  du  triangle  ABC  ^  alors  les  coniques  qui  passent 
par  les  quatre  points  se  réduisent  à  des  systèmes  de  droites 

k'  =  Hxy  {y  +  q)  ipf  -\-  qx  —pq), 
n  =  x'y  [  {2py  —  qx'  -j-  pq)  {2qx'  —  py  -^pq)  Spqxff]  . 
N  =  2[x"+y'— ;7ji:'— <7y-(-2jcycoS7],  (tome  I,  p.  489). 

Calcul  de  L  ;  on  a 

Ak'-\-  BM'+CA'+mDA''  +  wE^+  m'F  =  mL,  (t.  I,  p.  490). 

Remplaçant  ces  lettres  par  leurs  valeurs,  il  vient,  toutes 
réductions  faites  : 

■L=<-lxy{py-{-qx'--pq)lY\y^q)[{y+qy-^{x--\-p')]^ 
+  X'  ix'  -  p)  [  ix'  +  pY  -  2  (/^  +  q^)  ]   ]  . 

Observation.  Il  suffit  que  l'un  des  quatre  facteurs  de  L  de- 
vienne nul,  pour  que  L  soit  zéro  ;  alors  le  centre  devient  une 
droite  ou  bien  le  lieu  est  impossible. 

Remarque  I.  Soient  0  et  O'  les  centres  des  deux  coniques 
circonscrites  au  quadrilatère  ABCD  ;  si  l'on  cherche  le  lieu 
géométrique  du  point  M  de  rencontre  de  deux  diamètres 
OM,  CM,  tels  que  leurs  conjugués  respectifs  soient  paral- 
lèles, on  trouve  facilement  que  ce  lieu  est  une  conique.  Les 
milieux  des  quatre  c(Més  et  des  deux  diagonales  du  quadrila- 
tère sont  évidemment  sur  celte  conique  ;  elle  se  confond 
donc  avec  la  conique,  lieu  des  centres;  mais  elle  subsiste 
même  lorsijue  deux  points  d'intersection  des  deux  coniques 
données,  ou  même  les  quatre,  devieiment  imaginaires. 

ANN.  l)K  M  VTIIÉM.    IV.  '-' 
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Remarque  II.  La  direction  des  ax.es  principaux  est  donnée 
par  l'équation  : 

+  jV[ycos7-y  +  ^]r=:0,   (t.  I,p.  496). 

...                  .               lixy±L\/m 
Le  coefficient  angulaire  des  asymptotes  =  - — j—-, ; 

c'est  aussi  le  coefficient  angulaire  des  deux  diamètres  des  deux 
paraboles  qui  passent  par  les  (juatre  points  donnés 

XII.  Théorème.  A  un  quadrilatère  donné ,  on  ne  peut  cir- 
conscrire plus  de  huit  coniques  semblables  à  une  conique 
donnée,  et  réciproquement  dans  une  conique  donnée,  on  ne 
peut  inscrire  plus  de  huit  quadrilatères  semblables  à  un 
quadrilatère  donné. 

Démonstration.  Conservons  la  même  notation  que  dans  le 
théorème  précédent  :  l'équation  (3)  donne  une  relation  du 
second  degré  entre  les  coordonnées  /,  u  du  centre;  la  condi- 
tion de  similitude  donne  une  seconde  relation ,  entre  ces 
coordonnées  ,  et  du  quatrième  degré,  savoir  : 

[t  (^t  —  p)  -\-u[2u—q)  +  [2t—p)  {2u  —  q)  COS  7]'  = 
=  c  [2a  ^q)  {2t  —p)  (2pu  +  2qt—pq)  ]  ,  (t.  I ,  p.  495) , 

où  c  représente  une  constante  :  et  comme  les  deux  équa- 
tions sont  complètes,  l'élimination  donne  une  équation  du 
huitième  degré. 

XIIÏ.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  passant 
par  trois  points  donnés  et  touchant  une  droite  donnée,  est  du 
quatrième  drgré. 

Démonstration.  Prenons  la  même  notation  qu'au  pro- 
blème 1  (p.  260)  et  soit  (lyA-  ex-\-f^  0,  l'équation  de  la 
droite  donnée  ;  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  trois 
poiJits  est 

y  +  hxy  -f  Cr'  —  qy  -  Cpx  =  0  ,   (p.  261) , 


—  307  — 

La  droite  devant  être  tangente,  l'on  a  : 

Ud'--  2den+le'  -f  m/'+2/dk'-\-2fek  =  0,  (t.  II ,  p.  108), 

or 

m=B'-4C,  A  =  B<7  — 2C/7,  k' z=:  C{Bp  —  2q) , 
l=.q\   l=Cy,   n  =  Cpq,   L  =  C{Cp'  —  Bpq+q'), 

B=" ,     C=-.- ï-,     (p.  261). 

t  t     2t  —p  '     ^^ 

Remplaçant  les  lettres  /,  /',  m  ,  B,  C  par  leurs  valeurs,  on 
obtient  une  équation  du  quatrième  degré  en  t  et  u. 

XIV.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  passant 
par  deux  points  donnés  et  touchant  une  droite  donnée  en  un 
point  donné,  est  une  conique. 

Démonstration.  Conservons  même  notation  que  dans  le 
théorème  précédent  et  supposons  que  la  droite  donnée  passe 
par  l'origine  qui  est  alors  un  point  double  ou  de  contact  ; 
il  suffit  de  faire /=0,  et  l'on  a  l' d' —  2den -\- le' =  0  ^ 
ou  Cpd^  —  2Cpqde-\-  q^e  =  0,  d'où  ^pd — qe  ==  0  ;  ou  bien 
pdui^u  — q)  —  qet  (2^  — p)  =  0  ;  équation  d'une  conique  , 
passant  par  l'origine,  ce  qui  doit  être  ,  puisque  les  axes  for- 
ment un  système  conique,  qui  satisfait  à  la  question  ;  donc 
l'origine  est  un  centre. 

XV.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  touchant  trois  droites 
données,  et  passant  par  un  point  doniié,  est  une  parabole. 

Démonstration.  !\!émes  données  et  même  notation  qu'au 
problème  VII  (p.  264),  et  de  plus  x\y  coordonnées  du  point  ; 
il  suffit  de  considérer  dans  l'équation  que  donne  la  solution  de 
ce  problème,  t  et  u  comme  les  coordonnées  courantes  du 
centre,  et  de  remplacer  x  cl  y  par  x'  et  j  '  ;  le  lieu  cherché  a 
pour  équation  (/r'—  ujc'y-{-2un'jc'-\-''2tn'y-\-n"'—2nxy=:0y 
équation  d'une  parabole. 

XVI.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  louchant  quatre 
droites  données  ,  est  une  droite. 
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Dèmomlralion.  C  est  le  Ihéorèmc  de  Newton;  on  en  a  déjà 
«Joiuié  une  déaionslration  [voir  t.  II,  p.  108),  qui  est  suscep- 
tible de  siniplificalion  :  prenons  deux  de  ces  droites  pour  axes 
et  soient  ^jk  +  cjt -]-/'=:  0  ;  d'y  -\-e'x  -(-/'=  0,  les  équations 
d(\s  deux  autres  droites. 

On  a  donc  les  deux  relations 

—  ^den  +/"  +  ydu-\-  left  =  0, 


-2den'-{-r-^V'du+2eft=0,    1 
2d'e'n'+/"-}-2fd'u+'2e'/'t=  0,    )  '  '        ^' 


car 


7  /  /  ''  ^  ^ 

/r=/=:0,  n  =— ,  r  =  —     a  z=i  —' 
m  ni  f/i 

t  vA  u  coordonnées  du  centre. 

Eliminant  //,  il  vient  ; 

2dd'  (fe'—J  'eu+^ee'  [fd—fd)t  ==  def—  d'ef, 

équation  d'une  droite  passant  par  les  trois  milieux  des  trois 
diagonales  du  quadrilatère  complet  ;  car,  ces  trois  droites 
représentaiit  trois  ellipses  satisfont  au  problème,  et  leurs 
milieux  sont  des  centres. 

XVII.  Problème.  Une  conique  touchant  cinq  droites,  trou- 
ver les  coordonnées  du  centre  et  une  équation  de  cette 
conique. 

Solution..  Conservons  mêmes  données  que  dans  le  théorème 
précédent,  cl  soit  d"y -\-e"x-\-f"=(i  l'équation  de  la  cin- 
quième tangente  ,  on  a  alors 

'2dd'\fe"  -f'e)  Il  +  2ee"  (fd"  -  f'd)  t  =  def'  —  d'è'f  ; 

on  a  donc  deux  équations  du  premier  degré  en  ^  et  u\  on 
connaît  donc  les  coordonnées  du  centre  ,  et  le  problème  \  H 
(p  264)  donne  l'équation  de  la  conique. 

Observation.  11  est  évident  qu'on  peut  trouver  le  centre  par 
une  construction  géométrique. 

XVJII.  Problème.  Une  conique  passant  par  cinq    points 
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donnes,  déterminer  les  coordonnées  du  centre  cl  une  équa- 
tion de  la  courbe. 

Solution.  Conservons  la  notation  du  ihéorcme  XI  et 
soient  a:",y"les  coordonnées  du  cinquième  point;  outre  l'équa- 
tion (3)  entre  les  coordonnées  du  centre,  on  aura  une  seconde 
équation,  entre  les  mêmes  inconnues,  en  changeant  jo'  et  y 
en  jc"  ety  ;  l'élimination  de  u ,  donne  une  équation  en  t  du 
quatrième  degré ,  d'où  il  suffit  de  connaîlre  les  deux  pre- 
miers termes  M^'^  +  ^^^  +  ^^c  ,  et  ces  coefficients  sont 
connus  {voir  i-    lî,   p.  35);  la  somme  des  quatre  racines 

est  —  —  ;  or  les  deux  lignes  représentées  par  ces  deux  équa- 
tions ont  trois  points  en  commun ,  savoir  :  les  milieux  de 
AB,  AC  ,  BC  ;  l'équation  en  t  a   donc   trois  racines  égales  , 

p 
l'une  à  zéro  et  les  deux  autres  à  ~:  la  somme  des  trois  racines 

2 

est  égale  à  p  ;  donc  la  quatrième  racine  ou  l'abscisse  du 

N  .  .,.      . 

centre  est  —  — -  —p  :  on  trouvera  par  des  considérations  sem- 

blables,  l'ordonnée  du  centre;  connaissant  les  coordonnées  du 
centre,  le  problème  1  fait  connaître  l'équalion  de  la  courbe; 
pour  qu'elle  soit  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
M=  0;  on  sait  que  M  est  le  même  pour  l'équation  du  qua- 
trième degré  soit  en  u  soit  en  t. 

Autrement  :  prenons  l'équation  de  la  conique  passant  par 
trois  points  (problème  1,  p.  261)  ;  remplaçant  a  et.r  successi- 
vement par  j:',  y  et  or",  j"  ;  on  obtient  deux  équations  du 
premier  degré  entre  B  et  C  ;  elles  donnent  : 

BP  =:y'jc''{.r-p)  {y  ^^) -y. v" {:,•"-. p)  ^y-,j  . 
cp  -  y  y  [q  (.r'  -  .r  ")  +  xy  -  xY  ] , 

quantités  faciles  à  conhlruire. 

L'équation  do  la  tangente  à  l'oriiiine  est  7.1    4-  (,/m  :^0. 
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d'ailleurs  par  rhexagrammc  de  Pascal,  on  peul  mener  par  les 
cinq  points,  les  cinq  tangentes  à  la  conique  non  décrile  ;  et 
l'on  est  ainsi  ramené  au  problème  précédent.  Tm. 


GNOMONIQUE. 

Nouvelle  méthode  pour  tracer   les  cadrans  solaires 
horizontaux. 

FAR  M    S.  X.EVESQUE. 


On  trouve  dans  tous  les  traités  de  gnomoniquo  diverses 
méthodes  pour  tracer  les  cadrans  solaires  horizontaux ,  mais 
ces  méthodes  exigent ,  ou  des  opérations  graphiques  très- 
compliquées  ,  ou  que  l'on  trace  d'après  les  indications  don- 
nées par  le  calcul,  une  série  d'angles  en  degrés,  minutes,  etc., 
ce  qui  est  toujours  fort  minutieux ,  et  par  suite  souvent 
inexact. 

La  méthode  que  nous  donnons  ici  nous  paraît  exempte  de 
ces  inconvénients  et  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  l'exactitude ,  puisqu'elle  n'est,  comme  on  va  le  voir , 
qu'une  sorte  de  transformation  de  cette  formule  générale 
bien  connue  des  astronomes  et  des  géomètres  : 

Le  sin  total  :  sin  de  la  latitude  ::  la  tangente  de  l'angle 
horaire  au  cadran  équinoxial  la  tangente  de  l'angle  ho- 
raire au  cadran  iiorizontal. 

AC  (fig.  24)  étant  la  méridienne  du  cadran  et  FCD  la 
ligne  de  6  heures,  on  a  cette  formule  qui  dispense  de  tracer 
les  angles  horaires  du  cadran  : 

AB=AC  sin  latitude.  Tangente  angle  horaire  équinoxial. 

T^r-       r^r^    cotaug.  auglc  horalre  éouînoxial        __^ 

DE  =  CD  .    ■ — ^ =  CD.  cotang 

sm  latitude 

aug.  hor.  équin.  X  coséc.  latitude. 
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H,  angle  horaire,  au  cadran, 
O,  angle  horaire  à  l'équateur, 
L,  la  latitude. 

La  formule  générale  rapportée  plus  haut  donne,   pour 
l'angle  horaire  au  cadran  horiionlal  :  langH  =  sinLtangO. 

AB 
Dans   le  triangle    rectangle  CAB,  on  a  -— =  tang  H  , 

AU 
AB=:AC.langH. 

En  substituant  dans  cette  équation  la  \aleur  de  tangH, 
donnée  par  la  formule  générale,  on  a  AB=:ACsinLtangO, 
Enfin  dans  le  triangle  rectangle  CDE ,  on  a 

DE 

— -  =  cotang  H,  DE  =  CD.  rotang  H  , 

,.  i  1  cotangO         ,^       ,     - 

cotang  H  = -= ^^  .    ,  =  —, — - — rr=cotOcosec.  L. 

tangFl     langOsmL        sm  L 

LETTRE  DE  M.  GUÏLMIN. 


M.  le  rédacteur, 

Votre  dernier  numéro  contient  (p.  '257)  une  lettre  qui  a 
du  être  remarquée  pour  la  forme ,  si  ce  n'est  pour  le  fonds. 
Je  vous  serai  très-obligé  d'insérer  une  dernière  réponse. 

Il  m'a  semblé  que  M.  Catalan  démontrait  trop  longuement 
une  proposition  d'algèbre  élémentaire,  j'ai  cru  ulile  aux 
élèves  d'en  indiquer  une  démonstration  plus  simple.  Cette 
démonstration,  M.  Catalan  ne  l'a  pas  comprise  ;  cependant, 
il  parait  l'avoir  étudiée  avec  tant  de  bonne  volonté,  que  je 
me  fais  un  plaisir  de  lui  venir  on  aide. 

11  s'agit  de  cette  proposition  :  une  fraction  continue  pc- 

.    ..  1 

riodique  ^^  -h  t        i 

'    a  +  etc.. 
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csl  égale   à  rime   des  racines  d'une  équation   du    second 
degré  à  coellicienls  rationnels. 

Soit  .V  la  valeur  de  la  fraction  continue  proposée.  Pour 
démontrer  la  proposition,  on  écrit  : 

1 

l 


x=a+-        ^ 


X. 

Cette  égalité  est  rigoureusement  vraie  ;  c'est  ce  que  j'ai  voulu 
démontrer.  Je  pose  : 

1 

z 


X  ■=  a  -\-  y  I 


en  appelant jK  /«  valeur  de  la  fraction  continue 

b  -(-elc. , 
qui  commence  à  la  deuxième  période. 

Je  suppose  qu'ayant  formé  consécutivement  les  réduites 
de  JT  et  de  j  ,  en  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra ,  on 
compare  deux  à  deux  les  réduites  de  même  rang  dans  les 

deux  calculs  ;  on  les  trouvera  constamment  égales.  Une  de 

() 
ces  réduites  -^, ,  différera  de  x  et  dey,  dans  le  même  sens , 

1  1 

d'une  quantité  moindre  que     ^^  ;  mais  —  peut  devenir  aussi 

petit  que  l'on  voudra  ^  donc  jt  et  jr  sont  égaux. 

J'ai  ensuite  démontré  tous  les  théorèmes  qu'avait  démon- 
trés M.  Catalan. 

Je  crains  d'avoir  répondu  trop  sérieusement  à  cette  lettre. 
Je  ne  dirai  rien  de  la  finesse  des  plaisanteries ,  de  l'urba- 
nité du  style;  je  m'en  rapporte,  à  cet  égard,  au  jugement 
de  vos  lecteurs. 

Agréez ,  Monsieur  le  rédacteur,  l'assurance 
de  mes  sentiments  les  plus  dévoués. 

À.    GUII.MIN. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME 

proposé  pour  la  composition  du  concours  d'agrégation  en  1 843 

FAR  M.  A.  DEIiADEREERZ: , 

Professeur  au  collège  de  Nantes,  licencié  es  sciences  physiques 
et  malhéma tiques. 


Trouver  l'équation  des  surfaces  telles  que  si,  par  un  point 
donné,  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  langent,  le 
rectangle  construit  sur  cette  perpendiculaire  et  sur  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  un  plan 
fixe  mené  par  le  point  donné,  soit  équivalent  au  carré  de  la 
distance  du  point  d(mnc  an  point  de  contact. 

Solution.  Je  prends  le  point  Gxe  pour  origine  des  coordon 
nées,  et  le  plan  fixe  pour  celui  des  XY,  et  comme  les  équations 
du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont  : 

(1)  z'  —  z=p{x^—x)-\-q{y—J^), 

x'  —  :(■  =  — p{z  —  z), 


21 

y  _^  —  —  ^  (3  —  2) , 

les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur 
le  plan  langent  seront  : 

(     r'  =  —pz\ 

Le  carré  de  la  distance  de  l'orij^ine  au  plan   tangent  sera 
d'après  les  formules  connues 

(4  ?i^-      — -  —  -. 

\  •\-P  -Yq 
Le  carré  de  la  portion  de  la  normale  comprise  <Milre  le 
point  de  contact  el  le  plan  des  XY  sera 

(5)  ,r»  =  (i-f/'"  4-7^^3' 

Ann.  «F.  Mathém.  in  ^ 
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et  le  carré  de  la  distance  de  l'origine  au  point  de  contact  sera  -. 

(6)  r'=:X^+JK^  +  z\ 

Mais  ,  d'après  les  conditions  du  problème  ,  on  doit  avoir  : 

(7)  §rr  =  S"'     ou  bien     r§''  =  o"\ 

Substituant  dans  (7)  pour  o\  rr\  d"''  leurs  valeurs  (4) ,  (5)  et 
(6) ,  on  aura 

ou  bien  (  n  simplifiant . 

Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  on  trouve 

{z  —px  —  qjr)z  =  ±:  {x'  +  jr'  +  z')  ) 
on  en  tire  : 


px-\-qy  =  zz±L 


z 

et  en  réduisant  les  termes  du  deuxième  membre  au  même 
dénominateur  : 

z'±{z'+y  +  ^') 


pjc  _|_  qy  ^ 


z 


équation  linéaire  aux  différences  partielles  et  du  premier 
ordre,  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 


m 

P^+qy-          ^     , 

(9) 

•2z^+y-^x^ 

px  +  qy=: 

Telles  sont  les  deux  équations  aux  différences  partielles 
qu'il  faudra  intégrer  pour  avoir  toutes  les  solutions  de  la 
question. 

Or  nous  savons,  [>ar  la  théorie  des  éijualions  aux  diffé- 
rences p;ïrti<lles  linéaires  et  du  premier  ordre,  que  pour 
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doc        d'Y       d"^ 
intégrer  P^  +  Q^  =  R ,  il  faut  poser  —  =  -^  =  — ^ ,  ce 

qui  donne  trois  équations  simultanées  dont  l'une  est  une 
conséquence  des  deux  autres;  qu'on  intègre  ensuite  les  deux 
plus  simples,  ce  qui  donne  deux  intégrales  avec  deux  con- 
stantes arbitraires  ;  qu'on  regarde  ensuite  une  de  ces  con- 
stantes comme  une  fonction  arbitraire  de  l'autre,  remplaçant 
ensuite  dans  le  résultat  les  constantes  par  leurs  valeurs  en 
fonctions  des  variables  déduites  des  équations  intégrales. 

Nous  allons  donc  appliquer  ce  procédé  aux  équations  (8) 
et  (9). 

Soit  d'abord  l'équation  (8)  : 

x^  -j-  y"- 
(8)  px  +  qy  = i^. 

D'après  la  méthode  nous  poserons  : 

dx       dy  zdz 


Intégrant  la  première, 

dx         dy 
a:  y  ' 

on  a  : 

hy  =  Lcjfc*  i 

d'où   : 

(iO)  y=::CX. 

Intégrons  actuellemcnl  la  deuxième 

dx  zdz 

X  X  -\-y 

après  avoir  mis  pour  ^r  sa  valeur  précédente,  ce  qui  donne 
dx  zdz 

d'où  on  lire  : 

(t  -f-  c^)  xdx  =  —  zdz. 


—  OlG- 
lnlégranl 

ou  bien 

ol  d'après  la  valeur  y  =:  cjc  , 

(11)  a:'-\-y  +  z^=C. 

Posant  C  =  (f{c)  d'après  la  théorie,  et  remplaçant  c  et  C  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (10)  et  (11),  il  viendra  : 


(12)  x'+y  +  z'  =  <f(^) 


Telle  est  l'équalion  de  la  première  famille  de  surfaces  sa- 
tisfaisant à  renoncé  de  la  question. 

Intégrons  actuellement  la  deuxième  équation  différentielle  : 

2z^  -i-y  +  x^ 

(9)  px-\-qy  = , 

et  d'après  la  méthode,  posons  : 

dx       dy  zdz 


X        y        2z' -\~  y' -\- x' 

Intégrons  la  première  des  deux  équations  contenues  dans 
celle-ci  : 

dx         dy 

X    ~    y' 

Nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure  pour  son  intégrale  : 

(10)  y=cx. 

intégrons  la  deuxième  : 

dx  zdz 

V  ~  2z'-{-y'+x'' 

après  y  avoir  mis  pour  jk  !^a  valeur,  ce  qui  donne  : 
dx  zdz 

~^  ~~  -Iz  -\-{l  +c')x'' 
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d'où  on  lire  : 

2z'^jr  +  (1  +  c')Jc'dx  z=  zxdz. 
Pour  l'intégrer,  je  pose  z"  =  t,  d'où  zdz=^tdt.  Subsliluanl 
j'ai  ■■ 


1 
2/^x  +  (1  +  c'')x''da:  =  -  xdù , 


d'où  on  lire  : 

4 

dt tdx  =  2(1  +  c  )  xdx  , 

X 

ce  qui  esl  une  équalion  difl'érenlielle  linéaire  du  premier 
ordre  avec  un  deuxième  membre  j  or  on  sait  que  l'intégrale 
de  toute  équation  de  la  forme  : 

dy  -|-  Vydx  =:  Ç^dx 
est 

Appliquant  à  l'équation  différentielle  précédente,  on  a  : 

/  =  3^=:e^^^''|  ^ e'^^^"" ^{\  ^e)xdx  +g\  ; 

ou  bien  en  remarquant  que  l'on  a  parl'inlégration  : 

e  =  e       =  (e     j    =  .r', 

l'intégrale  précédente  devient  : 

z'  =  xM        2  (1  +  c^)  .r~hix  -f  C  I  . 
Inlégrant  une  seconde  fois,  il  vient  : 

ou  bien 
OU  encore 

z'  ^c'x'  ^X'  =  C\XK 
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Remplaçant  ex  par  sa  valeur  y  ^ 

(13)  z'+y  +  .r'=zx'^G. 

Posant  C'  =  <p(c)  et  remplaçant  C  et  C  par  leurs  valeurs  (10) 
et  (12),  on  a  : 

(14)  z'  +  r"  -I-  J'-^^  ==  ^*?  (  -  )• 

Telle  est  l'équation  de  la  deuxième  famille  de  surfaces  qui 
répondent  à  la  question. 

y 

On  voit  facilement  que  puisque  t  =  -  ,  on  pourrait  la 
mettre  sous  la  forme  : 

z'+y+x'  =  y%(^jY     ayant     .p  (^^  )  =  c^  (^)  ■ 

Cherchons  actuellement  le  mode  de  génération  le  plus 
simple  des  deux  familles  de  surfaces  représentées  par  les 
équations. 

Et  commençons  d'abord  par  l'équation 


(12) 


^'+^•^+-'-^(•0 


Posons  jo'  -{~y  -\-  z' =z  b  ,j  :=  a.v  et  b  =  f  (a)  ^  et  l'équa- 
tion (12)  représentera  la  surface  engendrée  par  le  grand 
cercle  d'intersection  d'une  sphère  ayant  son  centre  à  Torigiiio 

et  pour  rayon  \/b  avec  un  plan  passant  par  l'axe  des  z  et 
dont  la  trace  sur  le  plan  des  XY  aurait  pour  équation  x^=ajc  ; 
ce  grand  cercle  s'appuyant  dans  chacune  de  ses  positions  sur 
une  certaine  courbe  directrice  dont  les  équations  serviraient 
dans  chaque  cas  particulier  à  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion cp  en  éliminant  jr,  jk,  z  entre  les  équations  de  cette 
courbe  et  celles  de  la  sphère  et  du  plan  en  question  ,  puis 
(ju'on  obtiendrait  ainsi  une  relation  déterminée  entre  a  ci  b. 
Ainsi  los  surfaces  de  la  famille  représentée  par  l'équation  (12) 
peuvent  être  considérées  comme  étani  engendrées  par  un 
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cercle  variable  de  rayon,  ayant  son  centre  fixe,  tournant  au- 
tour ^'un  axe  passant  par  co  centre  ,  et  s'appuyant  constam- 
ment sur  une  courbe  donnée. 


Si  dans  l'équation  (14)  précédente, 

(14)  jc'-^y-hz'  =  JC^^9(~], 


on  pose  or"  -\-x''  -f-  z'  =  b.i'^ ,  y  =  ax ,  on  arrivera  par  un 
raisonnement  semblable  à  conclure  que  : 

Les  surfaces  de  la  famille  représentée  par  l'équation  (14) 
peuvent  être  engendrées  par  une  courbe  plane  du  quatrième 
degré,  dont  le  centre  est  fixe,  et  qui  tourne  autour  d'une 
droite  passant  par  ce  centre ,  et  s'appuyant  constamment  sur 
une  courbe  donnée. 

La  courbe  du  quatrième  degré,  qui  sert  de  génératrice,  a 
une  équatiorj  de  la  forme 

(15)  .r*  +  2,'' ==  crV 
On  en  tire  pour  la  valeur  de  z  en  x  : 

(16)  z  =  ±.jci/c'jc'—\=dta:\/{c,r-^i)  (c.r— 1). 

D'après  l'équation  (15)  on  voit  qr/elle  a  son  centre  à  l'ori- 
gine ;  ensuite  l'équation  (16)  montre  que  son  centre cstmi  point 
isolé  de  la  courbe,  puisque  pour  .r  =  0,  z  1=0  et  que  pour 

1  1 

X  compris  entre  -  et les  valeurs  de  z  sont  unaginaires. 

c  c 

1 
On  voit  aussi  que  les  sommets  sont  donnés  par  .v  =  -  et 

c 

1 

./= ,  de  façon  que  la  courbe  a  un  axe  dont  la  gran- 

deur  est     =  '2r/i ,  et  l'équalion  de  la  courbe  a  la  forme 

c 

(t7)  m'{j--'  +  2')  =  x\ 
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ou  bien  : 

(18)  z=-\/jc*  — 


m 
m 


Le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  a  la  forme 
riz  2jr'  —  m' 


:i9) 


dx 


m\/  jc^  —  m" 
et  le  coefficient  différentiel  de  celui-ci  est 

(2U) 


dx' 


m{x'  —  ne)\/x' 


m 

Pour  x  =  m  ^  (19)  devient  infini,  ce  qui  montre  que  la 
tangente  au  sommet  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Pour  JT  =x  ,  (1 9)  devient  encore  infini ,  ce  qui  montre  que 
la  dernière  direction  des  branches  de  la  courbe  est  perpendi- 
culaire à  l'axe;  d'ailleurs,  comme  pour  des  valeurs  croissantes 
de  X  depuis  m  jusqu'à  l'infini,  z prend  des  valeurs  croissantes 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  ainsi  que  l'indique  (18),  on  en 
conclut  que  la  courbe  a  des  branches  infinies  dont  la  dernière 
direction  à  une  distance  infinie  de  l'axe  des  X  est  perpendi- 
culaire à  l'axe ,  ce  qui  montre  que  la  courbe  n'a  pas  d'asymp- 
totes. 

De  ce  que  pour  x  =  m  el  x  =  x  les  tangentes  sont  per- 
pendiculaires à  l'axe,  on  en  conclut  qu'entre  ces  deux  points 
il  y  a  une  inflexion  ;  pour  la  déterminer  il  faut  égaler  (20) 
à  zéro,  ce  qui  ne  peut  se  faire  pour  des  valeurs  finies  de  x 
qu'en  égalant  le  numérateur  à  zéro  : 

x['2x'  —  '^n^)  —  0. 

Or  ji=0  donne  l'origine  ou  point  isolé  ou  conjugué,  le 
point  d'inflexion  est  donc  donné  par 

2x'  —  ^m  =  0  ; 
d'où 

.^•V/2=m\/3       ot        --  =  2l^2       z=:-mK3". 

ax  'z 
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Donc  a?  est  lo  côlé  du  carré  dont  la  diagonale  serait  le  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  m. 

Il  sera  d'ailleurs  facile  de  construire  géométriquement  au- 
tant de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe  en  prenant  une 
quatrième  proportionnelle  au  demi-axe,  l'abscisse  et  le  côté 
du  triangle  rectangle  dont  l'hypothénuse  est  Tabscisse  et 
l'autre  côté  de  l'angle  droit  le  demi-axe ,  ce  qu'indique 
l'équation  (18).  On  trouvera  ainsi  que  la  courbe  a  à  peu  près 
la  forme  suivante  {fig.  35). 

L'espèce  de  surface  donnée  par  l'une  des  équations  (12)  ou 
(14)  variera  selon  la  forme  de  la  directrice.  On  pourra  d'ail- 
leurs prendre  pour  celle-ci  la  trace  que  la  surface  laisse 
sur  le  plan  des  XY. 

En  coupant  ces  surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan 
des  XY ,  on  aura  des  courbes  de  formes  très- variées. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  directrice  de  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  (12)  est  un  cercle,  la  surface  devient 
une  sphère  sur  laquelle  la  propriété  se  vérifie  immédiate- 
ment, vu  que  les  trois  longueurs  se  confondent  avec  le 
rayon  (14). 

En  éliminant  la  fonction  arbitraire  <?  à  l'aide  de  la  méthode 
connue  d'élimination  des  fonctions  arbitraires,  l'équation  (12) 
donnera  l'équation  (8;  et  l'équation  (14)  donnera  l'équation 
(9)  ;  ce  qui  doit  être. 

L'équation  (14) ,  dans  le  cas  où  la  directrice  est  un  cercle, 
donne  une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  -,  qui  n'a 
qu'une  nappe  d'après  la  forme  de  la  génératrice,  et  l'équation 
de  la  surface  devient  : 

a.-  J^y  J^z  = , 


/'  représentant  le  rayon  du  cercle. 

Dans  ce  cas,  les  trois  distancer  ^,  o\  S"  sont  dans  la  section 
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incridicnnc ,  et  Ton  vénfic  alors  lacilemcnt  que  la  condition 
(7)  est  remplie  pour  la  courbe  représcnlée  par  réquation  (18) 
en  remplaçant  le  plan  tangent  à  la  surface  par  sa  trace  sur  le 
plan  méridien  qui  devient  la  tangente  à  la  courbe. 

On  conclut  facilement  de  ce  que  la  condition  (7)  est  vérifiée 
pour  le  cercle  et  la  courbe  représentée  par  l'équation  (18), 
qu'elle  est  vérifiée  pour  les  deux  familles  de  surfaces  précé- 
demment indiquées  ;  car 

CT  [fig.  34)  étant  la  tangente  à  la  courbe^  OG  =  <î",  ; 
OP.  =  8.  ;  CN.  =  ^'. ,  je  dis  que  si  on  a  r\  =  rl§\ ,  la  même 
formule  aura  lieu  pour  un  plan  quelconque  mené  par  la  tan- 
gente CT.  En  effet ,  soit  TAB  ce  plan ,  OP  =  ^  la  perpendi- 
culaire à  ce  plan ,  et  CN  la  partie  de  normale  terminée  au 
plan  XY  ;  l'angle  POP,  sera  égal  à  l'angle  NCN, ,  puisque 
tous  deux  représentent  les  angles  o  qu'une  perpendiculaire 
au  plan  POP,  fait  avec  ZOX.  D'ailleurs  angle  OPP.  =  90« , 

S' 
de  même  angle  CN,N  =  90  •  ;  donc  â=:  rî  cos  G ,  ê'  ==  — '-  et 
*'  '  '  cosô 

ÔS'  =  SJ\  =  ^"\  Ce  qu'il  fallait  prouver. 


THEOREMES  ET  PROBLÈMES 

Sur  les  foyers  et  centres  des  coniques  (*) 

(  V.  p.  304.  j 


XIX.  Problème.  Connaissant  trois  points  et  le  foyer  d'une 
conique  à  centre,  trouver  une  équation  de  cette  courbe,  et 
les  coordonnées  du  centre. 

Solution.  Soient  A,  B,  C,  F  les  trois  points  <  t  le  foyer 

(')  A  la  fin  de  cot  arliclc,  on  (loiini-ra  les  solutions  géonictriqucs  de  Newion 
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donnés  ;  prenons  ce  foyer  pour  origine  et  les  axes  reclangu- 
laires;  soient  j',  x' ;  y\  x";  y",  x"'  les  coordonnées  des 
points  A,  B,  C;  l'équation  cherchée  est 

^y^,r^)(^k'J^k"-.ml)={k'y-{-kx-l)\  {V.  t.  II,  p.  427), 

à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  jK'+J:'=(M^+Nj:+P)'i 
faisons  y^+  x'^  =  r^\  /"+  ^"'  =  ^,  y"^+  •^""=  ^'"^  ;  on 
obtient  ces  trois  équations 

My+  Nx'+P=r', 
Mjr"  +  Nx"  +  P==r", 
My"  +  Njc'"+P  =  r"', 

nous  supprimons  le  double  signe  de  r  qu'il  faut  toujours 
supposer.  Les  formules  de  Cramer  donneront 

^  _  r^[y'x'''--xy'''-]+r''[y''x'-x'y-\-\-r''^[yx''^xy] 

r  [y -y']  +  r"[y-y"]  +  r'" [y  -y] 
Q 

M  —  ^[-^^  -  -^'']  f  '"  l'^'"  -  -^']  +  r'"  [x  —  x"] 

Q  ' 

Q  =  ya:"-.ya:'"  ^y"jc'+y'x"'  -hy"x'  —y"x". 

Observation.  V  yx" — x'y\  est  le  double   de  l'aire  du 

triangle  FAB,  ctc.^  Q  est  le  double  de  Taire  du  triangle  AI5C 

„       r.FBG+r'.FACH-r"'.FAB 

de  sorte  qu  on  a  P  =  ■ — ,  quantité 

^  ABC  *  * 

facile  à  construire,  ainsi  que  M  et  IN. 

Observation.  2"  L'équation  de  la  courbe  est 

y(1— M*)— 2MNa:r4-x'(l-N^)-2PM^-2PN.r— P=0.  (1) 
Les  fonctions  élémentaires  de  la  courbe  sont  (1.  1  .  f)   489) 

/;/=r.i(lNr-{-N-'—  1), 

A-  =  — iPJN', 


Nnrr 
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A    rzz:  — 4PM, 

IL—    0, 

L  =  4F. 

Ainsi  pour  que  la  courbe  soit  une  ellipse,  il  faut  que  l'on 
ait  M  <  1  >  N  •  pour  l'hyperbole  JVP  +  N'>  1  •  pour  la 
parabole  J>r  +  ]\"'=  1. 

Observation.  3°  Passons  aux  coordonnées  polaires,  soit 

œ'  =  r'cos<p',  y  =  r'sin  y',  x"  =  r"coscp",  y  =  r"sm<^'\ 
x'"  =  r"' cos.p"',  y "  =  r"'sin<p"', 
il  vient 

PQ  =  r'r"r"'  [sin  (cp"  -  cp"')  +  sin  (?'"  - <?')  +  sin  (<p'  -  <p")  ] , 

Q  =  r'r"sin  (</—/') +rV"'sin(^"'—<p' J+ r'y"sin(/—<p'") , 
MQ  =  r^cos  ^'  [r"~r"-\  +r"c0S  a,"[r'-r"']  +  r"'cos  y"'[r"— r'], 
NQ  =  r'sin^'  [r"-r"']+  r^'sin  f[r"'—r']  +r"'s\n  <p"'[r'— r"]. 

Si  l'on  prend  la  droite  r'  pour  axe  des  x ,  alors  q>'  =  0  ;  et 
les  valeurs  de  M  ,  N ,  P,  Q  sont  entièrement  déterminées  par 
les  côtés  et  les  diagonales  ,  les  angles,  et  l'aire  du  quadri- 
latère F  ABC- 

—  P 

Observation.  4"  L'ordonnée  à  l'origine  est  ,  l'équa- 

IVl  zt  1 

tion  de  la  dircclrice  est  Mj  +  N^+  P  ==  0,  la  distance  de 
rextrémilé  de  l'ordonnée  à  l'origine ,   à   la  directrice  est 

.  donc  \/M'-\-W  =-■  c  est  l'excen- 

(Mzbl)  \/]Vr+N'  '' 

tricité  et  a  le  -  axe  focal  ;  la  distance  du  foyer  a  la  directrice 

P  P  «      .    . 

est  — .  (jonc    — ::^z=iiz^  =  —  ;  de  là  P  =  ^  ^ 

v^ivr  +  JN^  Kivr  +  N'      ^ 

c=zP  KiVr+N\  -  =  |/i_M'^— N\   Z;  =  ^   petit  axe. 
<^  2 

(^oîT  Hoguct,  t.  I  ,  p.  1:î7). 
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_  sin  y  — (p'^')4-  sin  y  —  cp')-f  sin  (y  — /) 

Observation.  5"  Ce  problème  est  très- important  en  Aslro- 
nomie.  Connaissant  trois  observations  d'une  planète ,  rap- 
portée au  plan  de  son  orbite,  on  peut  déterminer  les  éléments 
géométriques  de  l'orbite.  {F'oir  Lenthéric,  y^nn.  de  Gergonne^ 
t.  XVll ,  p.  366  ) 

XX.  Problème.  Connaissant  quatre  points  d'une  conique  , 
trouver  le  lieu  des  foyers. 

Solution.  Adoptons  les  mêmes  données  et  les  mêmes  nota- 
tions qu'au  problème  I  (p.  260)  ;  et  supposons  qu'il  s'agisse 
de  l'équation  d'une  conique  passant  par  trois  points,  et  dont 
le  centre  a  pour  coordonnées  /,  u\  l'équation  (1)  (p.  261),  sera 
celle  de  la  courbe. 

Calculons  les  éléments  de  cette  courbe  ;  on  aura 

m  =  (2tt  —  q)  {2t  — p)  [pq  —  ^2pu  —  Iqt] , 

k=m(,   k'=mu,   l  =  q^C  {2t— p)\  V  =  p' u' [2u— q)\ 

n  =^pqtu  (2^ — p)  i^u  —  q)  , 

L  =  tu{2t  — /?)  (2f^  —  q){pq  —  ''2pu  --'2qt)  {pq — pu  —  qt) ., 

N  =  t  {2t—p)  -\-u{2u  —  q)  —  (2t—p)  (2u  —q)  COS7  ; 

désignant  par  c  et  p  les  coordonnées  du  foyer,  on  aura 

2(A— C)(a    -0(P-")  +  (^-O^[B— 2lGcos7]+   i 

-+(P--tt)'(2Acos7  — B)=:0  (t.  H,  p.  429),         |      ^  ^ 

m'[(P  — M)'cos7+(a-0(P— ")]  =  2L  (2CCOS7  — B)  ,  (2) 

h=t[2t—p),   B=—{2.u—q)(2t—p)^   C  =  u{2u—q). 

Mais  la  conique  devant  passer  par  un  quatrième  point  , 
ayanJ  pour  coordonnées  jc\  y,  on  a  encore  entre  u  et  /,  cette 
équation 

t  {2f  —p)y"  -  -  (2m  —  q)  [2l—p)x'y  -{■  ii{2u  —  q) ./•"  — 


qt  {-If —p) y —  pu  {2u—q]  Ji    =  0.  * 
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L  équation  (1)  est  du  quatrième  degré,  l'équation  (2)  est 
du  huitième  degré,  et  l'équation  (3)  du  deuxième  degré  en  u 
et  t  ;  éliminant  net  t  entre  ces  équations,  on  parvient  à 
une  équation  entre  a  et  p ,  qui  peut  monter  au  soixante- 
quatrième  degréct  ce  qui  n'a  rien  de  surprenant;  car  chaque 
conique  ayant  quatre  foyers  analytiques  (  t.  II ,  p.  429), 
l'équation  finale  peut  renfermer  des  facteurs  de  degré  pair 
réel,  correspondant  aux  foyers  imaginaires  ;  circonstance 
qui  rend  toujours  compliquées  les  solutions  analytiques,  ou 
il  s'agit  de  déterminer  des  foyers  ;  tandis  que  le  centre ,  point 
unique,  donne  des  solutions  simples  ^  il  en  est  de  môme  pour 
le  foyer  dans  la  parabole,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin. 

XXI.  Problème.  Connaissant  deux  poinls  d'une  conique, 
une  tangente  et  un  foyer,  trouver  une  équation  de  cette  co- 
nique. 

Solution.  Soient  jt',  j^';  a",  j",  les  coordonnées  rectan- 
gulaires des  deux  points,  et  le  foyer  à  l'origine;  et  soit 
dy-\-ex-\-f=(i .,  l'équation  de  la  tangente,  même  notation 
que  pour  le  problème  (XIX)  ;  on  a  ces  trois  équations 

my  +  Nx'  +  p  =  /-', 

ÎViy'4-iNx"+P=r", 
p\r^'_^.e'j__2P(^M+eN)+/^(]VP+N'— 1)=:0  (t.  Il,  p.  108). 

Éliminant  M  et  N  entre  ces  trois  équations,  on  arrive  à  une 
équation  du  second  degré  en  P;  il  y  a  donc  telles  données 
qui  peuvent  rendre  le  problème  impossible. 

XXII.  Pro6/ème.  Connaissant  trois  points  d'une  conique, 
et  une  tangente,  trouver  le  lieu  des  foyers 

Solution.  Môme  notation  qu'au  problème  XX,  et  soit  de 
plujj  (ly -{- ex -\- f  =^  ^  l'équation  delà  tangente,  nous  avons 
encore  les  mômes  équations  (1)  et  (-2)  ;    mais  l'équation   (3) 
sera  remplacée  par  celle  ci  : 
l'(r  —  '>den-^^ie-\-mr-\-y'{<ft('  +  ek)  =  Q   (t.  11  ,  p.    108). 
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Cette  équation  est  du  quatrième  ôe^rè  eu  u  et  t  ;  donc 
l'élimination  des  deux  variables  u  est  entre  les  trois  variables 
peut  donner  une  équation  entre  a  et  p  du  I'i8*  de^ré. 

XXIII.  Problème.  Connaissant  un  point  d'une  conique, 
une  tangente  avec  le  point  de  contact  et  le  foyer,  trouver 
une  équation  de  cette  conique. 

Solution.  Soit  x\  y  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point;  d{y — y')-\-e{a: — jc")::z:0,  l'équation  de  la  tangente 
y  et  jc"  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  ;  l'origine 
est  au  foyer  ;  on  a  les  mêmes  équations  que  pour  le  pro- 
blème XXI  ;  dans  la  dernière  équation,  il  faut  remplacer 
/  par  —  dy  —  ex". 

XXIV.  Problème.  Connaissant  deux  points  d'une  conique , 
une  tangente  avec  le  fK)int  de  contact,  trouver  le  lieu  des 
foyers. 

Solution.  Li  même  que  pour  le  problème  XXII ,  il  faut 
remplacer  /par  —dy' — ex". 

XXY.  Problème.  Connaissant  un  pointd'une  conique,  deux 
tangentes  et  ie  foyer,  trouver  une  équation  de  cetle  conique. 

Solution.  Soient  dy  -{-  ex  -\-f==:  0 ,  d'y  -\-  e'x  -\-f'  =  0  , 
les  équations  de^  tangentes;  axes  rectangulaires;  origine  au 
foyer  ;  on  a  pour  déterminer  M,  N,  P  les  trois  équations 

M/+Njc'+P  =  r',  (1) 

F(^'_|_e^)  _2P/'(^M  +  eN)  +/'  (IVr +  N'-  1)  =r  0  ,  (2) 
p  (^"_e")  —  2P/'  (^'IVI  +  e'JN)  +/''  (M^+  N'^—  1)  =  0.   (3) 

On  parvient  par  élimination  à  une  équation  en  P  du  qua- 
trième degré. 

XXVI.  Problème.  (iOunaissant  deux  points  d'une  conique 
et  deux  tani;entes,  trouver  le  lieu  des  foyers. 

Solution.  On  obtieiit  la  S()luti<m  au  moyen  de  rèiiuation  (*2) 
de  la  page  2(i:{. 
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XXVJl.   Problème.  ÉlaiU   données  trois   lanj^enlos  et  le 
loyer,  trouver  une  équation  de  celte  conique. 
Solution.  Axes  rectangulaires,  origine  au  foyer; 

dr+ex  4-  f=  0  ,  d[r-\~e'jc+/"  ==  0  ,  d"jc  +  e'y  -\~f"  =  0  ; 

équations  des  trois  tangentes,  aux  équations  (2)  et  (3)  du 
problème  XXV, il  faut  joindre  celle-ci 

F(c?"  +  e"^)-2P/"(^"M— e"N)+/"^(]Vr  +  N'  +  1)  =  0, 

et  on  parvient  à  une  équation  finale  en  P  du  huitième  degré. 

(La  suite  prochainement.) 


DE  LA  DIVISION  ABREGEE. 

PAR  m.  FINCK, 

docteur  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg. 


J'ai  prouvé  (Arithm.y  2^  éd.  page  106  et  suiv.) ,  que  la 
division  ordonnée  de  Fodrier  donne  le  quotient  à  une  unité 
prés  (eu  plus  ou  en  moins) ,  toutes  les  fois  que  le  diviseur 
désigné  n'est  pas  moindre  que  ueuf  fois  le  nombre  des 
chiffres  du  quotient.  L'ouvrage  de  M.  Guy,  annoncé  dans  le 
cahier  d'avril  (p.  208),  m'a  conduit  à  réfléchir  sur  la  méthode 
abrégée  ancienne,  et  j'ai  à  cet  égard  découvert  un  théorème 
que  voici. 

Si ,  à  la  droite  du  diviseur  on  supprime  successivement  un 
certain  nombre  de  chiffres  ,  et  qu'à  la  droite  du  dividende.^  on 
supprime  d'un  coup  le  même  nombre  de  chiffres ,  le  quotient 
sera  exact  à  une  unité  près  (en  plus  ou  en  moins),  toutes  les 
fois  que  le  dernier  diviseurnc  sera  pas  moindre  que  la  somme 
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des  chiffres  successivement  supprimés  au  diviseur  total.  Soit  D 
le  diviseur  total ,  d  son  chiffre  de  droite  ^  posons 

D      =D,10  +  ^., 

D.     =  D,10  4-  <,  <  chiffre  de  droite  de  D. , 

l)n-i=  BniO+dn,   dn,....  Dn-i,   '    ^^^ 

i)i^i  =  BiiO  +  di ,  di,....  D,_,, 

soit  Di  le  dernier  diviseur.  On  a 

T)  =  BiiO'-\-di-iiOi-^  +...  +<10+<. 

Ce  que  j'écrirai  sous  forme  plus  abrégée,  ainsi 

D  =  Di  10»  +  [didi-,., .  d4:) ,  (2) 

didi—t".  étant  des  chiffres  écrits  dans  le  système  de  numé- 
ration. J'emploierai  cette  manière  d'écrire,  en  y  ajoutant 
les  parenthèses. 

Soit  C,  le  chiffre  que  fournit  au  quotient  le  diviseur  D,, 

Ç, D„ 

Ci D». 

Les  produits  qui  n'ont  pas  été  retranchés  du  dividende , 
sont  les  suivants  : 

Celui  de  C,  par  d^ ,  et  comme  C.  est  le  chiffre  de  rang  i  ; 
au  quotient,  ce  produit  vaut  C,  x  ^.10»— >, 

celui  de  C,  par  {d^d,)  qui  vaut  G,  x  («)  10«-2, 

enfin  celui  de  C»  par  {didi^i...  d,\  valant  C»  xididi-i...d,dj. 

J'appelle  S  la  somme  de  ces  produits,  ei  j'ai 

Sc=C.Xr^.10»-HC,X«d'.)10»-2-H...-fCiX(«^i«?,-,...<^.).  (3) 

Soit  R.  le  reste  fourni  parle  diviseur  tronqué  D. ,  reste 
qui  est  le  dividende  de  D,. 
R,  le  reste  fourni  par  le  diviseur  Di  : 
J\i  suivi  des  chiffres  négligés  au  dividende,  form-.» le  reste 

Ann    or  Mathém.  IV.  22û 
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total ,  que  je  nomme  R;  si  ai ,  ^,_, ,...  a^  sont  les  chiCfres 
en  question ,  on  a 

R  =  Ri10*  'i-{ûiai-i...aX  (4) 

et  R  —  S  serait  le  reste  trouvé  par  la  méthode  rigoureuse. 
Je  fais  provisoirement  abstraction  du  cas  singulier  où  il 
se  trouve  un  dividende  >>  le  décuple  de  son  diviseur  :  ainsi 
Rt  <CDt  et  R<;D;  si  donc  S  est  aussi  <CD,  le  quotient 
sera  exact  à  une  unité  prés  ,  en  plus  ou  en  moins.  Mais  dans 
ce  cas ,  chaque  chiffre  du  quotient  est  au  plus  9,  donc  d'a- 
près (3)  ; 

S  ~.  9  KIO»-'  +  («)  lOi-2  +...+  (didi-t...  d,)].      (5) 

Il  y  a  ici  un  chiffre  d^  à  chaque  rang,  depuis  le  premier  à 
droite  jusqu'au  rang  i^  ce  qui  fait  un  nombre  composé  de  / 
chiffres  d^  consécutifs;  ce  nombre  x  9 ,  donne  un  produit 
moindre  que  d^iOi. 

Il  y  a  un  chiffre  d^  à  chaque  rang ,  depuis  le  second  à 
droite  jusqu'au  rang  i ,  en  multipliant  par  9  ,  on  a  donc  à 
fortiori  un  produit  <Cc?MOi. 

Enfin  le  chiffre  di  au  rang  i,  multiplié  par  9,  donne  un 
résultat  <  JilO».  Donc  S<10^[^t4-...4-^J,  et  pour  que  S 

soit  <  D  qui  ""  DilO» ,  il  suffit  que 

Bi^di  +  ...  +  d,,  c.q.f.d.  (6) 

Mais  on  ne  sait  si  R  —  S  est  <  0  ou  >  0. 
J'arrive  au  cas  où  il  y  a  un  dividende       ,  à  10  fois  son 

diviseur.  Soit  le  diviseur  Dn-i  =  Dn  lO  +  ^n  ^  son  reste 
peut  être  Dn  .lO+^^n  — ^ ,  ^  étant  au  moins  =1  ;  le  diviseur 
suivant  est  Dn ,  et  par  suite,  si  on  prend  pour  quotient  9, 
le  reste  sera  Dn  +  dn  —  k=  Dn+iAO+dn+i-j-dn—lc,  celui 
qui  est  divisé  par  Dn+i  donne  pour  quotient  9,  et  pour  reste 
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Dn+i+  ^n+i  4-  dn  — fi;  continuant  ainsi,  on  aura  Ri  =Di-(- 

di  4-  dij^x  +  ...  +^w  —  ^  <C  20, ,  d'après  (6).  Ainsi 

K=z{\)i  +  di  -\-..,+  dn  —  k)W+(ai...a;)  <  2D.        (7) 

Comme  d'ailleurs  S«<D,  le  quotient  est  approché  à  moins 
de  deux  unités  près  ;  je  dis  qu'il  l'est  en  moins  ;  car  en  vertu 

de  ce  que  S  <  10»  («?»  +  ...  +  <) , 

R~S>(Di  —  ^n-i  — ...—  «?,— ^)10»  +  (rti...  a,), 

et  comme  ^' <; ^^  ■.  et  que  Di  .^^^di  -\-  ....-[- dn-\- ...  -|-  r/, , 

R  —  S  est  >>  0.  Donc  il  s'ensuit  qu'en  admettant  pour  Cn  , 
le  quotient  10,  ce  qui  augmentera  le  chiffre  précédent  d'une 
unité,  et  faisant  C^i^i ::=:  ...  =  Ci  =  0,  on  a  encore  le  quo- 
tient à  une  unité  près ,  mais  on  ne  sait  s'il  est  en  plus  ou 
en  moins. 


QUESTIONS. 

l"*  Une  parabole  assujettie  à  rester  constamment  tangente  à 
deux  droites  rectangulaires  fixes,  son  foyer  glissant  conslam  - 
ment  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  à  l'intersection 
des  deux  axes.  On  demande  le  Heu  des  sommets  ,• 

2°  Une  droite  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  axes 
rectangulaires.  Lieu  des  intersections  successives  de  cette  droite 
avec  elle-même  j 

3"  Un  cercle  roule  intérieurement  sur  une  circonférence  de 
rayon  quatre  fois  plus  grand.  Lieu  d'un  point  de  celle-ci. 

Prouver  que  ces  trois  lieux  sont  identiques. 

PAR    m.    KISPAZ.  , 

élève  do  lÉcole  normale. 

V  Soit  F  [fig.  30) ,  le  foyer  dans  une  position  parlii  iilièrc 
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(a ,  p)  ;  j'abaisse  sur  les  axes,  les  perpendiculaires  FC,  FB  et 
la  ligne  BC  sera  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole.  La 
perpendiculaire  FO  abaissée  sur  cette  droite,  donnera  le 
point  O  pour  le  sommet  ;  les  équations  de  CB  et  de  OF  sont 

(1)  (CB)  ar+?x  =  u?, 

(2)  (FO)  py-ax  =  ^^-^\ 

(3)  de  plus  a'  +  ?'  =  r\ 

r  est  le  rayon  du  cercle  donné. 
Des  deux  premières  on  lire 

donc  en  substituant  dans  l'équation  du  cercle,  il  vient 

pour  le  lieu  cherché. 

2°  Soit  AB  [fi-g.  31) ,  la  droite  de  longueur  constante  r, 
Féquation  de  AB  est  ici 

(4)  a^+px=:a6. 

Si  la  droite  prend  une  position  un  peu  différente,  a  par 
exemple  s'accroît ,  et  p  diminue  d'une  quantité  infiniment 
petite,  soient  da.  et  — d^  ces  quantités,  l'équation  de  la 
droite  devient 

{o^+d'.)x-\-{^  +  d^)x  =  {'.-^da){^  +  d^), 
o^  _|_  ^a .^  +  po:  +  ^p.JC  =  «P  +  ac?(3  +  pâ?«  +  ^a.âfp  , 

simplifiant  cette  équation  au  moyen  de  Féquation  (4) ,  et 
négligeant  l'infiniment  petit  du  second  ordre ,  l'équation 
devient 

dct.y-^-dp.x  =  cnd^  -\-f!)doi^ 

d'où 

dj  ^  (3  -r 
da.  X'  —  c.  ' 
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on  a  d'ailleurs 

(5)  a'+p'  =  r\ 
qui  devient  aussi 

Simplifiant  encore  à  l'aide  de  l'équation  (5),  et  supprimant 
les  inflniment  petits  du  second  ordre  ,  il  vient 

Eliminant  ~  entre  les  deux  dernières  équations,  il  vient, 

toute  réduction  faite 

(6)  p^  — «:r  =  p'__a% 

et  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  a  et  p  entre  les  équa- 
tions (4) ,  (5)  et  (6) ,  qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (1), 
(2)  et  (4) ,  et  qui  par  conséquent  donneront  le  même  lieu 

1.        —        1. 

y^   +x    =  r  . 

S'»  Soit  OAB  ifig.  32)  un  cercle  ;  CVM  un  autre  langent 
intérieurement,  et  de  rayon  quatre  fois  moindre;  soit  A 
l'origine  du  mouvement,  et  V  le  point  du  lieu  ,  on  aura  arc 
CV  =  arcCA,  donc  CDV  =  4C0A. 

Menons  la  ligne  du  centre  OMDC  ,  CV,  et  MV  perpendi- 
culaire, évidemment  sur  CV,  et  coupant  les  axes  en  Q  et 
en  P.  Le  triangle  CMV,  inscrit  dans  le  cercle  D  montre  que 

MD  =  DV  =  DC  , 

donc 

CDY  =  2DMV, 
il  suit  de  là  que 

DMY  =  2C0A  =  COA  +  MDV  , 
donc 

MDV  =  COA , 

MO=:MP, 
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mais  MO=:MC,         donc        MP  =  MC, 

et  le  triangle  CPO  est  rectangle. 

On  voit  aisément  que  les  triangles  QPO  et  COP  sont  égaux, 
donc  la  figure  OCPQ  est  un  rectangle,  et  le  point  V  est  la 
projection  du  sommet  C  sur  la  diagonale  QP,  ce  qui  montre 
évidemment  que  ce  lieu  rentre  dans  le  premier.  Ainsi  les 
trois  lieux  n'eu  font  qu'un  seul  dont  l'équation  est 

.r'  +  -^'  =  '-'. 
Occupons-nous  maintenant  de  discuter  l'équation  ,  et  de 
construire  la  courbe  (fig.  33).  En  la  résolvant  par  rapport 
à  ^r,  on  a 

La  courbe  est  donc  symétrique,  par  rapport  à  l'axe  des  y^ 
on  voit  aussi  qu'elle  l'est  par  rapport  à  l'axe  des  x,  car 
l'équation  est  symétrique,  en  j::  et  en ^.  La  courbe  se  com- 
pose donc  de  quatre  parties  r gales  dans  les  quatre  angles  ; 

pour  JT  r=zO,         Y  =  r^ 

à  mesure  que  x  croît ,  y  décroît  sans  cesse ,  et  enfin 
pour  a:  z=  r^      j-  =  0, 

si  on  prend  le  coefficient  angulaire 

tang«.=  - y/^. 

On  voit  qu'il  est  toujours  négatif ,  nul  pour^  =0,  infini 
pour  y  =  r ,  donc  la  courbe  est  tangente  aux  axes  en  A  et 
en  B  ;  de  plus  il  n'y  a  pas  de  point  d'inflexion ,  car  à  partir 
de  jc  =  r,  jK  =  0  ,  tang  a  croît  indéfiniment  depuis  0  jusqu'à 
—  00  ,  en  restant  sans  cesse  négative. 

Si  on  mène  la  bissectrice  OG  de  l'angle  des  axes ,  il  est 
facile  de  voir  que  le  point  M  où  elle  rencontre  la  courbe, 
est  le  milieu  du  rayon  OG. 
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L'équation  de  la  tangente  est 


'=-v^"J(^-^'). 


y —  y 

soit  fait^  =  0,  pour  avoir  la  distance  de  l'origine  au  pied 
de  la  tangente  sur  Taxe  des  x ,  on  a 

œ  =  x' V'^  +  x'  =  J'  (r~  —  x")  +  x'  =  or'  ^  r\ 
donc 


^  a     r 


^  2       f 


on  aurait  de  même 
donc 

L      1.  i.      i 

Ainsi  la  partie  de  la  tangente  comprise  entre  les  axes  est 
constamment  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit  comme 
nous  le  savions  déjà. 

La  valeur  x^  =  r'x',  nous  montre  que  cette  courbe  peut 
servir  à  résoudre  le  problème  des  deux  moyennes  propor- 
tionnelles ,  car  soient  les  proportions 

X  \  u  \\  u  '.  x\ 


on  en  tire 

riL  =  07% 

n^  =z  xx'\ 

d'où 

x'  =  r'x'^ 

u^  z=  x'^r. 

On  voit  donc  que  x  se  trouve  ainsi  connu  ;  si  on  construit 
une  courbe  ayant  pour  génératrice  la  droite  r,  qu'un  lui 
mène  une  tangente  par  le  point  dont  l'abscisse  est  x\  la 
distance  comprise  entre  le  centre  et  le  pied  de  la  tangente  , 
sur  l'axe  des  .r ,  sera  l'une  des  moyennes  proportionnelles. 
Dès  lors  l'autre  peut  s'obtenir  très-aisément. 
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Occupons-nous  de  la  rectificalion  ;  on  a 

ds  =  \/dy  -\-  dx'  j 
mais  Téquation  donne 

dy  _  ^y_ 


X 


donc 


V? 


ds=\  /  ±^{dxr  +  {dx)\ 


-W' 


mais 
donc 
donc 


ds  =  —  \  /  y    +  X    ; 

X 

9  19 

Il  1        7  3 

y\+x    =  r  , 

J-     — i 
ds  :=  r^  X    "*  ^jc  , 


~~3 


J 


<5?5  = X^  -|-C- 


Or  si  on  fait  x  —  0  l'intégrale  s'annule  ;  donc  la  constante 
est  nulle 


I 


ds  =  X 

2 


Si  on  veut  avoir  l'arc  qui  est  le  quart  de  la  courbe ,  et 
compris  entre  les  limites  x=0,  x  =  r,  on  aura  pour 
]'intégrale  définie  entre  0  et  r, 


I    ds  =  —  , 
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donc  la  longueur  du  périmètre  totale  sera  quadruple  ou  égale 
à  6  fois  le  rayon  du  cercle  proposé. 

Tir 

Le  quart  de  circonférence  EGA  a  pour  noesure  -— ■ ,  et  cette 

3r 
quantité  est  plus  grande  que  — ,  car  on  a  tt  >>  3 ,  donc  l'arc 

de  courbe  BMA  est  un  peu  moins  convexe  que  celui  du 
cercle  EGA  (*). 


LIEU  DES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES 

des  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de  grandeur  et  de  position 
et  son  conjugué  donné  de  grandeur  seulement. 

PAR  M.  HENRI  FAURE  , 

élève  en  spéciales. 


Soit  AB  ^=  2a  { fig .  29)  le  diamètre  donné  de  grandeur  et 
de  position  ,  COC  =  2b  son  conjugué  dans  une  des  diverses 
positions  qu'il  peut  prendre.  Nous  choisirons  pour  axe  desx 
le  diamètre  AB ,  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  élevée 
au  point  O  à  ce  diamètre.  De  cette  manière  le  lieu  que  nous 
obtiendrons  devant  être  symétrique  par  rapport  aux  deux 
axes,  Téquation  qui  le  représente  ne  contiendra  que  les 
puissances  paires  des  deux  variables. 

L'équalionderellipsequi  passepar  les  points  A,  B,  C,  C, 
et  qui  a  le  point  O  pour  contre,  est  de  la  forme  : 

(t )  Ay  +  Ejtjk  +  Cjc'  -1=0. 

Nous  allons  déterminer  les  cocfiicicnts  A,  B ,  C  pour  une  po- 
sition particulière  du  diamètre  CC. 

(')  Voir  (omo  I,  iiaRc  26.')  ol  loino  11 ,  p;tt;f  Ml. 
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Posons  tangBOC=m.  Soient  de  plus  jo^y  les  coordonnées 
du  point  C. 
Si  dans  Téquation  (  1  )  on  fait  jk  =  0 ,  x  =  a  ^on  obtient  : 

Ca^^\  =  0,         d'où         C  =  -^,. 

a 

Par  un  point  quelconque  K  de  CC  menons  une  parallèle  à 
AB,  en  désignant  par  I  et  H  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre l'ellipse,  on  aura  IK  =  KH.  L'équation  de  la  droite 
HIS  élant  de  la  forme  jk  —  K ,  si  dans  l'équation  de  l'ellipse 
nous  faisons j^  =  K,  l'équalion 

AF  +  BA'x  +  Cx'-^l  =0, 

donnera  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  droite 

et  de  l'ellipse.  Les  coordonnées  du  point  K  satisfaisant  à 

k 
l'équation  r  =  mjr  de  la  droite  CC'^  on  a  KS  =  — .  Or  KS  est 

m 

la  demi-somme  des  racines  de  l'équation  précédente  ;  donc 

k           Bk  2 

—  = — ,  et  en  remplaçant  C  par  sa  valeur,  B  = ^. 

En  faisant ^=:  ma:  dans  l'équation  de  l'ellipse,  on  a  : 

1  ,  m' 

jc^  =  - —       — — -    et    y 


Subslituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x"" -{- y  =  b\  \m\s 
remplaçant  B  et  C  par  leurs  valeurs,  on  tirera  la  valeur  de  A  : 

a'b'ni' 
L'équation  de  l'ellipse  devient  donc  : 

(2)     (ay+  ffjc'  '—  a'b')  m'  -  2b'xym  +  {a'  +  b')y=^  0. 

Si  actuellement  nous  donnons  à  Tangie  BOC  un  certain 
accroissement ,  la  tangente  de  cet  angle  aura  une  cerlainc 
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valeur  m  +  h ,  et  l'équation  de  l'ellipse  dans  cette  nouvelle 
position  sera  : 

(«y  +  b'x''—  ah')  [m  4-  h)"—  2b'xy{m  +  h)-\-{a'-\-  b')y'=0. 

Retranchant  de  cette  équation  l'équation  (2) ,  on  a ,  après 
avoir  divisé  par  h  ■ 

(3)  {aY  -\-b'jc'  —  a'b']  (2m  +  h)  —  tib'xj  =  0. 

Tous  les  couples  de  valeurs  de  ^  et  de  ^  qui  satisfont  à  la  fois 
à  l'équation  (2)  et  (3)  donnent  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  des  deux  ellipses. 

Si  l'on  suppose  A  =  0,  l'équation  (3)  se  réduit  à 

(4)  {aY  +  b'^'^  —  ^'^')  m  —  b\ry  =  0  , 

et  les  valeurs  de  x  et  de.r  qui  satisfont  aux  équations  (2)  et 
(4)  sont  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux 
ellipses  dans  deux  positions  consécutives  du  diamètre  CC.  Si 
donc  entre  ces  deux  équations  on  élimine  m^  on  aura  l'équa- 
tion du  lieu  géométrique  cherché,  puisque  l'équation  résul- 
tante donnera  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des 
deux  ellipses  dans  deux  positions  consécutives  quelconques 
du  conjugué  du  diamètre  AB. 
Elfectuant  l'élimination,  on  a  : 

(a^+  b')Y  +  b'x'  —  b'  {a'  4-  //)  =  0  , 

équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  b  et  V  a''-\-b\ 


DETERMINATION 

des  diviseurs  rationnels  du  second  degré. 

FAB.  M    DUR  VILLE, 

professeur  au  collège  Saint-Louis. 

L'extrême  complication  des  calculs  nécessaires  pour  la 
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séparation  et  la  détermination  des  racines  incommensurables 
d'une  équation  d'un  degré  même  peu  élevé,  me  dispense  d'in- 
sister sur  les  avantages  que  peut  présenter  une  méthode 
d'abaissement.  Celle  que  je  me  propose  d'exposer  a  pour  but 
la  recherche  des  diviseurs  rationnels  du  second  degré. 

Soit  Fjl'  =  0  une  équation  du  degré  m,  débarrassée  de  ses 
racines  commensurables  ,  ramenée  à  la  forme 

et  dont  les  coefficients  sont  entiers,  les  diviseurs  rationnels 
du  second  degré  devront  avoir  leurs  coefficients  entiers  et 
seront  de  la  forme  x" — pjc  —  q. 
Le  quotient  du  polynôme  Fjc  par  x' — px — q  sera  un 

polynôme  entier  ;  si  on  représente  par  B. ,  B, le  premier 

terme  de  chaque  reste  et  par  conséquent  les  coefficients  suc- 
cessifs des  termes  du  quotient ,  à  partir  du  second ,  on  aura 
les  relations  suivantes  : 

B,=pB,+  q+A,, 

B,=pB,+  qB,+  A,, 
B,  =  pB,+  qB^+A,, 

Bm-3  =^pBm-4  +  ^Brn  -5  +  Am-3  7 
Bm-2  =pBm-3  +  qBm-i-\-  Am  -3- 

L'opération  présentera  un  reste  du  premier  degré  Bm-»-r-f-Bw 
qui,  devant  être  nul,  quel  que  soit  x,  donnera  les  deux 
équations  : 

Bm-i^O,  hm=^0, 

et  d'après  la  loi  de  formation  : 

B,n~i=pBm-2-\-qBm-3  +  Ain-i=-0  , 
Bm  =  qBm-2  4-  Am  — "  0. 

On  peut,  quel  que  soit  le  degré  de  l'equatiou  donnée,  éli- 
miner les  coefficients  B,,  B,,  B„...  etc.,  et  obtenir  les  valeurs 
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des  polynômes  Bm-i  et  B^  en  fonction  des  quantités/?  et  q 
En  effet ,  considérons  les  équations  : 

(1)  Bh  =pBh-i+qBh-2+Ah       1 

(2)  Bh-i=pBh-2+qBh-z+Ah-i    p 

(3)  Bhr.2—pBh--i+qBh-\+H-2   p'^q 

Bfc-4=/?B/i.5+^BA-6+Aft-4   p'^+'^p'q^q^ 

':  p^+^p'^q-hSpq' 

m 

(hA)    B'  =pB,-]-q+A'  p-'+Ch-2,ip''-'q+Ch-z,2p'^'q 

{h)      B.=:^4-A.  p''-¥Ch-i,ip'-''q+Ch-2,2p''V-^^h-z,zp'^'q' 

Multiplions  Téquation  (1)  par  1,  l'équation  (2)  par/?, 
réquation  (3)  par  p^-{-q,  l'équation  (4)  pur  p^ -{- 2pq  ,  et 
ainsi  de  suite.  La  loi  de  ces  facteurs  est  évidente  j  si  on  re- 
présente par  ay  b,  c  trois  facteurs  consécutifs,  le  dernier 
c  =  pb  -{-  aq.  On  pourrait,  au  moyen  du  triangle  de  Pascal, 
former  ces  facteurs.  Le  premier  terme  de  chaque  facteur  a 
l'unité  pour  coefficient,  les  coefficients  des  seconds  termes 
sont  la  suile  des  nombres  naturels,  les  coefficients  des  troi- 
sièmes termes  sont  les  nombres  tigurés  du  second  ordre , 
ceux  des  quatrièmes  termes  sont  les  nombres  flgurcsdu  troi- 
sième ordre  et  ainsi  de  suite.  En  général,  le  facteur  par 
lequel  on  devra  multiplier  l'équation  du  rang  K   sera    : 


ou 


,k-î_j_P  ^'„*-4_l_r  .,3,/-(; 


/'"+C,.,,  ,9/-+C^,,  .î-Z-^+C,.,,  3.y> 


k 

dont   le   dernier    terme    sera    C  ^    ^q     si    A  est  pair ,    et 

i      2 

k-i 

C.         ,    PQ^  si  A  est  impair. 

k+i  ,     K-ir  •* 
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Si  on  ajoute  toules  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 

par  les  facteurs  correspondants,  les  cociricients  l5. ,  B, 

disparaîtront  et  on  aura  : 


i      Ah 
\-\-Ah.2q 

l+Ah-eq^ 


+    Ah 
+  4A^-7 


p  + 

Ah-2 

+ 

SAh-iq 

+ 

eAh-eq' 

+  iOAh-iq^ 

p'-^       A/i-3 

+  ^A.h.^q 

+  iOAh-iq 


+  A3 


''-^+A. 


+(A-1)^ 


.''-+A./-+/ 


Si  on  fait  h  =  m  —  1  et  qu'on  ordonne  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  /? ,  ou  aura  : 


'^'+A,p'^'  +  A^ 

+  {m-~2)q 

Bm-i=l  +A, 

+  (m— 4)  A,q 


,"»— 3 


+  A3 

+  (m  — 3)A.^ 

"T"  Ajn-i 

+  Am-zq 
-{-  Am-^q' 


m— 4 


=0. 


Si  on  fait  k  =  171  —  1  et  qu'on  ajoute  —  ,  on  aura  : 


^  =  p-^^A,p--^  +  A.^ 


+  {m-^)q 


I 


»n— 4 


I    Am 

~\-  Am-2 
+  Am-iq 
-h  Am-6^' 


=  0. 


La  loi  de  formation  des  termes  de  ces  équations  est  facile  à 
reconnaître. 

Proposons  nous  maintenant  de  déterminer  les  valeurs  en- 
tières da  p  clq  qui  satisfont  aux  deux  équations  Bm-i  =  0, 

Rm  .    . 

—  =0.  L'élimination  de  l'une  des  inconnues  conduirait  a 


—  3^3  — 

«1,1        .  m(m —  1)  .         .    , 

une  équation  finale  du  degré ,  et  exigerait  des  cal- 
culs qui  seraient  bientôt  impraticables ,  si  le  degré  de  l'équa- 
tion était  un  peu  élevé.  On  peut,  en  suivant  une  méthode 
qui  présente  une  très-grande  analogie  avec  celle  des  racines 
commensurables ,  trouver  immédiatement  les  solutions  en- 
tières de/?  et  ^. 

Je  remarque  que  les  valeurs  enlières  de  p  Giq ,  qui  satis- 
font aux  deux  équations  Bm-i  =  0 ,  — =  0  doivent  aussi  sa- 
lisfaire  aux  équations 

0  =  qBm-2  +  Awt 

0  =jjBm,-2  -j-  ^Bm-3  -|-  Am-i 

Bm-2  =^pBm-i  -f-  q^m-i  +  Am-2 

A=pB,  +  q  +  A^ 

dans  lesquelles  les  coefficients  B,,  B,,  etc....  sont  assujettis  à 
être  entiers  -,  et  réciproquement  les  valeurs  entières  dcp  eiq 
qui  satisfont  à  ces  m  équations,  en  déterminant  pour  les 
coefficients  B,,  B, des  valeurs  entières,   satisfont  aux 

T> 

équations  Bm-1  =0  et  -^=0,  et  par  conséquent  sont  les 

coefficients  d'un  diviseur  du  second  degré  du  premier  membre 

Fx  de  l'équation  proposée. 

Si  on  connaissait  une  valeur  de  q,  en  la  substituant  dans  les 

1) 
deux  équations  B^-i  =  0 ,  —  =  0,  celles-ci  deviendraient 

fonctions  de^  seulement,  et  auraient  au  moins  une  racine 
entière  commune  :  donc  si  on  représente  par  G  et  H  les 
termes  indépendants  do  p  dans  ces  deux  cqualions,  les  valeurs 
entières  de  p  correspondantes  à  la  valeur  de  q  devraient  être 
des  diviseurs  communs  de  G  et  M. 


—  3^4.  - 

De  plus  le  quotient  du  premier  membre  F(jr) ,  par  le  divi- 
seur x^—px  —  q  devant  être  entier  pour  toute  valeur  en- 
tière donnée  à  x  ,  F(l)  devra  élre  divisible  par  1  — p — ^  , 
et  F  ( —  1  )  par  1  -\-p  —  q. 

Ainsi  on  posera  q  égal  à  un  diviseur  de  Am-i ,  on  substi- 
tuera cette  valeur  dans  les  polynômes  G  et  H, 

G  =  Am-i  +  Am-37  +  Am-5^y'+etc.... 

H  =  Am  +Awi-2  +  Am-47  +  etc.... 
q 
On  cherchera  les  diviseurs  communs  des  deux  nombres 

ainsi  obtenus.  Si  à  la  valeur  de  q  correspond  une  valeur 

entière  de  p^  p  devra  être  l'un  de  ces  diviseurs.  Les  valeurs 

de  /?  et  ^  devront  encore  satisfaire  aux  deux  conditions 

F  (11  F  (—1) 

^^       =  N , =  N',  N  et  IN'  représentant  des 


i—p—q  '  1+p— ^ 

nombres  entiers.  On  substituera  les  valeurs  de  /?  et  ^  qui 
auront  rempli  ces  conditions  dans  les  m  équations  ci- dessus 
qui  devront  être  vériflées  et  donner  des  valeurs  entières  pour 

les  coefficients  B, ,  B, 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  un  couple  de  valeurs  en- 
tières p  =  a.^  ^1=?-)  c'est-à-dire  qu'on  ait  déterminé  un 
diviseur  x' —  ax  —  p.  Si  F,(x)  est  le  quotient  de  F{x)  par 
j;^_^a;_p^on  aura  F.(x)  =x'^-'+B,x'^~^+.,.+Bm-i.T-[^Bm-2, 
dont  les  coefficients  sont  connus.  Si  l'on  procède  à  la  re- 
cherche d'un  nouveau  diviseur,  en  représentant  par  G,,  C„ 
C,,...  les  premiers  termes  des  restes  de  la  division  de  F.  {x) 
par  jc' — px  —  q ,  on  aura  les  m  —  2  équations 

0  =  qCm-i  -\-  Bm-2, 
0  =  pCm-A-\-  qCm-^  -j-Bm-a» 
Cm-4  =  pCm-5-\-  qGm-6  -\-  Bm-4  , 
Cm-5  =  pCm-6~\-  q^m-1  -\-  ''m-S, 

C,  =  pC,-\-q  +  B,, 

C.=/.-fB.. 
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Les  polynômes  G.  et  H,,  indépendants  de  p  dans  les  deux 
équations  qui  résulteraient  de  l'éliraination  de  C,,  C, ,  G, .... 
se  formeront  de  G  et  H  en  remplaçant  dans  ceux-ci  km , 
A»i-i...,  parBm-2,  Bm-s-,  ainsi 

G,  =  Bni-s  +  Bm-5^  +  etc. ... 

H.  =  Bire-2  +  Bm-4  +  Bm-67  '+  ^IC  . . . 

De  l'équation  F  [x)  =  (x"  —  ax —  p)  V,x ,  on  tire  en  fai- 

F(1) 


sant  successivement  JT  =  1  et.r=r — i,  F,(l)  =r 


l_cc__P' 


F(—  1) 
F.(— 1)= — ; —.    Ainsi  on   aura  immédiatement   les 

1  +  a  — j3 

valeurs  de  F(l)  et  F,(— 1)  :  à  chaque  opération  qui  fora 
connaître  un  diviseur  du  second  degré,  le  nombre  des  équa- 
tions de  condition  dinnnuera  de  deux  unités,  les  polynômes 
G,,  H,,  G„  H, se  réduiront ,  et  les  calculs  iront  en  se  simpli- 
ûant  de  plus  en  plus. 

Pour  éviter  d'essayer  les  valeurs  /?  =  1 ,  ^  =  —  i ,  avec 
chacune  ries  valeurs  de  q,  on  remarquera  que  si  dans  les 

équations  ^ =  N,   — ^ ~  =  N,  on  fait /;  =  1 , 

1  — p  —  q  1  T"^ — </ 

Y  [\)              F(— 1} 
on  obtient  =  N  ,  -^=N',  on  devra  donc  avec 

—  q  l—q 

p=i ,  essayer  seulement  les  valeurs  de  q  qui  satisfont  à  ces 

coqdiiicms,  et  de  même  avec/?  =  —  1  ,  les  valeurs  de  q  qui 

F(l)  F(— 1) 

remplissent  les  conditions =  N  , =  N'. 

'2  —  q  -q 

Pour  sinrplifier  les  calculs,  il  sera  bon  dans  la  pratique 

de  commencer  par  déterminer  les  systèmes  dans  lesquels  p 

et  q  sont  différents  de  dz  l ,  ensuite  de  chercher  ceux  dans 

les  ]uels  q  =  zhi ,  cl  enfui  on  procédera  à  la   rechert  he  de 

ceux  dans  lesquels  /;  =  ±:  1 . 

Ann.   «F.  Mmiu'.m.  IV  2-I- 
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application  de  la  méthode  précédente. 
Soit  l'équation 

Fjc=  .r»-  20.r'+100a:^  +  28jr*  — 466 jc^— 1440x3 -h 
+  175jr  +22ix  — 40  =  0, 

0    =:^B,-40, 

0    =pB,+qB,-j-222, 

B,  =  pB,i-qB,-    1440, 
^4  =  ^63+76, -466, 
B3  =/7B,  +  ^B.  +  28, 
B,=/7B.  4-^+100, 
B,=p-20i 

G  =  222  —  1 440^  +  -JSq'  —  20^^ , 

40 
H  = \-i75~k66q  +  100q'^  q\ 

F(1)  =  —  1440, 
F(— .1)  =  980, 

q  doit  être  un  diviseur  de  40. 

les  valeurs  particulières  de  G  et  H  sont  : 

G  =—2706,       H  =  —  369, 

dont  les  diviseurs  communs  sont  ±;3,  zb  41. 

Les  solutions  (^7  r=  2,  /?  =  3) ,  {q  =2,  p=  —3) ,  satisfont 

F{\)  F(—  1) 

seules  aux  conditions —^ —  =  N ,  — , =  N\   il 

i—p    ^  i+p  —  q 

convient  de  les  substituer  dans  les  équations  (A^ 

Essayons  d'abord  (</  =  2,  /;  =  3),  On  aura  . 

B«  =  20  , 
B,=  — 141, 
B,  ==.  134, 
Bj  futclioiinajre. 

rfii  


—  3i7  — 

Donc  ce  système  doit  être  rejeté.  Il  en  est  de  même  du 
système  (5' =  2,  /?=  —  3),  qui  donne  également  pour  B3  une 
valeur  fractionnaire. 

les  valeurs  de  G  et  H  sont  : 

0=3374,       H=r=1519, 
diviseurs  communs  dzT. 

Le  système  [q=^  —  2  ,  /?=7)  satisfait  seul  aux  dt^ux  con- 

F(l)                    F  (—  1^ 
ditions  ^——  —  N  ,   — —  —  N'.    Substituant    ces 

\—p—q  ^-{-p—q 

valeurs  dans  les  équations  (A) ,  on  trouve 

B,=  --20,  B5=41,  B,=  241,  B3-=103,  B  =  7,  B=-I3, 

donc  Vx  admet  le  diviseur  x'  —  1jc-\-'2. 

Cheiclioiis  les  auues  diviseurs,  on  aura  les  équations  do 
condition 

0   =pC,  +  qC,-^U, 

C,=  /7C3-f-7C,  +  241, 

C,  =  pC^  +  q+7. 
C.=r:/>-13, 

G,  =  4i  +  103//  — t3^\ 
H.  =--^  +  i>41+7^  +  ^\ 
F  (Il  1440 

'^  l4-7+t>  ÎO 

et  q  doit  étro  un  diviseur  de  Hg  =  —  20. 

—  2  étant  un  diviseiir  de  iO  ,  on  nosera  encore  q  =  — 2, 
à  cette  valeur  ne  peut  répondre  d'jiprès  (*e  qui  précèdr  que 
/?  =  7  ,   mais  on  s'assurera   faciU'menl  que  cv  système  doii 


—  3*.8  — 
èlre  rejeté,  car  F,(  —  1)  n'est  pas  divisible  par  1  —p  —  q- 

3'  ^  =  +  4  , 

G.  =  215,       H.  =  280, 

dont  les  diviseurs  communs  sont  ±5,  ±1. 

Le  système  (^  =  4,  ^  =  5 )  est  le  seul  qui  remplisse  les 

conditions '- =  N ,  =  N'  ;  mais  substitué 

i—p—q  ^-\-p—q 

dans  les  cqualions  (B) ,    il  donne  pour  C,  une  valeur  frac- 
tionnaire. 

4°  y  =  —  4  , 

G.  =—579,       H.  =  234, 

diviseurs  communs  ii=  3. 

Le  seul  système  qui  doive  être  essayé  est  (^=—4,  /?= — 3); 
substitué  dans  les  équations  de  condition ,  on  trouve  les 
valeurs  entières  C^=  — 5,  Cj  =  14  ,  C,=  51  ,  G,  =  —  16, 
donc  F,x  admet  le  diviseur  x^  -j-  3a:  -f-  4. 

Cherchons  les  divix  urs  du  second  degré  du  quotient.  On 
aura  de  même  : 

0   =  ^D,  —  5  , 

\     0     =:;,D,+  ./D.+  14, 

\    D,  =/;!). +  .7 +  51, 

;  D.  =  Av-i6, 

G,  =  14  -  16^  ,       11^  =  _  "^  +  51  +^, 

F(i)--_ML__.,5         F(-1)— ^"^^Hll    -49 
*'(^)-  l_|.3  +  4"  *^'       ^'^      ^^-1->3  +  4~*^' 

d'ailleurs  (/  doit   diviser  5. 

Ga  =  —  66  ,       H,  =-.  +  5  j , 
diviseurs  communs  mil. 

Le   syslème  («/  =  -[- :>,  /;  =r  1 1  )  satisfait  seul  aux   deux 
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F  (1)  F  ( 1' 

conditions li-i—  =  N,  — ^- '—  z=  ]N',  cl  en  subsli- 

\—p—q  \J^p  —  q 

tuant  les  valeurs  de  ce  système  dans  les  équations  de  condi- 
tion (C),  on  obtient  D,  =  î ,  D,  =  —  5  ;  donc  F,  {x)  admet 
le  diviseur  x" —  Hjc  —  5  ,  et  le  quotient  est  x"" —  D,x+D,, 
ou  x""  —  bx  -\-  \  :  donc  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  est  égal  au  produit 

[x''  —  lx  +  2){x'-\-  ■^x+^)  [x'—\\x  —  h)[x'  —  bx-\-  1). 

Second  exemple. 
Soit  l'équatioa 

Yx  =  x^  —  17:c«+  93x'—  12bx^  —  340x^  +  \H3x^  + 
-|-  1356.r^  —  1567.r  +  500^  —  44  =  0  , 

équalions  de  condition  . 

0  ^^  qh^  —  44  , 
0   =/7B^+^B,  4-500, 
B,  ^/7B,+^B,-1567, 
B,  =./A  +  ^B,+  1356, 
«5  =/^B,-f  7B3  +  483, 
B,  =pB,  +  rjB^     -340, 
B3  =pB,  +  qh,   -  125, 
K  -:/^B.  +  </  +  93, 
B.  =p-il. 

G  =  500  4-  1 3567  —  340^/'  -f  93r/^  +  q\ 
U  =  ~^ 1567  +  4837  — 125^'  -  ITy. 

F  (1  )    :=    310  , 

F(—  1)  =  —  2880, 


doit  être  uu  diviseur  de  44. 

Soit  7  =  +  -  . 

G  — 2612,       H  —  1250, 


—  1^50  — 
pas  de  di\iseurs  communs. 

G  =  —  4300,       H  =  —  2875, 
diviseurs  communs  ±5,  ±25. 

F(1) 
Le  seul  système  qui  satisfasse  aux  conditions —=^^ 

i-p-q 

F(— 1) 
=  N',  Qsi  (q  =^  ~  2  ^  p  =^ -{- 5)  :  en  \e  substituant 

dans  les  équations  de  condition  (A)  ,  on  trouve  les  valeurs 
entières  B,  =  — 22,  6^=195,  B,^:— 285,  B,=  — 132, 
63  =  54,  B,=  31,  B.  =  — 12     Ainsi  Fj:  est  divisible  par 

JT^*  — 5.r +2. 

Nouvelles  équations  de  condition  : 

0  =^C,-22, 
l    0  =;7C,+^C,+  195, 
]  C,=pG,  +  qC,  —  ^2Sb, 
B  C,=pC,  +  qC,-i32, 

C3==/^C,  +  ^C,  +  54, 
C^=.pC,  +  q  +  V^, 
C,=p-  12, 

4;,  =  195  — 132^  +  3l^^-f-^^ 

22 
H,  = 285  +  54^  —  127% 

F.(i)  =  -t70,       F.  (_  1)^-360, 
q  doit  diviser  22. 

il  convient  d'essayer  encore  7  =  —  2 ,  pour  celte  valeur 

G,  =  575,       H.  =  —  430, 

diviseurs  communs  zt  5. 

Le  système  {q  =^  —  2 ,  /?  =  -f  5)  est  le  seul  qui  doive  être 
essayé,  car  l'autre  système  {q  =  ~  2^  p=  —  5),  a  déjà  été 
rejeté:  subslitué  dans  les  équations  li ,  il  donne  les  valeurs 
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entières  €5=— 11,  C^=70,  C3==:38,  C,=  — 6,  C.  =  — 7, 
donc  jc"  —  507  +  2  ,  est  encore  diviseur. 

Nouvelles  équations  de  conditions  : 
0  =  ^Dj  —  1 1 , 

H,  =  —  -  +  38-7^, 

*      F,(l)=:-85,       F,(— l)=r_45, 
et  fj  doit  él«e  un  diviseur  de  H. 

Soit  donc  r/  =:z  -i-  11  , 

G,  =  1-25,       H,  =  —  40, 
diviseurs  communs  dz  5. 

Les  deux  systèmes  (^  ==-]-  il,  p=b)  [qz=:-\-\\  ,  ;;=—5)^ 
doivent  être  rejetés. 

q=  —  11 
G,  =  257,       H,  =  116, 

pas  de  diviseurs  communs. 

Il  faut  maintenant  essayer  les  systèmes  de  valeurs  dans 
lesquels  </  =  =h  1 . 

Pour  ^  =  1 ,  G,  =65  .  H,=20 ,  diviseurs  communs  rb5  ; 
les  valeurs  (7=1  ,  p  =  5),  (<7— 1,  /7=— 5^  satisfont  aux 

conditions =  IN,    :=  IN  ,  mais  subsli- 

\  ~p  —q  1  -\-p—q 

tuées  dans  les  équations  (C), elles  ne  les  vérifient  pas. 

Pour  ^= — 1,  G,=77,  ll,rr=5(>,  diviseurs  communs  rb 7. 
Le  système  (</  =  — 1 ,  /?  =  —  7),  doit  être  rejeté ,  le  second 
{q=  —  1,^=7)  doit  être  essayé;  substituant  ces  valeurs  de/; 
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(  l  q  tlans  les  équations  (C),  elles  sont  satisfaites  et  donnent  : 
D3=-11,     D,=:-7,     D.  =  0. 
Donc  le  quotient  de  F,(j:)par  x'~lx-{-\  est  a:^— 7x— 11- 
ainsi  le  premirr  membre  de  l'équation  proposée. 

Fx=  {x'  —  bx  +  2y{x'-  Tjc-f-  \)[x^—1j:—\\). 

Je  me  propose  dans  un  numéro  prochain  d'étendre  la 
méthode  précédente  à  la  recherche  des  diviseurs  rationnels 
du  troisième  degré. 


THEOREME 

sur  les  polaires  des  courbes  du  second  degré. 

PAR  A.  DESCOS  , 

Élève  externe  du  Collège  Louis-le-Grand. 


Sur  le  plan  d'une  ligne  du  second  ordre  on  donne  trois 
points,  non  en  ligne  droite  ;  on  construil  les  polaires  de  cha- 
cun de  ces  points  par  rapport  à  la  courbe  :  ces  polaires  for- 
meront par  leurs  intersections  un  triangle  :  on  joint  chacun 
des  sommets  du  triangle  au  pôle  du  côté  opposé  ;  les  trois 
droites  ainsi  menées  se  coupent  en  un  même  point. 

Soient  A'.  B',  C  (fig.  43)  les  trois  points  donnés  .  BC ,  AC, 
AB,  leurs  polaires  .  il  faut  démontrer  que  AA',  BB',  CC 
passent  en  un  même  point. 

Soit  Ay-[-B.rr+C.r'  +  l)r  +  Ej:  +  F  =  0  l'équation 
de  la  courbe,  rapportée  aux  axes  AB,  AC,  les  deux  coor- 
données du  point  C  pôle  de  la  droite  dont  l'équation  est 

sont  : 

(     ,„      m-  2BF 

\^         HE— 2CD 


lîE  —  2CD 


—  353  — 

Les  deux  coordonnées  du  point  B'  pôle  de  la  droite  dont 
l'équation  est 

sont  : 

!„  _  4AF  —  D' 
"^   ~  BD  -  2AE 
"  _  PE  --  2BF 
,-^    ~  BD  —  2AE 

Je  mène  maintenant  une  droite  arbitraire  6C  non  paral- 
lèle aux  axes  ;  Téquation  de  cette  droite  sera  : 

y         jc  b       .    . 

7--f— =1,       ou      y= x  +  b. 

b  c  c 

Ainsi  on  aura ,  pour  déterminer  x\  y'  coordonnées  du  pôle 
de  la  droite ,  les  deux  équations 

By  -h  2Cx^  -\-E_b        py  -f-  Ejc'  +  2F  _ 

2Ay  +  Bjr'  +  D"~  ;5     ^'     2Ar  +  Bx'-fD~~     ' 

ou  bien 

(2A^  —  Bc)y  +  {Bb  —  2Cc)  x'  =  Ee  —  Db  , 
{2Ab  +  D)y  4-  (B^  +  E)  j:'  =  —  D/?  —  2F  ; 

d'où  l'on  tire  : 

,      (2AE^  +  DE  -  BD^  —  2BF)c  —  (D'  —  4 AF)  b 

x= ^ 

^^    ,       (DE  — 2BF)^  — (E'-4CF  — 2CD^  +  BEZ;)c   ^  ^' 

^= k 

Fonnons  les  équations  des  droites  CC,  AA',  BB',  nous 
aurons  : 

CC...(1)E— 2BF)jK+[E'-4CF+/;(BE— 2GD)]x=/;(DE-2BF), 
BB'...[D^-4AF+c(BD— 2AE)]jK+(DE-2BF)jt=c(DE-2BF), 
AA'...[(2AE/;+DE— BD^-2BF)f-(D— /i.AF)/^]^, 
— [(DE— 2BF)^— (E'— 4CF— 2CD^-l-BE/^)c]jt=:0. 

C)  Ces  coordonnées  sont  calculées  symclriquenient ,  t.  11 ,  p.  JO  J,  XIA.    Tm. 
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En  mulliplianl  la  première  équation  par  c,  la  seconde  par 
b,  et  retranchant  la  seconde  de  la  première,  on  trouve  la 
troisième  :  donc  1  une  des  équations  est  une  conséquence  des 
deux  autres  ;  les  trois  équations  admetiant  une  solution 
conuiiune ,  les  droites  qu'elles  représentent  se  coupent  au 
même  point. 

Remarque.  Ce  Ihéorèrne  généralise  la  propriété  connue  du 
Iriangle  circonscril  à  une  courbe  du  second  degré. 

Note.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  cet  autre  théo- 
rème énoncé  par  M.  Chasies  (Gergonne,  t.  XIX,  p.  65)  :  — 
Si  par  rapport  à  une  même  surface  du  second  degré  on 
pn'nd  les  pôles  des  trois  faces  d'un  angle  Irièdie,  les  plans 
conduits  par  ses  aréles  et  les  pôles  des  faces  respectiveuienl 
opposées  se  coupent  tous  trois  suivant  la  même  droite. 

Kn  conïbinanl  le  ihéorémn  de  M.  Descos  avec  la  théorie  des 
polaires  et  l'hexagramme  de  Pascal,  on  conclut  que  le  sys- 
tème des  côtés  des  triangles  ABC  ,  A'B'C  se  coupant  en  neuf 
points,  excluant  les  sommets;  les  trois  points  donnés  par 
les  inlersectioîis  des  côtés  AB,  A'B'  ;  AC,  A'C  ,  BC,  B'C  sont 
sur  une  même  droite,  et  les  six  autres  points  sur  une  même 
conique.  Tm. 


THÉORÈME 

mr  le  cercle  principal  de  V ellipse  ,  l'hyperbole  et  la  parabole. 


FAR  M.   CH.   £»E.   CASTEI.  , 

élève  du  collège  royal  de  Versailles. 


Dans  l'ellipse  ,  le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  quel- 
rx)nque  ,  comme  diamètre,  est  tangent  au  cercle  principal. 
Démonsitration  géométrique.  Soient  F,  F'  (lig.  36)  les  deux 
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foyers  de  l'ellipse;  menons  un  rayon  vecteur  quelconque  FT. 
Si  nous  joignons  F'T,  et  que  nous  prolongions  cette  ligne  ; 
qu'en  T  nous  menions  la  tangente  à  la  courbe,  et  que  du 
foyer  F  nous  abaissions  la  perpendiculaire  FB  sur  la  tan- 
gente ;  (n  la  prolongeant  jusqu'à  la  rencontre  C  de  F'T  ;  le 
triangle  TCF  sera  isocèle ,  à  cause  de  la  propriété  qu'a  la 
tangente  d'être  bissectrice  de  l'angle  FTC.  On  aura  donc 
FB=:BC;  d'ailleurs  FO  =  OF' ;  donc  la  ligne  OB  est 
parallèle  à  F'C.  A  cause  de  ce  parallélisme,  on  a  donc 
FM:MT::FO:OF';  doncFM  =  MT;  le  point  M  est  donc  le 
milieu  du  rayon  vecteur  FT  ,  ce  sera  donc  le  centre  du  cercle 
décrit  sur  cette  droite  comme  diamètre.  D'un  autre  côté  ,  la 
ligne  OB  est  égale  au  demi-grand  axe  de  l'ellipse;  le  point  B 
appartient  donc  au  cercle  principal  ,  il  appartient  aussi  au 
cercle  décrit  sur  TF  comme  diamètre  ;  puisque  l'angle  TBF 
est  droit.  D'ailleurs ,  il  est  situé  sur  la  ligne  des  centres  ;  la 
distance  des  centres  OM  est  égale  à  la  différence  des  rayons  , 
donc  les  deux  cercles  sont  tangents.  C  Q.  F.  D. 

Démonstration  analytique.  Soient  x\  y  les  coordonnées 
du  point  T  ;  cherchons  l'éqaation  du  cercle  décrit  sur  TF 
comme  diamètre.  Ce  cercle  a  pour  centre  le  point  M  dont  les 

'y  Oc    I    c 

coordonnées  sont  —  et   — -î^— ,  c  étant  l'abscisse  du  foyer. 

D'ailleurs  ,  le  rayon  de  ce  cercle  est  MF  ;  son  carré  est  donc 

y-*        [c  —  x')' 
éffal  à \-  ;   on   a   donc  pour   l'équation    de  (e 

"44 

cercle  : 


/,,  /y,  /,  -'+-v_/'  1  (- 

-x'y 

^        2/  +  \-^           2     /  "    4     ' 

1 

OU 

,.'4   r-    -rr'       rfr'  1   c\   1   (<=  + •^■■)'-*'' " 

-  x'y 

—  0 

/     1   •'       jj       •*-  ^*-    r  ^j   1                   , 

—  u , 

.)  '  -h  x"  —y y-  —  X  (.r'  +  r)  +  ex  =z 

0.             [\\ 
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Combinons  cette  équation  avec  jt'  -\-y  =  a'  (2),  afin  d'avoir 
rinltTsection  du  cercle  qu'elle  représente  avec  le  cercle 
principal  ;  retranchons  les  deux  équations  l'une  de  l'autre,  il 
vient  : 

jy-y  -j-  ^'  {-f'  -j-  c)  —  ex'  =  a^  ; 
d'où  l'on  lire  : 

,       a  4-  ex  —  X  (jf  '  -4-  c) 

J  f  ♦ 

J 

et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (2) ,  on  aura ,  pour 
l'équation  que  donnent  les  x  d'intersection  :  **' 

,   ,    (a'  +  ex' Y  +  x'  (jf'  +  c)'  —  1x  [x'  -{  c)  {a'  4-  ex') 
X  -| j- =  a   , 

y 

Jo''[y'-r{x'^cf]—^2x[e-^x'){a'+ex')+(a'+ex'Y—à\r''=0  (3). 

Examinons  l'expression  du  binôme  B' — 4AC  ;  nous  aurons 
pour  ce  binôme 

(c  +  x')\a'+exy -  [y  +  [c  +  xj^  [{a'  +  ex'Yay] 
OU 

y'  [ay^  +  a^e  +  x'y  ~  {a'  +  ex')'  ] 
OU 

y" (^y  +  <i'^''  4-  û'^'  -  ^^'    ^'^") ,       (4) 

y^(ay^J^b'x'^-a'b'),  (5) 

quantité  qui  est  nulle,  puisque  le  point  x\  y  se  trouve  sur 
l'ellipse.  Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est  donc  un 
carré  parfait  ;  les  deux  racin<*s  sont  donc  égales,  et  par  con- 
séquent les  deux  cercles  sont  tangents.  C.  Q.  F.  D. 

Scolie.  Remarquons  que  pour  passer  de  l'ellipse  au  cas 
de  l'hyperbole ,  on  aurait  absolument  les  mêmes  calculs  à 
faire  ;  seulement  c"  ne  serait  plus  a'  —  b\  mais  a'  +  ^\ 
en  remplaçant  c'  par  cette  valeur  dans  le  polynôme  (4) ,  on 

obtient  : 

y{ay  —  b\v"^a'b'). 

La  quantité  entre  parenlhèses  n'est  autre  chose  que  léqua- 
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lion  de  rhyporbole  ayant  a  et  b  pour  axes ,  dans  laquelle  x 
et  y  ont  été  remplacés  par  x'  et  y  ,  Si  donc  on  suppose  que 
le  point  x\y  appartient  à  l'hyperbole,  cette  quantité  sera 
nulle.  L'équation  (3)  aura  donc  aussi  ses  racines  égales  dans 
le  cas  de  Ihyperbole ,  et  par  conséquent  le  cercle  construit 
sur  le  rayon  vecteur  du  point,  est  encore  tangent  au  cercle 
qui  a  l'origine  pour  centre,  et  pour  rayon  le  demi-axe  a. 

Corollaire.  Soit  F,  F  (fig.  37)  les  deux  foyers ,  T  un  point 
de  l'ellipse  ;  menons  les  deux  rayons  vecteurs  FT,  F'T  ;  et 
sur  ces  deux  rayons  vecteurs ,  comme  diamètres ,  décrivons 
deux  cercles  qui  seront  tangents  au  cercle  principal  en  G  et 
en  E.  Aux  pointsEetC  menons  les  tangentes  BD,  DG  au  cercle 
principal ,  et  joignons  le  point  D,  où  ces  tangentes  se  rencon- 
trent, au  point  T.  La  ligne  DT  prolongée  devra  passer  par 
le  deuxième  point  d'intersection  K  des  deux  cercles  :  mais 
l'angle  TRFestun  angle  droit  ;  donc  la  ligne  DT  est  perpen- 
diculaire sur  l'axe  des  x. 

On  peut  remarquer  aussi  que  les  trois  points  E ,  T ,  C , 
c'est-à-dire  le  point  de  la  courbe  et  les  poinis  de  contact  du 
cercle  principal  avec  les  cercles  dé*  rits  sur  les  deux  rayons 
vecteurs  de  ce  point,  comme  diamètres  ,  sont  en  ligne  droite. 

En  (ffet,  les  perpendiculaires  abaissé<'S  des  foyers  sur  la 
tangente  à  la  courbe,  ont  leurs  pieds  sur  le  cercle  principal  ^ 
ces  pieds  doivent  aussi  se  trouver  sur  les  cercles  qui  ont  pour 
diamètres  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  T  ;  ils  se  trou- 
vent donc  à  la  rencontre  de  ces  cerclrs  avec  le  cercle  prin- 
cipal. Réciproquomont  les  poinîs  de  rencontre  sont  les  pieds 
des  perpendiiulairi's  abaissées  des  foytrs  sur  la  tangent*^  au 
point  T  ,  ils  se  trouvent  donc  sur  cette  tangente  ;  par  consé- 
q»»enl  ces  points  dt;  rencontre  eP  le  point  T  sont  en  ligne 
droite. 

Hyperbole.  JNous  avons  étendu  à  l'hyperbole  la  dénions- 
Iralion  analytiqu*»  que  nous  avions  donnée  pour  l'eUij^ise.  On 
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peut  aussi  donner   pour  celle  courbe  une   démonstralioï» 
géométrique. 

Menons  les  deux  rayons  vecteurs  FT,  F'T  (fig  38)  d'un 
même  point ,  et  en  ce  point  menons  la  tangente  à  la  courbe. 
Elle  coupera  en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  rayons 
vecteurs.  Si  donc  nous  abaissons  du  foyer  F  une  perpendi- 
culaire sur  cette  tangente  ,  en  la  prolongeant  jusqu'à  la  ren- 
contre de  F'T,  nous  aurons  FB  =  BC.  D  ailleurs,  OF=OF'; 
donc  la  ligne  OB  est  parallèle  à  F'T  ;  elle  divisera  donc  aussi 
en  deux  parties  égales  le  rayon  vecteur  FT  ;  le  point  M  où 
elle  rencontre  le  rayon  vecteur  est  donc  le  centre  du  cercle 
décrit  sur  ce  rayon  comme  diamètre.  Ce  cercle  passera  en  B. 
Comme  OB  est  égal  à  la  moitié  de  F'C ,  c'est-à-dire  à  ^  ,  le 
cercle  principal  passera  aussi  en  B.  La  distance  des  centres 
de  ces  deux  cercles  est  OM  ,  les  deux  rayons  OB  et  BM  ;  la 
la  distnnce  des  centres  est  donc  égale  à  la  somme  des  rayons  ; 
donc  les  deux  cercles  sont  tangents.  C.  Q.  F.  D. 

On  peut  faire  ici  la  même  remarque  que  sur  l'ellipse.  Les 
tangent(  s  au  cercle  principal,  menées  aux  points  de  rencontre 
de  ce  cercle  avec  les  deux  autres ,  se  coupent  en  un  point  qui 
est  situé  sur  l'ordonnée  du  point  T  prolongée. 

De  plus  ,  les  points  de  contact  des  cercles  sr  trouvent  sur 
la  tangente  au  point  T. 

Parabole.  Enfln  le  même  théorèm«'  s'étend  aussi  à  ia  para- 
bole. Mais  alors  le  rayon  du  cercle  principal  est  devenu  in- 
fini ;  la  circonférence  de  ce  cercle  s'est  transformée  en  une 
tangente  à  la  courbe,  au  point  où  l'axe  la  coupe.  Si  Ton  prend 
cette  tangente  pour  axe  des  y ,  on  pourra  dire  encore  que 
le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  quelconque,  comme 
diamètre,  est  tangent  à  l^ixe  desj^. 

Démonstration  géométrique.  On  sait  que  le  pied  delà  per 
pendiculaire,  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente,  se  trouve 
sur  l'axe  desj^.  Soit  donc  (fig.  39}  B  le  point  où  la  lanpente 
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en  un  point  quelcun  que  T  coupe  l'.ixe  des  y  ;  1p  cercle  dé- 
crit sur  le  rayon  vecteur  FT,  comme  diamètre ,  passera  par 
le  point  B.  D'ailleurs  ,  on  sait  que  la  hauteur  A'i  est  égale  à 
la  demi-ordonnée  du  point  T  ;  si  donc  par  le  point  B  on 
mène  une  perpendiculaire  à  l'axe  dcsy,  elle  ira  pass^^r  par  le 
milieu  N  de  l'ordonnée  TK  ;  par  suite  par  le  milieu  du  rayon 
vecteur  TF,  c'est-à-dire  par  le  centre  du  cercle.  Donc  réci- 
proquement le  rayon  MB  est  perpendiculaire  sur  l'axe  des^; 
donc  le  cercle  est  tangent  à  cet  axe.  C.  Q.  F.  D. 
Démonstration  analytique.  Soit 

l'équation  delà  parabole.  Menons  le  rayon  vecteur  d'un  point 
jc\y\  et  cherchons  l'équation  du  cercle  décrit  sur  ce  rayon 
vecteur  comme  diamètre.  Ce  centre  a  pour  centre  un  point 

dont  les  coOrdoimées  sont  --  et (-7;    le   carré    de   son 

2        2        4 

y'"   ,    f^    pY 

rayon  est         -1-    ( -)  ;  son  équation  sera  donc  • 

OU  en  développant,  et  faisant  jt  =  0  ,  afin  d'avoir  l'intersec 
lion  du  cercle  avec  l'axe  des  jr  , 

y—yy  +  ,r  =^' 

Or  on  a  y  =  2pjc'  ;  d'où  px'  =  —,  l'équation  devient  (ionc 

y-.ryi-j=o. 

Le  premier  nombre  est  un  carré  ;  les  racines  sont  donc 
éj^ales  ;  donc  le  cercle  est  langent  à  l'ax»'  des.7  .  C.  Q.  F.  D. 

Note  Soit  0  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  d'un(^ 
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courbe  algébrique  pUnie,  el  M  l'un  des  points  <Jc  oellc  courbe  ; 
quelle  est  l'enveloppe  du  cercle  décrit  sur  OM  comme  dia- 
mètre? L'intersection  de  ce  cercle  avec  la  tangente  en  M  est 
évidemment  le  point  de  contact  du  cercle  avec  son  enveloppe. 
Car  le  point  inOniment  voisin  de  M  est  encore  sur  la  tan- 
gente ;  ainsi  l'enveloppe  cherchée  est  donc  aussi  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  tan- 
gentes. Or,  dans  le  théorème  ci-dessus,  on  sait  que  le  lieu  est 
le  cercle  décrit  sur  Taxe  forai  comme  diamètre  ;  donc,  etc. 
(  voir  t.  Il ,  p.  436).  Tni. 


REDUIRE  A  L'HORIZOJN  L'ANGLE  DE  DEUX  DROITES. 

PAa  m.  A    EUDES, 

professeur  au  collège  royal  d'Angers. 


Pour  abréger,  désignons  parY  etH  les  plans  de  projection. 

1"  Cas.  Aucune  des  deux  droites  n'est  horizontale. 

Soient  AB  ,  HCifig.  40  } ,  ces  deux  droites  qui  se  coupent 
au  point  A  ,  et  qui  percent  H  respectivement  en  B  et  en  C  ; 
prenons  pour  V  le  plan  vertical  qui  contient  l'une  des  deux 
droiies,  AB  par  exemple^  en  sorte  que  jtj^  {fig.  1) ,  étant 
la  ligne  de  terre,  et  Ax  étant  la  verticale  du  point  A  ,  la 
droite  AB  fait  en  A  avec  Ax  l'angle  BA^  ,  un  des  angles 
donnés  ;  la  projection  de  AB  est  xy,  il  s'agit  de  trouver  la 
projection  de  AC  ;  ce  qui  se  réduit  à  trouver  le  point  C  où 
cette  droite  vient  percer  H  ,  puisqu'alors  aC  sera  cette  pro- 
jection et  B>C  .sera  l'angle  demandé. 

Concevons  que  le  plan  vertical  qui  contient  AC  tourne 
autour  de  \y.  comme  axe  pour  venir  s'appliquer  sur  Y^  AC 
viendra  se  placer  en  A(y,  qui  lait  l'angle  C'A  ',  un  des  angles 
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donnés,  et  le  point  C  dans  ce  raouvernent  n'étant  pas  sorti 
de  H,  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  Aa  sera 
venu  se  placer- en  C,  intersection  de  AC  avec  j:r,  après 
avoir  décrit  dans  H  une  circonférence  dont  le  centre  est  a  et 
le  rayon  yC  ;  réciproquement  le  point  (V  rétabli  dans  sa  vé- 
ritable position  se  trouvera  donc  en  quelque  point  de  cette 
circonférence. 

Un  second  rabattement  de  AC  va  nous  donner  un  second 
lieu  du  point  C. 

Qu'on  fasse  tourner  le  plan  même  des  droites  (AB,  ACj , 
autour  de  AB  pour  l'appliquer  sur  V  ;  la  droite  AC  viencira 
se  placer  en  AC"  qui  fait  avec  AB  l'angle  BAC",  le  troisième 
des  angles  donnés  ,  et  le  point  C  tombera  à  une  distance  AC" 
égale  a  AC  5  ces  deux  longueur.'î  sont  les  rabattements  de  la 
même  distance  AC 

En  relevant  ce  point  C  "  pour  le  rétablir  dans  sa  véritable 
position  ,  il  ne  sortira  pas  du  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de 
rotation  AB,  perpendiculaire  par  conséquent  à  V,  lequel 
plan  a  pour  trace  C'y  ,  perpendiculaire  à  AB  ;  le  point  C" 
rétabli  en  sa  vraie  position ,  devra  donc  faire  sa  projection 
verticale  en  quelque  point  de  cette  (race  C'^  ;  ce  point  devant 
d'ailleurs  appartenir  à  H,  sa  projection  verticale  est  quelque 
part  sur  xjr-,  cette  projection  est  donc  le  point  7  d'intersection 
de  la  perpendiculaire  C'y  à  AB  avec  jtj^. 

Élevant  alors  en  7  une  perpendiculaire  à  xr,  le  point  C 
sera  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  circon- 
férence («G'),  et  l'angle  demandé  sera  BaC. 

Comme  vérification  on  observe  que  BC"  est  le  rabattement 
de  \\C ,  el  doit  lui  être  égal. 

La  construction  devient  impossible  si  le  point  7  tombe  en 
dehors  du  cercle  aC).  et  il  en  sera  ainsi  lorsque  BAC"<<BAC' 
ou  lorsque  BAC">  BAl ,  c'est  qu'en  effet  l'impossibilité  est 
dans  la  question  ménje  ;  les  deux  dr(>iles  AR,  A(]  dans  leur 

Ann.  IM-:  M\iHKM.  iV.  25 
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vraie  position,  forment  avec  la  verticale  Aa  un  angle  trièdre 
dont  les  trois  faces  B\a,  BAC,  CAa  doivent  satisfaire  aux 
conditions  BAC  >BAa  +  CAa  et  BAC  <  BAa  + CA«,  les- 
quelles reviennent  à  BAC">BAr/  et  BAC"<BAI. 

2^  Cas.  L'une  des  deux  droites  est  horizontale  ; 

1°  On  prend  pour  V  le  plan  vertical  qui  contient  cette 
horizontale  (AB  par  exemple). 

La  droite  AB  {fig.  41) ,  sera  dans  ce  cas  parallèle  à  jry  ;  il 
n'y  aura  d'ailleurs  rien  à  changer  aux  constructions  précé- 
dentes, ainsi  que  l'indique  la  figure.  CxC  sera  l'angle  cherché; 
la  vérification  seule  manquera;  il  y  aura  impossibilité  dans 
les  mêuies  circonstances. 

2"*  On  prend  pour  V  le  plan  vertical  de  celle  des  deux 
droites  qui  n'est  pas  horizontale  de  AB,  par  exemple. 

Comme  AG  est  horizontale  et  ne  rencontre  plus  H  ;  on 
cherche  les  projections  d'un  point  quelconque  C  de  cette 
droite  pris  à  une  distance  arbitraire  AC  du  point  A  {fig.  42), 
en  sorte  que  le  premier  rabattement  autour  de  Aa  qui  don- 
nait dans  les  cas  précédents  la  longueur  de  AC  est  ici  inu- 
tile ,  puisque  d'ailleurs  la  distance  AC  devant  se  projeter 
sur  FI  en  vraie  grandeur,  la  projection  horizontale  de  ce 
point  C  sera  un  des  points  de  la  circonférence  décrite  du 
point  a  comme  centre  avec  AC  pour  rayon  ;  il  suffira  donc 
de  rabattre  AC  autour  de  AB  ,  puis  la  construction  précé- 
dente s'appliquera  en  remarquant  que  la  projection  verticale 
du  point  C  devant  se  trouver  sur  la  parallèle  à  jrr  passant 
par  le  point  A ,  sera  à  l'intersection  (C)  de  cette  parallèle 
et  de  la  perpendiculaire  C'y  à  l'axe  AB  ;  en  abaissant  la 
perpendiculaire  CC  à  jcj,  le  point  d'intersection  de  cette 
perpendiculaire  et  de  la  circonférence  (/C)  sera  la  projection 
horizontale  du  point  C,  et  l'angle  BaC  sera  l'angle  cherché. 
La  vérification  manquera  encore  et  il  y  aura  impossibilité 
dans  les  mêmes  circonstances. 
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PROPRIETE  DU  FOYER  DE  LA  PARABOLE. 

PAR  M.   F.   M.   PAÎGIffOlff. 


Si  par  le  foyer  d'une  parabole^  on  mène  une  perpendiculaire 
à  son  axe  et  que  l'on  prenne ,  à  partir  du  foyer ^  sur  cette  per- 
pendiculaire ,  deux  distances  égales ,  le  trapèze  formé  en 
abaissant  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
est  constant. 

L'équation  de  la  parabole;  élant 


j-""  =  '•2px 


l'équalion  d'une  tangente  au  point  {x\  y)  sera 

yy=zp{x-\-x). 

La  perpendiculaire  ^  abaissée  du  foyer  sur  celte  tangenle 
aura  pour  expression 

^^p{p  +  <2x') 

Appelons  'Ib  la  distance  des  deux  points  pris  sur  la  per- 
pendiculaire à  l'axe  paï^sant  par  le  foyer  ;  la  hauteur  'V  du 
trapèze  sera  la  projection  de  la  ligne  "Ib  sur  la  tangente  ;  on 
aura  donc 

on  trouvera  par  conséquent  pour  la  surface  du  Irapèze 

^0    =1  pi)  ^ 

expression  indépendante  des  coordonnées  .r',   >  '  et  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 
Cette  propriété  caractérise  la  parabole.  En  effet  si  l'on 
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cherche  généralemenl  quelle  est  la  courbe  telle  que  le  tra- 
pèze compris  entre  la  lig^ne  qui  joint  deux  points  donnés, 
la  tangente  et  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur 
la  tan^'ente,  soit  équivalent  à  un  carré  donné  a?i%  on  trouve 
pour  solution  la  parabole. 

En  prenant  pour  axes  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
donnés  et  la  perpendiculaire  élevée  en  son  point  milieu, 
l'équation  difFcrentiellc  de  la  courbe  cherchée  sera  : 

dy 

Y  —  ^  —r- 

^  dx  2b 


\/'  +  £     \/^+£ 


on  en  déduit  en  posant 

dy 


doc^P^ 
Difîérentiant ,  on  a 

équation  à  laquelle  on  pourra  satisfaire  de  deux  manières  : 
1°  En  posant 

d'où 

p  z=  k: 

{h  désignant  une  constante  arbitraire) ,  et  par  suite 

intégrale  générale    qui  représente   un  système    de    lignes 
droites  ; 
2''  En  posant 

X  +  --/>=  0  , 


—  365  — 
solution  singulière  qui  donne  en  intégrant 


X  = 


équation  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  On  démontre- 
rait d'une  manière  analogue  la  proposition  suivante  et  sa 
réciproque. 

Si  Von  prend  sur  Vaxe  d'une  parabole  et  à  partir  du  foyer 
deux  distances  égales ,  et  que  des  points  ainsi  obtenus ,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes ,  on  formera  un 
trapèze  dont  la  surface  variera  en  raison  inverse  de  la  tan- 
gente trigonométrique  de  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe 
fait  avec  Vaxe,  qui  sera  par  conséquent  minimum,  quand 
on  considérera  la  tangente  au  sommet,  et  qui  n'aura  pas  de 
maximum. 

Note.  Ces  propriétés  sont  des  conséquences  directes  de 
celte  pr()posilion.  L'aire  d'un  trapèze  est  double  de  l'aire  du 
triangle  qui  a  pour  base  un  côté  non  parallèle  et  pour  som- 
met le  milieu  du  côté  opposé.  Dans  le  cas  actuel  ce  milieu 
est  sur  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  et  dans  les  autres 
coniques  il  est  sur  le  cercle  à  diamètre  focal.  Tm. 

ANNONCES. 


1.  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  l  analyse  trans 
cendante.  Suivi  des  éléments  du  calcul  diflérentiel  résumée 
à  un  point  de  vue  purement  algébrique  ,  par  Ernest  La- 
marle,  ingénieur  des  ponts  e(  chaussées  ,  prot'esseurà  l'U- 
niversité de  Gand.  Liège,  1843  ,  YIII,  p.  \2S,  in-8%  1  pi. 

En  attendant  l'analyse  de  cet  ouvrage,  nous  lranseri^(m^^ 
l'opinion  d'un  juge  compétent ,  d  une  grande  autorite. 
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«  M.  Laiiiaric  est  bien  connu  de  l'Académie  pour  divers 
travaux,  et  en  particulier  pour  un  mémoin»  sur  la  flexion 
des  pièces  chargées  debo;U,  dont  elle  a  ordonné  l'insertion 
clans  le  n*cueil  des  Savants  étrangers.  Le  nouvel  ouvrage 
qu'il  donne  aux  géomètres,  a  surtout  pour  <jbjet,  comme 
son  titre  l'indique,  l'étude  approfondie  des  premiers  prin- 
cipes de  l'analyse  transcendante,  et  de  la  métaphysique  qui 
les  éclaire  et  les  domine.  D'après  le  îalent  de  l'auleur,  élève 
distingué  de  l'école  Polytechnique,  on  doit  être  assuré  d'y 
trouver  des  remarques  utiles  pour  l'enseignement,  et  des 
discussions  philosophiques  instructives  pour  les  savants  eux- 
mêmes  ,  qui  parfois  négligent  trop  cette  partie  importante 
de  la  science.  »  {Comptes  rendus,  inin  1845,  n°  22,  p.  1642.) 
Nous  croyons  qu'on  a  singulièrement  embrouillé  cette  mé- 
taphysique, en  s'obslinant  à  définir  Tintlniment  petit,  chose 
aussi  indéfinissable  que  l'infiniment  grand  ;  et  à  vouloir 
rendre  claire  l'idée  certaine ,  innée ,  du  coefficient  différen- 
tiel^ le  sentiment  du  moi^  de  V existence^  sont  des  notions 
qui  ont  le  plus  grand  degré  de  certitude  possible;  qui  peut 
les  rendre  claires  ?  Les  efforls  que  font  les  métaphysiciens 
pour  expliquer  la  certitude^  introduisent  une  source  inépui- 
sable d'obscurité  dans  toutes  les  sciences,  sans  en  excepter 
les  mathématiques. 

Trigonométrie  et  géométrie  analytique  ,•  par  P.  Lenthéric  , 
professeur  à  la  faculté  des  sciences  et  au  collège  royal  de 
Montpellier.  Ouvrage  autorisé  par  le  cons^Ml  royal  de 
l'instruction  publique,  pour  l'enseignement  daris  les  col- 
lèges de  l'Université.  Montpellier,  1841,  in  8°,  p.  480, 
5  pL,  iith.  ;  chez  Bachelier,  libraire  à  Paris. 

Tous  les  ouvrages  élémentaires  étant  rédigés  aujourd'hui 
pour  apprendre  aux  élèves  à  répondre  aux  examens, 
doivent  avoir  et  ont  en  effet  la  même  physionomie.  Tous  sont 
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modelés  sur  le  programme  des  connaissances  exigées  pour 
l'école  Polytechnique.  Et  comme  la  partie  de  ce  pro- 
gramme ,  relative  à  la  géométrie  analytique ,  nous  semble 
très-arriérée,  l'enseignement  l'est  également;  et  il  est  heu- 
reux qu'il  en  soit  ainsi,  c'est-à-dire,  que  l'enseignement 
réponde  aux  exigences  officielles.  Car  le  premier  devoir 
d'un  professeur,  est  de  faciliter  aux  élèves  l'enlrée  de  la 
carrière  et  d'assurer  leurs  succès.  L'ouvrage  que  nous  an- 
nonçons renferme  beaucoup  de  problèmes  d'examen,  ei 
aussi  quelques  théories  générales  ;  nous  citerons  les  méthodes 
pour  la  détermination  des  centres  et  des  diamètres  des 
courbes  exprimées  par  des  équations  algébriques  et  ra- 
tionnelles; pour  mener  des  tangentes,  pour  trouver  des 
asymptotes;  les  propriétés  des  diamètres  conjugués  sont 
démontrées  sans  le  secours  de  la  transformation  des  coordon- 
nées; ce  qui  donne  plus  de  rapidité,  fait  gagner  du  temps  , 
économie  si  précieuse  dans  les  examens.  On  remarque  des 
facililés  du  même  genre  dans  les  formules  trigonométriques. 


THEOREMES  DE  M.  CAUCHY  ET  D'EULER 

Sur  les  réseaux  polygonaux  et  sur  les  polyèdres  , 

d'après  M.  GRUNERT  (Crelle  ,  t.  II ,  p.  367.  i827). 

I.  Soit  un  réseau  polygonal  situé  ou  non  dans  un  même 
plan  ^  et  soit  A  le  nombre  des  côtés,  S  le  nombre  des  sommets 
et  F  le  nombre  drs  figures,  supposons  qu'il  survienne  une 
nouvelle  (îgure  de  k  côtés,  ayant  k'  côtés  en  commun  avec 
le  premier  réseau,  et  A"  non  communs;  représentons  par 
A',  S',  F'  les  nombres  qui  dans  le  second  réseau  sont  ana- 
logues aux  nombres  C,  S,  F,  dans  le  premier  réseau.  On 
a  évidcmmenl  ces  équations 
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k  z=  h'    -I-  k\ 

\'  =  A  +  k\ 
i' '  =  F  +  1  , 

S'  =  S  4-  k"  —  1 . 

Le  nouveau  réseau  ayant  k'  côtés  en  communs ,  a  aussi 
A'-|-l  sommets  en  commun,  et  par  conséquent  ^''—1  som- 
mets non  communs  ;  ce  qui  donne  la  quatrième  équation,  et 
l'on  déduitS'+F'  — A'=S-fF— A;  donc  S +F— A  est 
constant  ;  mais  pour  une  seule  figure  S  =  A  et  F  =  1  ;  donc 
S  +  F  —  A  =  1  ;  liiéorème  de  M.  Cauchy. 

II.  Si  dans  un  polyèdre  de  F  faces,  A  arrêts  et  S  sommets, 
nous  supprimons  une  face,  le  polyèdre  devient  un  réseau, 
le  nombre  des  figures  est  F —  1 ,  donc  S  +F —  1  +  A  =  1 , 
ou  S+F  =  A-j-2;  théorème  d'Euler.  Tm. 


QUESTION  PROPOSÉE. 

98.  Soit  «3  le  nombre  des  faces  triangulaires  ;  n^  le  nombre 
des  faces  quadrangulaires,  etc.,  d'un  polyèdre  et  N  le 
nombre  des  diagonales  du  polyèdre;  faisant 

n,  +  2n^  4-  3/^5  +  . . .  =  L , 
1.3./i3  +  i>.4«4  +  3.5/Î5-f  4.6«64-elc...  =  M  , 
on  a  8N  =  (2  +  L)(4+L)  — 4M, 

et  pour  les  polyèdres  réguliers,  en  particulier 

N 

Tétraèdre 0, 

Hexaèdre 4, 

Octaèdre 3, 

Dodécaèdre...       100, 
Icosaèdre 36, 

(Gentil,  chef  d'imlifulion .} 
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GRAND  CONCOURS  DE  1845.   {F.  t.  llï,  p.  377) 

QUrSTlONS    PROPOSRES. 


Mathématiques  spéciales, 

Ktant  donné  Ufi  cercle,  et  un  point  situé  dans  son  inté- 
rieur, on  imagine  que  sar  chacun  des  diamètres  de  ce  cercle, 
on  décrive  une  ellipse  qui  ait  (e  diainèlre  pour  grand  axe, 
et  qui  passe  par  !e  point  donné;  (►n  demande  1"  l'équa- 
tion générale  de  ces  ellipses  ;  2°  le  lieu  géométrique  de 
leurs  foyers;  3*"  le  lieu  des  extrémités  de  leurs  petits  axes. 

Mathématiques  élémentaires. 

Soient  dans  un  même  plan  deux  cercles  qui  ne  se  coupent 
point,  O  et  O'  leurs  centres ,  AB,  A'B'  leurs  diamètres, 
qui  tombent  tous  deux  sur  la  droite  qui  pa^se  par  les  deux 
centres. 

1**  On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  cette  droite, 
deu\  points  C  et  D ,  tels  que  !<;  produit  de  leurs  distances 
au  centre  de  chaque  cercle  est  égal  au  carré  du  ra^on  de 
ce  cercle,  c'esi-à-dîre  que  l'on  a 

OC.OD  =  Ô7\\       OC.O'D  ^  O'A'l 

2°  Soit  comme  dans  la  figure  le  cas  où  Tun  des  cercles  O 
tombe  en  dedans  de  l'autre  O'  ;  on  peut  d'un  point  P  pris 
sur  le  diatifèlre  AB  du  cercle  intérieur  ,  élèvera  ce  diamètre 
une  perpendiculaire  qui  rencontre  les  deux  cercles  en  M  et 
M'  :  or  si  l'on  considère  les  dislances  de  ces  points  à  l'un  ou 
à  l'autre  des  deux  points  (i  et  D  ci-dessus  déterminés,  et 
p.ir  exemple  au  point  C,  on  demande  de  prouver  que   le 

Ann.  df.  Matiikm    IV.  26 
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rapport  de  ces  distances  est  constant,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  P,  et  que  le'  carré  de  ce  rapport  est  égal  au 
rapport  des  distances  du  point  C  aux  centres  des  deux  cer- 
cles, c'est  à-dire,  que  l'on  a 

cm'        (X) 


CM' 


CO 


QUESTlOxNS  PROPOSÉES 


99.  Soient  un  hyperboloïde,  son  cône  asymptotique  et  un 
plan  principal  commun;  tout  plan  tangent  à  l' hyperboloïde, 
perpendiculaire  au  plan  principal ,  retranche  du  cône 
asymptotique  un  cône  fermé,  de  volume  constant;  démon- 
trer le  théorème  général  dont  celui-ci  est  un  corollaire. 

Tm. 

100.  Soit  un  arc  continu,  sans  points  singuliers,  et  sa 
corde  ;  si  Ton  joint  le  point  de  l'arc  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  la  corde ,  aux  deux  extrémités  de  la  corde ,  on 
forme  un  triangle  dont  l'aire  est  plus  grande  que  la  moitié  de 
l'aire  du  segment. 

101.  Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre 
iriangles;  dans  chaque  triangle  existe  un  point  de  rencontre 
des  trois  hauteurs,  les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur 
une  même  droite. 

102.  Quatre  points  situes  sur  une  circonférence  sont,  pris 
trois  à  trois,  les  sommets  de  quatre  triangles;  dans  chaque 
triangle  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs;  ces 
quatre  points  sont  sur  une  seconde  circonférence  égale  à  la 
première. 
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THEOREMES  ET  PROBLEMES 

Sur   lea   foyers   et  centres  des  coniques. 

(  Suite.  V.  p.  3ar.) 


XXYIII.  Théorème.  Le  lieu  des  foyers  dune  conique, 
passant  par  un  point  fixe  et  louchant  trois  droites  dans  un 
même  plan  ,  est  une  ligne  du  sixième  degré. 

Démonstration.  Prenons  les  données  et  la  notation  relatives 
au  théorème  XV  (p.  307),  on  a  donc  l'équation 

{ty  —  uxy  -h  ^un'x'  +  ^tn'y  -f  /i'^  —  ^n'x'y  =  0  ,     (1  ) 

soient  a  ;  (3  les  coordonnées  du  foyer,  nous  avons  trouvé  : 

2L 

P'COSy+'.S^:   —    (2CC0S7  — B), 

m 

u'cosy-\-4=  —  (2ACOS7—  B}  (t.  II,  p.  429); 

mais  ces  valeurs  de  «  et  p  sont  relatives  au  centre  placé  à 
l'origine  -,  dans  le  cas  actuel ,  il  faut  remplacer  a  et  p  par 
« — t   et  p— M,  et    considérant  que   l=i  =  o,  et  alors 

1AL         ,     4CL         ,     4BL 

— -  =  i  ,   =  ii\   — ■  =  —  2ut  —  2«  ;     faisant    ces 

m  m  m 

substitutions»  il  vient 

au  +  (2aCOS7  -{-^)t  =z^  a'c0S7  -|-:/P  —  n'    j 

(2P cos  7  4-  y.) u  -}-  ^t  =1  p" cos  7  -f  «p—  n'    ]'  '^ ' 

On  a  de  plus 

-  2deu'  -^r  +  -2/(1  u  +  2e ft  =  0  ,  (3) 

OÙ  n  =:^  (i-\-  bt.-\-cu  , 
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Il ,  /;,  c  soiil  ('os  (|uanli(és  connues,  les  équations  (2)  devien 
«lonc  : 

u  (!2p  COS7  +  y  +  c)  +  ^  (^  +  />)  —  p'  COS7  +  4  —  a  i 
d'où 

M  =  (3  (S'+  :><:,cos 7+  a')  -f  ^^  (I^'— ^')  —  2aa  , 
N  =a((3''+2aSC0S7  +  a^)4-C(a'— S^)— 2^p. 

Mettant  la  valeur  de  n'  dans  l'équation  (1),  elle  [)rcnd  celte 
l'orme  : 

A  'u  4-  \\'ut  +  C7^  4-  D'/^  +  E7  +  r  '  =:  0  ; 

les  coefficients  sont  connus;  remplaçant  ensuite  u  et  ^  par 
les  valeurs  trouvées,  on  obtient  une  équation  du  sixième 
degré  en  a  et  p  ,  et  qui  est  le  lieu  des  loyers 

1 

Observation.  Lorsque  7  ==  -  -,  les  équations  (2)  se  rédui- 
sent à  une  seule  équation  ;  mais  les  valeurs  qu'on  a  trouvées 
pour  ^  et  «subsistent  toujours;  parce  qu'on  a  divisé  par 
COS7  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  donne  la  valeur  soit 
de  a,  soit  de  p  ;  on  peut  d'ailleurs  arriver  directement  à  ce 
résultat,  en  soustrayant  les  équations  (2)  membre  à  membre, 
l'une  de  l'autre,  et  on  obtient  : 

2r:tt  — 2a^  =  fi'^— a^  (4) 

équalion  qui  ne  dép(»nd  pas  de  7 

XXIX.  Théorème  Le  lieu  des  foyers  d'une  tonique  lou- 
chant quatre  droiles  donné'S  est  utie  ligne  du  troisième  degré. 

Démonstration.  Même  système  de  coordonnées  que  dans 
le  paragr.iphe  précédent  ;  le  lieu  des  centres  est  une  droite, 
soit  a -\- b' t -\- c' u  ^=:  id  .^  l'équalion  de  (ctte  droite  (p.  308), 
remplaçait  /  et  u  f>ar  leurs  valeurs  ,  il  vient: 
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-'2aac'-^'2a^0'-\-2a'{p'+^ypcosy-\-u-j-bi-{-C:)  =  0,   i    '  ' 
équation  du  troisième  dogré,  lieu  des  foyers. 

La  courbe  passe  par  l'origine,  c'est-à-dire  par  l'inler- 
section  de  deux  côtés  du  quadrilalère  ;  elle  passe  donc 
également  par  les  cinq  autres  points  d'intersections,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir.  Car,  chaque  diai^onale  représente  une  co- 
nique salisfaisant  à  la  question,  et  ayant  son  centre  au  mi- 
lieu de  la  diagonale,  et  ses  foyers  aux  (  xtrémités. 

La  courbe  n'a  qu'une  asymptote  ,  parallèle  à  la  droite  des 
centres;  deuxième  espèce  d'Euler ,  et  comprenant  les  sept 
hyperboles  défectives  de  Newton ,  parmi  lesquelles  on  ren- 
contre la  cissoïde  des  anciens  et  le  folium  de  Descartos. 

Faisant  p''  -h  î^/Ivcosy  -[-  /  =  z\  et  remplaçant  rf,  b^  c^  a\ 
h\  c'  par  leurs  valeurs,  on  obtient  : 

z^[?dd^{f^ey')+aee'{rd-d'/)+der-d'e'n+    ) 
+fnde'-ed'j{p^~.^)+P{ef'-e:n+.(dr~dif)]  =  0.^ 

L'équation  de  la  tangente  à  l'origine  est  donc 

yief'-e'f)  +  x{df'-d'f)  =  0, 
l'équation  de  la  diagonale  qui  passe  par  l'origine  est 

jidf'-^d'f)-\-a:{er-e'/)  =  0, 

ainsi  ces  deux  droites  font  des  angles  égaux  avec  la  l>issec- 
trice  de  l'angle  des  axes  ;  on  peu!  donc,  .^ans  que  la  courbe 
soi l  tracée,  mener  des  tangentes  aux  six  points  d'interseq- 
tion  des  côtés  du  quadrilatère. 

Passons  aux  coordonnées  polaires,  on  a  psin7=  -*«in«>, 
asiny  =  zsin  (cp-j-y)  ;   d'où 

z'[ddXf'e  —  r'f)fi\no  +  ee'if'd—d'/)s\n{^  +  yM  -f  \ 
^z[{def''—dfey'')s\ny-{:(r  (de'~ed')s\n{-2^-]-y)]  -^^    •    (7) 
+//'  [  (ef  -A-')  sin  <p  -f  {dr  -  fd')  sin  (-^  -{-  7)  ]  =  0  ;   ) 

équation  facile  à  construire 
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Corollaire.  Lorsque  ^  =  e'  =  0  ,  le  quadrilatère  devient 
un  parallélogramme  et  l'équation  (6)  se  réduit  à 

de  {^  -  ce)  +  pef  —  a.d!f  =  0  ; 

qui  appartient  à  une  hyperbole  équilatère  concentrique  au 
parallélogramme  ,  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des  angles  du  parallélogramme. 

XXX.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  d'une  conique  ayant 
un  foyer  flxe  et  une;  corde  fixe ,  est  une  ligne  du  troisième 
degré. 

Démonstration.  Même  notation  qu'au  problème  XIX 
(p.  322)  ;  ^  et  M  étant  les  coordonnées  du  centre  ,  on  a  : 

/(M'+N'^  — 1)=— PN,  w(M'+N'— 1)  =  — PM, 
My-fN^t-'  +  P  =  r\     My'  +  Nj:"  +  P  =  r", 

ces  deux  dernières  équations  donnent  M=a+6P,  N=c+û?P, 

y-^       ^^  a  b  c  d       ' 

et  W+W  —  \  —  e-\-fV-\-g^'  où  e,/,  g  représentent 
des  quantités  connues;  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  t 
et  u ,  on  obtient  : 

^'{gt  +  d)-^^{ft+c)^~et  =  u, 
p^  {gu -f-  ^)  +  P  O  +  ^^)  -\-eu=(^- 
éliminant 

f'{cu — atf  {gt-\-d)-^{cu—at)  [bl—du)  {ft-\-c)-^et(bt—duy=0, 

équation  du  troisième  degré ,  lieu  des  centres. 

Le  foyer  mobile  décrit  évidemment  une  courbe  semblable 
à  celle  du  centre,  de  dimension  double  et  semblablemcnl 
située  par  rapport  au  loyer  fixe. 

XXXI.  Théorème  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  ayaiit 
un  foyer  tixc  et  une  corde  fixe ,  passant  par  ce  foyer ,  est 
une  conique 

Démonstration     Même    riolalion    qu'au     problème    XIX 
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(p.  322)  ;  et  prenons  la  corde  Oxe  pour  axe  des  jc  ;  faisons 
j'  =  0  dans  l'équation  (1)  de  la  page  323  ,  on  a  : 

x^i  —  N")  — 2PNx  — P'^^0; 

mais  les  racines  de  celte  équation  sont  jc'  et  j:",  ainsi  P  et  N 
sont  des  quantités  connues  ;  on  a  : 

PN  PM 

i  = —  _■■    ■ — rr: ,    M  =  — 


]vr+j\''— r  M'+N'— t' 

éliminant  M,  on  obtient  JN'tt +/'(N'— 1)  +  PN^  —  o,  co- 
nique dont  le  CHitre  est  au  foyer  fixe  et  le  foyer  mobile 
décrit  une  conique  semblable  et  semblablement  située  par 
rapport  au  foyer  fixe. 

Corollaire.  Dans  l'hyperbole,  on  peut  avoir  jr"  ;=  x  , 
alors  JN^  =  1  ,  et  la  conique  devient  une  parabole. 

XXXII.  Théorème.  Le  lieu  des  foyers  d'une  conifjue  pas- 
sant par  les  extrémités  d'un  diamètre  fixe,  et  ayant  un  axe 
principal  constant  de  grandeur,  est  une  conique. 

Démonstration.  Prenons  le  centre  pour  origine,  le  dia- 
mètre fixe  de  longueur  2d  pour  axe  des  jl- ,  et  les  coor- 
données rectangulaires  : 

1**  Ellipse,  et  20  le  pelit  axe  principal  donne;  x  et  p  les 
coordonnées  du  foyer  ;  l'équation  de  l'eilipsèist 
Ay+Bxjr+Cj:'-\-F=0,  donc  C^'+F=0,  ou  4(:L^^+4FL=0, 
/'    ,        n'  II' 

donc  -~d'+       , ,:=:0    (1),    (t.   1,    p.   490); 

m  m  m 

on  a  de  plus  -. 

/  /'  n 

«'= //^   f:'= Ij\  (i.   Il,  p.  430;   ela|3  =  --, 

m  '  m  m 

(t.   11,  p.  429). 

Eliminant    onlre  ces  trois   équations  cl    Téqualion     1)  , 

lin...  ..... 

—     —,  —,  il  vient,  toute  réduction  tinte  : 
m      m     m 
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lieu  des  foyers  ;  on  a  essenlielleinent  u^  b  ^  donc  ce  lieu 
esl  une  hyjxrbole,  concentrique  aux  ellipses  : 

•2°  Ellipse,  cl  2a  le  grand  axe  principal  donné;  alors 

m  m  m 

lin 
éliminant  —,  —,  —,  entre  ces  équalions  et  l'équation  (1), 
m     m     m 

il  vient  /(a'  —  d")-{- à'^'':=  a' {a' —  tT);  on  a^d;  donc  le 

lieu  est  une  ellipse. 

3°  Hyperbole  ;  si  l'axe  26 qui  ne  rencontre  pas  est  donné, 
il  suffît  de  changer  +^'  en  — b\  ei  l'équation  du  lieu  cher- 
ché est  c^y-}-p'ib'+d')=b\b'  +  d');  c'est  celle  d'une  el- 
lipse. Si  l'axe  focal  '2a  est  donné,  l'équalion  du  lieu  est 
û'(û' — ^')4-'^'P'  —  a'{a—d'),  on  a  cssenliellemenla <<:^; 
ainsi  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

On  peut  avoir  d=  ce  ;  c'est  alors  une  asymptote  qui  est 
donnée;  le  lieu  du  foyer  est  un»-  droite  parallèle  à  l'asymp- 
tote, si  l'axe  qui  ne  rencontre  pas  est  donné,  et  une  droite 
perpendiculaire  à  l'asymptote,  si  l'axe  focal  est  donné. 

Remarque  1.  C'est  le  problème  du  concours  général 
(p.  369)  ,  je  ne  sais  pourquoi  on  a  restreint  le  sujet  à  l'el- 
lipse et  à  l'axe  focal  seulement.  Quant  nux  sommets,  nous 
en  parlerons  plus  loin. 

Remarque  II.  Si ,  au  lieu  de  donner  un  axe  principal,  on 
donne  le  produit  des  axes  principaux  ou  la  somme  algé- 
biique  de  leurs  carrés ,  le  lieu  du  foyer  est  une  ligne  du 
quatriènii'  degré  et  dans  le  dernier  cas,  une  cassinoïdc  ^ 
concentrique  aux  coniques  et  ayant  ses  foyers  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  au  diamètre  fixe,  et  dans  le  premier 
cas  1  équation  du  lieu  est 

rr /^'  +  s'^d'  {y'  —  p')  =  s'  (d^  -    s')  , 

s'  est  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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NOTE 

Sur  la  relation  entre  les  deux  rayons  et  la  distance  des  deux 
centres  de  deux  circonférences ,  l'une  inscrite  et  Vautre 
circonscrite  au  même  polygone. 

(  D'après  M.  Charles-Gustave-Jacob  Jacobi,  professeur  à  Kœnigsberg  ;  Crelle, 
t.  111,  p.  376,  an  1828.  )  (•) 


I.  Euler  a  le  premier  indiqué  la  relation  qui  existe  entre 
les  deux  rayons  et  la  distance  des  deux  centres  de  deux  cir- 
conférences ,  l'une  inscrite,  l'autre  circonscrite  à  un  triangle 
(Nov.  Comm.  Petr.  ,  t.  1, 1747—48).  D'où  l'on  déduit  avec 
facilité  la  proposition  réciproque,  que  lorsque  cette  relation 
existe,  il  est  possible  d'inscrire  à  l'une  des  circonférences 
un  triangle  qui  soit  circonscrit  à  l'autre  circonférence ,  et 
cela  qtiel  que  soit  le  point  de  départ  du  triangle  inscrit;  et 
par  conséquent  quand  le  problème  est  possible,  la  relation 
existe,  et  quan<l  le  problème  est  impossible,  la  relation 
n'existe  pas.  {Foin,  I,  §  19,  p.  86). 

II.  Guidé  par  des  considérations  organiques  empruntées 
à  Maclaurin  et  à  Braikenridge,  M.  Ponrelet  a  établi  ce 
théorème  général.  «  Quand  un  polygone  quelconque  est  à 
>>  la  fois  inscrit  à  une  section  conique  et  circonscrit  à  une 
»  autre  ,  il  en  existe  une  infinité  de  semblables  qui  jouissent 
)>  delà  même  propriété;  ou  plutôt  tous  ceux  qu'on  essayerait 
)•  de  décrire  à  volonté,  d'après  ces  conditions,  so  fcrme- 
»  raient  d'eux  montes  et  réciproquement ,  etc.  (Prop.  proj. 
>»   p.  36t  ,  1822).   » 


V*)   L'illuslre    aiilenr    <h's    h'undamenta    nova  thrnriœ   fum-tionutn   rllipli 
tnrum  ,  1879. 
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III.  INicolas  Fuss,  auteur  d'un  éloge  d'Euler ,  prononcé 
le  23  oct.  1783,  a  publié  en  1792,  dans  les  Nova  acta  Petr., 
quelques  nouveaux  problèmes  sur  les  quadrilatères  simul- 
tanément circonscriplibles  et  inscripiibles,  et  a  donné  en 
même  temps  la  relation  analytique  y  relative. 

IV.  En  1798  ,  le  même  analyste  a  inséré,  dans  les  Nova 
acta,  un  mémoire  intitulé  de  Polygonis  symmetricè  irregula- 
ribus  circulo  simul  inscriptis  et  circumscriptis.  Il  indique  les 
relations  analytiques  pour  des  polygones,  depuis  le  triangle 
jusqu'à  l'octogone  inclusivement  ;  mais  pour  des  polygones 
seulement,  tels  que  le  diamètre  commun  aux  deux  circon- 
férences passe  par  un  sommet  du  polygone  ,  et  le  divise  par 
conséquent  symétriquement.  D'après  cette  restriction ,  Fuss 
croyait  que  ses  solutions  n'étaient  pas  générales.  M.  Jacobi 
fait  observer  que  depuis  la  découverte  du  théorème  de 
M.  Poncf'let ,  ces  solutions  (mt  acquis  le  mérite  de  la  géné- 
ralité. Car,  d'après  ce  théorème,  on  peut  toujours  placer 
les  polygones  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  voulue 
par  Fuss.  Voici  les  résultats. 

r=  rayon  du  cercle  inscrit;  R=  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit; <2=  distance  des  centres,  R-\-a  =  p,  R  —  a=q. 
Nombre  des  côtés. 

3;  pq=:2r{a+q), 

5  ;  pY+pYr(p-i.q)^pqr'{p+qf~r\p-\-q){p~qr=0, 
6;   'SpY--^PVr'ip'  +  q')  =  rHp'-qr, 


2pqr[pq  —  r{p—q)  —  2r']  V  ip,—  r)  [p  -f^) 


-^'^r[p'q'-r^[p'  +  q')]\/{q-r)[p  +  q) 
=.:±[pq-r[p-q)][p^q^J^r^{p^-q^)]^ 

8;    [r{p+q)-~pq-]^=\^p'q'r'{p'-r){q'-r-^. 

V.M.  Steiner,  ayant  pour  système,  et  qu  il  suit  avec  beau- 
coup de   bonheur,  de   tout   trouver  lui-même,    avant   de 
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prendre  connaissance  de  ce  qu'ont  fait  les  autres ,  a  publié 
des  relations  pour  des  polygones  de  4 ,  5 ,  6  et  8  côtés 
(Crelle,  t.  II ,  p.  287,  1827);  M.  Jacobi  a  vérifié  que  ses 
résultats ,  excepté  pour  Toctogone  étaient  identiques  avec 
ceux  de  Fuss.  Il  est  probable  que  le  résultat  très  compliqué 
de  M.  Steiner  pour  l'octogone  est  fautif;  il  n'a  pas  donné  le 
polygone  de  7  côtés,  le  plus  difficile  de  tous  les  huit. 

VI.  Le  but  principal  de  ce  mémoire ,  est  de  rattacher  la 
recherche  de  la  relation  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
L'illustre  géomètre  parvient  à  ce  théorème  :  «  R  et  r  étant 
»  les  rayons  des  deux  cercles  dont  l'un  est  inscrit  et  l'autre 
^)  est  circonscrit  à  un  polygone  de  n  côtés,  et  a  étant  la 
M  distance  des  deux  centres  ;  si  l'on  détermine  r.  et  a  par  les 

»  équations  :  cosa^-— — ;   7r'=  —— ,  l'on  a  tou- 

r  ^^  i    {  do  ^    .  j . 

»  jours    I     —  — =  -  I  ;  ou  i  de- 

Jo  \/l— ^^sin>       ^J  Q  \/l  — 7T^sin'<p 
»  signe  le  nombre  des  tours  que  fait  le  polygone  dans  le 
»  périmètre  du  cercle;  cette  équation  exprime  en  même 
»  temps  l'équation  de  condition  qui  existe  entre  R ,  r,  a. 

VII.  Dans  le  même  mémoire,  l'auteur  donne  une  con- 
struction géométrique  pour  la  multiplication  et  l'addition  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  nous  occupons  d'une  traduction 
complète  de  cette  production  de  génie. 


GENERA  US  ATI  ON 

de  la  théorie  des  nombres  associés  et  théorèmes  y  relatifs. 

(  D'après  M.  Lejeune-Dirichlel( Crelle,  t.  III,  j».  390.  i8'28. 
1.   Observation  pré/iîninairc.  Dans  tout  ce  qui  suif,  i!  nr 
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s'agil  que  de  nombres  entiers  ;  la  lettre  p  est  exclusivement 
consacrée  à  désigner  un  nombre  premier  ;  a  =  b  dési<;ne  que 
a  est  égal  à  b  \  a  =  b  désigne  que  a  est  un  multiple  de  b  ; 
a<^b  désigne  que  a  n'est  pas  un  multiple  de  b.  Ces  sym- 
boles ne  sont  pas  ceux  de  l'auteur. 

II.  Définition  d'Euler.  Si  Ton  a  mu  —  1  =p  •  m  et  n  étant 
moindres  que  p^  m  et  n  sont  dits  nombres  associés  (voir  N"" 
Ann.,  t.  III,  p.  i93,  et  Prouhet ,  t.  IV,  p.  273). 

IIÏ.  Définition  générale  de  M.  Lejeune  -  Dirichlet.  Si 
mn  —  a=p  ;  a  <C.p  .,  g\.  m.  ci  n<Z  p  \  ni  et  ii  sont  des  nom- 
bres associés;  lorsque  a  =  i  -,  celte  définition  rentre  dans 
celle  d'Euler. 

IV.  Soit  [p  —  1]  le  produit  continuel  de  1  jusqu'à  jw —  1 
inclus.  Chaque  facteur  m  de  ce  produit  a  son  associé  n  dans 
le  même  produit ,  relativement  à  /? ,  et  n'en  a  qu'un  ;  à  moins 
que  m  ne  soit  égal  à  «,  cas  que  nous  réservons  ;  le  produit 

se  partage  donc  en groupes  de  nombres  associés;  donc 

on  a  cj  théorème  : 

[p—\]  —  a   2    =:p. 

Los  moyens  de  démonstration  sont  les  mêmes  qu'on  a  em- 
ployés pour  établir  le  théorème  de  Wilson  (t.  III ,  p.  194). 

V.  Venons  au  cas  où  m  =  n  ;  donc  m' —  a^=p  ,  on  aura 
évidemment  aussi  [p  —  mY —  a  ^=p  ;  m  et  p  —  m  sont  les 
deux  seuls  nombres  qui  soient  associés  à  eux-mêmes,  associés 
doubles  {P^oir  p.  273).  S'il  y  avait  un  troisième  x,  on  aurait 

donc  :  x' — rn*  ~  {x  —  în)  [x  -\-  m)  =  ]) ,   congruence   impos- 

p 3 

sible.  Il  reste  donc  -—- — groupes  de  nombres  associés  iné- 

gaux  ;  ainsi  l'on  a  : 

[p — f] — a  2  ni{p~m)z=p,  ou  bien  [/; — ll^-*^'  ^  tn=ip-^ 
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mais  ni'  =  p-\-a  ; 

donc  [/?— 1]  +  ^^    =P 

VI.  Définition  du  résidu  qcadratiqce.  On  dit  que  le  nombre 
a  est  résidu  quadratique  du  nombre  premier  /?,  lorsqu'on 
peut  satisfaire  à  cette  congruence  :  jc'—a  =  p  ;  il  est  évident 
que  l'unité  est  lésidu  quadratique  d'un  nombre  premier 
quelconque.  11  suffit  de  faire  x  =  1  ;  en  général ,  si  a  est  un 
carré ,  il  est  résidu  quadratique  par  rapport  à  un  nombre 
premier  quelconque  ;  on  fait  .v  égal  à  la  racine  carrée  de  a. 

VII.  Les  deux  théorèmes  (IV  et  V)  peuvent  se  réunir  en 

un  seul;  savoir  :  [p  —  i]-oa  ^  =p  •  le  signe  sujjérieur  a 
lieu  lorsque  a  est  résidu  quadratique  relativement  ap  ;  et  le 
signe  inférieur  lorsque  a  n'est  pas  résidu  quadratique. 

VIII.  Théorème  de  Wikon.  Lorsque  a=l  ;  on  a  donc 

IX.  Théorème  d'Euler.  [jj  —  ^]  =p  —  1  ;    donc 

p—i  p—i 

—  i  zta  '^  =p  ;  ou  changeant  les  signes  ,  a  "^  ±:\  :=p  ; 
le  signe  supérieur  lorsque  a  n'est  pas  résidu  quadratique,  et 

If  signe  inférieur  lorsque  a  est  résidu  quadratique- 

p-i 

X.  Théorème  de  Fermât,  a  '^  =^qz  1 ,  élevant  au  carré 

on  a  donc  a^~' —  i  =p. 

Observation.  >l  Lejeunc-Dirichlct  donne  une  seconde  dé- 
monstration du  tliéoréirK;  de  Fermât ,  que  M.  Catn!ar>  a  trou- 
vée de  son  côté,  par  les  considérations  sur  les  fractions  pério- 
diques (t.  I,  p   463,  et  t.  IV,  p.  273).  Tm 

j^iris  concernant  le^  tables  de  Collet. 

Le  logarithme  naturel  de  1099  est  fautif  :  au  lieu  de 
7,0021(1)5954403,  il  faullire  :  7,0021559)440.3.  On  trouve 
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celle  reclifieatioii  dans  le  Journal  de  Crelle,  l.  IV,  p.  291. 
Elle  est  signalée  par  M.  le  professeur  Gudermann  de  Clèves. 


LES  TROIS  RACINES 

de  V équation  du  troisième  degré  ^o-^'H"  ^i^^  +  ^^^  +  ^3  =  ^ 
déduites  des  formules  de  Cardan  ^  lorsque  «0=0. 

(D'après  M.  Bonniakowski  (Crelle,  1. 111 ,  p.  347). 


^oil  Téqualion  ao«^''+  ^^.«^'4-  ^A'-\-^3  =  0- 

1  «, 
Faisons    .r  =y  —  -  — -,  il  vient  r^  +/>r  +  '7=0, 


OU 


et  les  trois  valeurs  de  x  sont  : 

a^j,'  =  -\a^    -    V/'a+I/B-  (/a-V/B; 


a,x  ==:  —  \a^-.a^^  +  V^—  .y^A  -  V/B  ; 

o 

a,x=z  —  \a^—u'y/^  +  1/ B  — a^  y^'^  —  V/b^ 
«  est  une  racine  cubique  imaginaire  do  l'unité. 

27  6*2' 

B=:A-+(ff_l«,-)\ 

1 

Faisant  ûo  =  0,  il  vient  :  A  =  -— «.^ ,  B  =  0  ; 

r  0  0 

0  0 
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Pour  trouver  la  véritable  valeur  du  symbole  - ,  il  faut , 

d'après  la  règle  du  calcul  différentiel ,  connaître  la  valeur  de 

—j—   et  de   -r-  . 

^      d't\  1  ,  .  /.  .       ^ 

Or    -r—  = <3^,^,  +  ^3^0 ,  et  faisant  ^o  =  0  ,  on  a  : 

da^  6 

dS.  _       \ 
da^  6 

dB  dk,        /  1   A' 

donc  -r—  —  0. 

da^ 

d^ 

da  0 

Faisant  z  —   — ^ .  pour  ^o  =  0 ,  on  a  z  =  -  ; 

d'où 

dUo        '1  da^        da^  ' 

d'où 

faisant  rt„=0,  on  trouve  : 

[27    '  2.27  J 

différenliant  la  seconde  valeur  de  x  d'après  a^^  il  vient  . 

3     \.da^        da^  J 

Faisant  û^o  =  0,  ol  remplaçant  les  diverses  quanlités  par 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus,  on  a,  toute  dédaclion  faite  : 

J-  —  — -  —  4-  V  /-  ^^^  ~  -' 
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la  seconde  valeur  s'obtient  on  chanj^eanl  le  signe  du  radical  ; 
or  ces  deux  valeurs  sont  les  racines  de  l'équalion 

a^x^  -f-  a^x  -|-  «3  =  0. 
C.  Q.  F.  T.  Tm. 


SOIXANTE  THÉ0RÈ^1ES 

sur  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  et  autant  sur 
les  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère. 


1.  Avec  les  six  coefficients  d'une  équation  du  second  degré 
à  deux  variables,  on  poul  former  les  six  fonctions  m  ^  n,  k^ 
k' ,  /,  /',  qu'on  rencontre  dans  toutes  les  propriétés  des  co- 
niques ,  et  dont  nous  avons  fait  connaître  les  relations  mu- 
tuelles (t.  I ,  p.  489).  Ces  relations  donnent  toujours  les  so- 
lutions les  plu^  simples  ,  les  plus  rapides  ,  les  plus  fécondes. 
Voici  un  exemple  frappant  de  cette  fécondité.  Il  suffit  de 
connaître  les  rapports  de  cinq  de  ces  quantités  à  la  sixième, 
pour  que  la  conique  soit  complètement  déterminée.  Soit  une 
conique  inscrite  dans  un  quadrilatère  et  rapportée  à  des  axes 
quelconques  ,  et  soit  c^k  +  e.r -(-/=:  0  l'équation  d'un  côté 
du  quadrilatère  ;  les  trois  autres  droites  ont  des  équations 
analogues,  avec  les  n  êmes  lettres,  mais  accentuées,  d',d\ 
d" ,  etc.  Ce  côié  étant  tangent,  on  a  la  relation  : 

mr-  2den-\-  "Ifek-^'lfdk^  /e^-f  Vd'  =  0  (t.  II,  p.  108) 

et  trois  équations  semblables  pour  les  trois  autres  côtés. 
Choisissons  m  pour  le  comparer  aux  cinq  autres  quantités  ; 
nous  avons  donc  quatre  équations  du  premi'T  degré  entre  les 
cin  I  rapports  : 

n       /-       k'       l       l' 

^  1  •)  1  • 

m      ni       m       in      m 
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Éliminant,  par  la  formule  de  C^<^rner,  trois  quelconques 
de  ces  rapports  ,  on  obtient  une  équation  toujours  du  premier 
degré  entre  les  deux  rapports  restants.  Considérant  ces  deux 
rapports  restants  comme  les  coordonnées  courantes  d'un 
point,  il  s'ensuit  que  le  lieu  géométrique  de  ce  point  est  une 
droite.  Les  cinq  rapports ,  pris  deux  à  deux,  fournissent  dix 
combinaisons.  On  a  donc  dix  points  pour  chacun  desquels  le 
lieu  géométrique  est  une  droite  Nous  avons  (  hoisi  m  pour 
dénominateur  commun  j  mais  on  peut  prendre  pour  cela  une 
quelconque  des  six  quantités;  il  existe  donc  soixante  points 
différents,  et  qui  ont  pour  lirux  géoméiriques  soixante  droites 
différentes,  qui  peuvent  donner  matière  à  autant  d'énoncés 
de  théorèmes.  Or  la  théorie  des  polaires  réciproques  nous 
apprend  qu'à  chaque  propriété  d'une  courbe  inscrite  dans  un 
polygone  correspond  une  propriété  d'une  conique  circonscrite 
à  un  polygone  homonyme.  On  a  donc  cent  vingt  théorèmes. 
Toutefois  ces  cent  vingt  théorèmes  ne  sont  qu'une  richesse 
spécieuse  ;  ils  se  réduisent  aux  doux  théorèmes  suivants. 

JI.  Théorème.  Le  lieu  géométrique  du  pôîi*  d'um*  droite 
fixe,  relativement  à  une  conique  inscrite  dans  un  quadrila- 
tère ,  est  une  droite. 

Démonstration.  Choisissons  k  pour  le  dénominateur  com- 

l      n  ,      , 

mun  ,  et  j  et  -  pour  les  deux  rapports  restants  (1)  ;  le  lieu  du 

point  qui  a  ces  deux  ra[)porls  pour  coordonnées  est  donc  une 
droite  ;  mais  ces  coordoimées  sont  celles  du  pôle  de  l'axe  des 
y,  qui  represenl;  une  droite  quelconque  ;  donc ,  etc.  i.a  C(!n- 
struclion  de  la  droite  est  facile.  Soit  ABCD  le  quadrilatère  , 
D'  la  droite  donnée;  la  diagonale  AC  représente  une  ellipse 
inscrite  ;  pour  avoir  le  pôle  de  D' relativenient .:  df  te  ellipse, 
ii  tant  prolonger  AC  jusqu'à  ce  qu'elle  renc(MJtre  D'en  un 
point  E  ;  prendre  entre  A  eî  (1  un  point  F  hannoniquenient 
conjugué  à  E  ;  de  sorte  que  C  ,  F  ,  A  ,  E  sni<M)t  quatre  points 

Ann.  ni".  Mathém.   IV.  27 


—  386  — 

liarnioniquemoiit  placés  ;  et  F  sera  le  pôle  de  D'.  On  fera  de 
même  pour  la  diagonale  BD  ;  on  a  ainsi  deux  points  de  la 
droite  des  pôles.  En  se  servant  de  la  troisième  diagonale,  on 
obtient  un  troisième  point,  en  ligne  droite  avec  les  deux  pre- 
miers ;  théorème  de  gèomélrie  élémentaire,  utile  exercice. 
Si  la  droite  D'  se  transporte  à  l'infini,  ses  pôles  sont  les  cen- 
tres des  coniques  ,  le  point  F  est  au  milieu  de  la  diagonale, 
et  on  retombe  sur  le  théorème  de  Newton. 

III.  Théorème.  L'enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe  , 
prise  relalivement  à  une  conique  circonscrite  à  un  quadrila- 
tère ,  est  un  point  fixe. 

Démonstration.  Faisant  usage  des  propriétés  des  polaires 
réciproques ,  on  voit  que  ce  théorème  est  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  précédent.  Soit  ABCD  le  quadrila- 
tère ,  et  E  le  point  fixe  ;  soit  F  l'intersection  des  côtés  opposés 

AB ,  CD  ;  menons  EF,  et  un  rayon  FG  harmoniquement  con- 
jugué à  FE;  de  sorte  que  FE,  FD,  FG,  FA  forment  un  fais- 
ceau harmonique  ;  le  point  fixe  cherché  est  sur  FG.  On  fera 
la  même  construction  pour  les  deux  autres  côtés  opposés  AD, 
BC  ;  on  a  donc  deux  droites  sur  lesquelles  se  trouve  le  point 
d'enveloppe  des  polaires. 

On  peut  encore  employer  au  même  but  les  deux  diagonales 

AC,  BD  ;  ce  qui  donne  lieu  aussi  à  un  théorème  de  géométrie 
élémentaire. 

Lorsque  le  point  donné  s'éloigne  à  l'infini ,  sa  polaire  de- 
vient un  diamètre  conjugué  à  celui  bur  lequel  se  trouve  le 
point.  On  a  donc  cette  proposition  •  Si  par  tous  les  centres 
des  coniques  circonscrites  à  un  même  quadrilatère,  on  mène 
des  diamètres  parallèles,  les  diamètres  sont  respectivement 
conjugues  par  un  même  point  fixe. 

Remarque.  Nous  donneroiîs  incessamment  la  théorie  des 
polaires  réciproques.  Doublant  nos  richesses  et  économisant 
la  moitié  du  travail ,  cette  brillante  invention  de  IVL  Ponce- 


—  387  — 

let^  géomètre  français ,  n'est  pas  admise  dans  l'enseignement 
français,  dans  ce  qu'on  appelle  l'instruction  classique. 

IV.  Théorème.  L'enveloppe  de  la  polaire  d'un  point ,  prise 
par  rapport  à  une  conique  inscrite  dans  un  quadrilatère,  est 
une  ligne  du  troisième  degré. 

Démonstration.  Dr  +  Ex  -|-  2F  =  0  est  la  polaire  de 
l'origine.  Remplaçant  les  coefficients  par  leurs  valeurs,  il 
vient  : 

(yt7+  kn)y  +  {kl'  +  k'n)a:  -\- n"  —  II'  =  0.  (1  ) 

n 
Faisons— =z;  les  quatre  équations  relatives  aux  quatre 
m 

côtés  du  quadrilatère  donnent  (t.  II ,  p.  108)  : 

A:  >5^  /  /' 

~=az  +  b;  -=za'z  +  b'.;  -^=za"z  +  b''i  ~  =  a"'z+b"'. 
m  m  m  tn 

Les  a  et  les  b  sont  des  quantités  connues.  Substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (1) ,  on  obtient  une  équation  de  cette 
forme  : 

Or{pz'+qz+r)-\-x{p'z'+q'z+r^)+f/'z'+q'z-\~r^'=0.  (2) 
Les/?,  q,  r  sont  des  quanli^s  connues  ;  dérivant  par  rapport 
à  z ,  on  a  : 

2z  ipj  +p'x+/j")  -\-  qy  +  q^X  +  ^"  =  0. 

Eliminants  entre  cette  équation  et  l'équation  (2),  le  résultai 
est  une  équation  du  troisième  degré,  répondant  à  l'enveloppe 
de  la  polaire  de  l'origine,  qui  représente  un  point  quel- 
conque du  plan  ;  donc  ,  etc.  Les  ternies  du  troisième  degré 
sont  [py  -hp'jc)  (qy  -\-  q'xj  ;  la  courbe  est  donc  de  la  sixième 
ou  de  la  septième  espèce  d'Euler  (Int.  in  An.,  t.  II ,  p.  120). 

Corollaire.  Si ,  par  tous  les  centres  des  coniques  inscrites 
à  un  quadrilatère,  on  mène  des  diamètres  parallèles,  les  dia- 
mètres respectivement  conjugués  enveloppent  une  ligne  du 
Aroisièm(»  degré. 
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V.  Ihéorcmc.  Le  liîMi  des  pôles  d'une  droilo  iixe,  relati- 
vement à  des  coniques  circonscriles  à  un  quadrilatère,  est 
une  ligne  du  sixième  degré. 

Démonstration.  Par  les  polaires  réciproques;  toutefois 
lorsque  la  droite  s'éloigne  à  l'infini ,  le  lieu  des  pôles  est  du 
second  dogre  ;  il  devient  le  lieu  des  centres  (  p.  304).      Tm. 


Mnémonique  des  six  fonctions  élémentaires. 

VI  Ces  fonctions,  baseanalylique  de  la  théorie  des  coni- 
ques, sont  drs  dérivées  premières  de  la  fonction  L.  En  effet, 
on  a  : 

L  =  AE*~  BDE  4-  C1J^+  F  (B  —  iAC)  ; 
d'où 

dL  dL  dh  dL  dh  dL 

dk^    '  M^""'  dc""    '  dD^    '  "cIË^     '  dF'"'''- 

Ces  équations  sont  utiles  aussi  quand  il  s'agit  de  questions 
de  maximis  el  de  minimis  sur  L  et  dans  de  certaines  questions 
de  haute  analyse.  Tm. 


ESSAI 

Sur  la  détermination  approximative  des  racines  imaginaires 
dune  équation  algébrique. 

(  Suite.  V.  p.  173.  ) 


IX. 

Calculons  la  dislanee  mm^. 

Soient  V  =  c,  P  =r-|-<^c  ,  deux  courbes  infiniment  voi- 
sines ,  comprises  entre  P=A  el  Pr=0. 
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La  partie  jj-ja,  de  la  tangente  mG  intorceptoe  par  a'b  deux 
courbes  sera  d'abord ,  en  appelant  dn  la  distance  normale 
des  deux  courbes  comptée  à  partir  du  points,  où  la  pre- 
mière de  ces  courbes  est  rencontrée  par  la  tangente  mG  ,  et 
par  (f  celui  des  d(  ux  anglrs  positifs  que  la  tangente  de  cette 
courbe  au  point  jji,  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x, 
pour  lequel  sin  (6  —  (p)  est  positif  [*)  -. 

dn 

sin  (0  — <p) 

mais  jc  ,  X  ci  -r  -\-djc-y  y  -\-  dy  éiant  les  coordoniiécs  res- 
pectives des  deux  points  (x  et  v,  on  a  : 
dx       dy  dn^  dn 


d^       dV       dV  ^^   I    f/P^^         —^      /TdVy        (d^ 
dx        dy 


s-+f*  \/sy+(ç) 


€t 


— -  dx  -] dy  —  de , 

dx  a  Y 


d'où  l'on   tire 


dn  =: 


on  p^'ut  donc  écrire  : 


ztdc 


m       /,  dV\'         /  dP  V     . 


(*)  Nous  devons  dire  que  la  partie  de  l;i  lan^enie  à  la  ronrbe  P  — C,  qui 
délertuine  l'angle  9  est  loujouis  du  inôin«;  côié  de  mG  ;  cola  lesuiie  de  ce  que 
les  tangentes  aux  courbes  P  — G  ne  peuvent  être  paralkMi-s  à  l'axe  des  x,  m 
coïncider  avec  «iG,  or  voi<!i  corainenl  ce  dernier  point  pi-ut<Mre  établi.-  si  md 
pouvait  être  tangente  à  une  courbe   !*=-(',  cette  courbe  couperait  en    deux 

À 

points  la  courbe  P  "- ï;  Q  ,   sous  le  même  angle  d'ailleurs  ;  on  pourrait  don^' 

A 
trouver  une  autre  courbe  P-=  C  ,  n'ayant  qu  un  point  commun  avec  P—  ^  U,  et 

•coupant  cette  dernière  sous  dos  angles  égaux  ,  ce  qui  est  impossildo,  car  telle 
oourbe  aurait  un  point  anguleux. 
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le  signe  =iz  élant  évidemment  celui  de  de.  De  là  on  déduit 
la  longueur  cherchée  : 

di  de 
mm. 


dx 


V       idW 
)+y  sin(0-,),. 


l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  depuis  la  courbe 
P  =  A  jusqu'à  la  courbe  P  =  0. 

X. 

Maintenant ,  pour  que  cette  expression  soit  plus  grande 
que  la  valeur  de  p  : 

_  ih  A 

^"  o. 


il  sufïil  que  l'expression  positive 

aille  en  diminuant,  à  mesure  qu'en  suivant  la  tangente  mG 
on  s'éloigne  du  point  m  ,  ce  qui  exige  que  pour  un  pareil 
déplacement,  la  différentielle  do  l'expression  (6)  soit  né- 
gative. 

Or  la  différentielle  dont  il  s'agit  a  pour  valeur  : 

(  /dpy    /dvv)  ^  ^  ,  .    ^      /di?   dv  ^  dP^  dP\ 

(')  Pour  pouvoir  dire  que  ±  A  =  ^  ±  de  ,  j]  faut  que  c  varie  dans  le  même 
sens  quand  on  parcourt  la  droite  mm,,  or  si  cela  n'était  pas,  il  faudrait  que  « 
put  rester  coiisiaiit  d.ins  le  passase  d'un  point  de  ï«»i,  à  un  point  de  la  même 
li^ne  infiniment  voisin  du  premier,  ou  liien  (|ue  mm,  piU  être  lanj;ente  àf 
une  courbe  l' ™  C ,  ce  qui  a  été  denionlrc  ôlre  impossible. 


, 
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iodépendamment  du  facteur   j  (  -7-  )  +  (  -7-  )        '  7  <!"> 
ne  peut  rien  au  signe  ;  d'ailleurs 

d^  dV      dP  __ciP      dP 

dx-      ,,   ,      ,        dx    '  dy       dy     '  dx 
,=~arctang^,dou   ^,=  , 

dy  \dx)    '^\dy) 

substituant,  il  vient  : 

dP      dP      dP  ,  dP\ 


^  /dP      dP      dP  ^  dP\ 

—  cos(û— ^)(  — ^.  ___-^.  _.) 

\dx       dy       dy      dx  J 

.    ,.         ,/dP  ^  dP       dP  ^  dP\ 
-4-sin(0  — <p)(  — ^.—  +   ^._-); 
V  dx      dx        dy      dy  J 


OU  effectuant  les  différentiations ,  et  divisant  par  la  différen- 
tielle de  la  variable  indépendante  , 

—  •     fô_  >)  (^   ^'P  dP  d'P  .         dP  (TP  dP    d'P    .A 

\dx  dxdy  dx  \dy^  dy  dx^  dy  dxdy        j 

,     .    ,,       ,  (dP  d'P  dP    d'P     .        ^P    d'P  dP  d'P   .   , 

+  sin.(e— (j>)  U  -  — -cosH-T--  - — 7-sin9+-r-  -. — r-cose+r    rr^^^^ 


dxdy  dy  dxdy  dy  dy^ 

y. 


Ce  que  l'on  peut ,  en  négligeant  le  facteur  positif  (  ^  • 
mettre  sous  la  forme  : 


(7) 


dP  d?   \ 

J dx  dx  f 

cos  (0  —  cp)  [   cos  0  — — ^  4-  sin  0  — — ^  1 
dx  dy       ' 

dP  dP 

dx  dx 

f  dy  dy 

+  sm  (0  —  (p)      cos  0  — -^  —  sin  6  — -^ 

dy  (IX 

en  remarquant  que 


—  ;UJ2 


dP 

• 

dx 

dPd'?  j  dv  .rp 

dx  dx^    '     dy  dxdy 

dy  /dP^ 
dy      V  dy  )  ' 

dP 

dx 

dp 

dV     dP          dP  d'P 

dx  dxdy    '     dy  dy^ 

dy   /dpy 

dx      \dy)' 

en  vertu  do  la  relation 

d'P 

d'P 

dx' 

dy' 

XI. 

L'expression  (7)  peut  se  mettre  sous  une  forme  beaucoup 
plus  simple.  Remarquons  d'abord  que  celte  expression  re- 
vient à 

(       ^  <^lanff(p   ,     ,    ^  û?(anff (p) 

\    -cos(9-,)jcos6-^^  +  s.ne-^^| 

f    -  sin(e  — <p)  U'oso — ^_sin6 -^    . 

I  dy  dx      ) 

Or  considérons  la  courbe  représentée  par  une  équation 
de  la  forme  lang<p  =  c ,  et  passant  p.ir  le  point  (j.  de  la  tan- 
gente mG ,  dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs  de  x  et 
de  y  qui  se  trouvent  dans  l'expression  (7)  ;  soit  x  ^'^^  ^^s 
deux  angles  positifs  que  la  tniîgente  de  celte  courbe  au 
point  JT,  r  f^iJ  3vec  la  partie  positive  de  l'axe  des  Jc,on  aura  : 


»^"{?  Z 


<^.  tanîTcp 
dx 


tang  «p 
''•     dy 
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d'où 


sin  /  = 


dAungtf 
dx 


<i.  tanjf<p\'        (dAdiU^^y 


cosx 


)'+(^l 


V^-^)' + (- 


tang<j>\' 


dy 
détorminons  le  signe  placé  devant  le  radical ,  nous  avons  : 

sin/  — cosx smy^dx — co^idy  

^,  tang<f  ~  ^.  tang<j>       c?.  lang^       ^.  !ang<j> 

_ —  ctjc  ~T-  — j ^y 

dx  dy  dx  dy 

sin^^jT  —  Q.(^^ydy 
û?.tang(p 

Supposons  que  dx  et  dy  soient  les  accroissements  de  r 
et  de  y  qui  se  rapportent  à  un  déplacement  inûnimenl  petit 
effeclué  sur  la  portion  de  la  tangente  à  la  courbe  P=C,  qui 
délermine  l'angle  <p ,  si  nous  supposons  que  la  courbe  P=C  , 
occupe  la  position  que  nous  lui  avons  donnée  dans  la 
tjg.  B  (*),  on  aura  : 

dx  =z  II  coscp ,       dy  =  /tsin  w ,       d.  tang ^  =  —  A- , 

h  et  A:étanl  des  quantités  inflniment  petites  positives.  Donc, 
si  nous  prenons ;(  de  manièr(*  que  sin(/ — <}>)  soit  positif,  ce 
qui  revient  à  considérer  la  partie  de  la  tangente  à  la  courbe 
tang<p=C,  située  au-dessus  de  la  tangente  à  la  courbe  P=C, 
on  aura  r 

d.  îanff  <p  d.  t'nff  9 


^.*)  Je  nie  SUIS  a.ssiiri'  que  loiiios  les  .nilrcs  posilions  oon(lui»n»enl   au   ii»<*nic 
résullfli. 
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pétant  un  nombre  positif.  Il  faudra  donc  prendre  alors  les 
signes  supérieurs  dans  les  expressions  de  sin  y^  et  cos^, 
écrites  plus  haut,  ce  qui  donnera  : 

d.  tangf» 

dx 
sin  j/  = -:: 


X      //^.tan^cpV    ,    /^.  tanjrcpY 

V  K—d^J-^V-lF^) 


COS;^ 


6^.tang^ 
dy 


d'où 


1      //flf.tang^Y       /«Uang^Y 


V 


d,  tangcp  _  _  gj^.  %     / /^.tangyy        /^.tang<p 


<3?jr  '  y/      \      ^j:     /  y      dy 

_^__  cos,  Y/  (^-^^j  +  \rd^)  ' 

d'oii  substituant  dans  l'expression  (8),  et  supprimant  lefac- 

.cur  positif  \/(lf:^y  +  (^y,i,  Vient. 

cos  (6 — (p)  (cosôsin;/— sinôcos/j — sin(ô — (p)(cosôcosx+sin6sinx); 

ce  qui  revient  à 

cos  (8  — <p) sin  (z— 8)  —  sin(0— cp)  cos(x— 0) , 
ou  enfin 

(9)  sin(x  +  <?— 26). 

XII. 

Sous  la  forme  que  nous  venons  d'obtenir,  il  est  facile  de 
reconnaître  que  la  différentielle  de  l'expression  (6)  ne  peut 
être  supposée  indéfiniment  négative,  mais  qu'au  con- 
traire elle  finira  toujours  par  être  positive,  et  qu'elle  est 
même  positive  si  les  conditions  du  S  Hï  se  trouvent  remplies. 
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Remarquons  pour  cela  que  lorsqu'une  courbe  tang^  =  c  , 
touche  une  courbe  P  =  cQ  -|-  c,,  il  y  a  ^^  point  de  contact 
une  inflexion  pour  la  courbe  P  =  cQ  +  c.  .  en  effet  cette 
d^Tnière  courbe  fait,  comme  on  l'a  dit  au  §  IV,  le  même  angle 
avec  toutes  les  courbes  P  =  c;  or  si  deux  points  consécutifs 
de  P  =  cQ  4-  c,,  appartiennent  à  la  courbe  tang  ?  =  ^  ,  qui 
est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  tangentes  aux  courbes 
P  =  c,  sont  également  inclinées  sur  l'axe  des  or,  il  est  évi- 
dent qu'il  y  aura  deux  points  consécutifs  de  P  =  cQ+^o  où 
la  tangente  sera  la  même ,  et  par  conséquent  une  inflexion 
pour  cette  courbe.  Cela  étant,  concevons  la  courbe  P=cQ+c„ 
qui  passe  par  le  point  [j-,  et  dont  la  tangente  en  ce  point  fait 
un  angle  ^  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  jc,  cette  courbe 
louchera  la  courbe  iang<p  =  c  qui  passe  au  point  (x,  et  par 
conséquent  admettra  un  point  d'inflexion  en  ce  point  [x ,  donc 
si  contrairement  à  ce  que  nous  voulons  établir,  on  avait  : 

sin(;(  +  9— 20)<O  ou  x  -  6<Ô  — (p  ou  -/  — ?<2(9  — «p)  ; 


d'où  «  —  ?  > 

Il  ne  serait  pas  vrai  de  dire ,  comme  le  supposent  les  con- 

ditions  du  §  III ,  que  la  tangente  mG  de  la  courbe  P  =  -  Q, 

fait  avec  toutes  les  courbes  P  =:c  ,  comprises  entre  celle  de 
ces  courbes  qui  passe  au  point  m,  et  celle  qui  passe  au  point 
de  rencontre  w,de  mG  avec  la  courbe  Q=  0,  des  angles  plus 
petits  que  la  moitié  du  plus  petit  de  ceux  que  forment  avec 
la  courbe  P  =  0 ,  ou  les  courbes  P  =  c ,  celles  des  courbes 
P  =  cQ  +  c, ,  qui  ont  des  points  d'inflexion  dans  le  contour. 
Nous  conclurons  donc  que  les  conditions  supposées  étant 
remplies,  la  difl'érenlielle  de  l'expression  (G)  est  positive,  et 
par  conséquent  que  la  valeur  approchée  de  p,  déduite  des 
équations  (4)  et  (5)  est  plus  grande  que  la  partie  m///,  do  la 
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A 
tangente  mG  à  la  courbe  P  =  -  Q,  comprise  entre  le  point 

de  œntact  m  et  la  courbe  P  =  0. 


XIII. 

Je  dis  maintenant  que  la  valeur  de  p  est  plus  petite  que 
la  partie  mm,  de  la  tangente  wG,  comprise  entre  le  point  m 
et  le  point  où  cette  ligne  rencontre  la  courbe  Q=:0,  Pour  le 
faire  voir,  calculons  celte  longueur  :  soient  Q=c,  Q=c-{-dc, 
deux  courbes  infiniment  voisines  et  comprises  entre  Q  =  B 
et  Q=0  ;  la  partie  dp  de  la  tangente  mG  comprise  entre  ces 
deux  courbes ,  pourra  être  mise  sous  la  forme  : 

±:dc 
dp=    

0  et  <p  représentant  les  mêmes  angles  que  ci-dessus,  et  le 
signe  dz  de  «?c,  étant  choisi  de  manière  que  dp  soit  positif, 
et  par  conséquent  étant  celui  de  de,  puisque  0  '^  est  positif, 
et  de  plus,  plus  petit  que  90%  ti'après  les  conditions  du  §  Ili. 
Or  on  a  : 

rlQ  _      dP        dQ  _  dP 

d.r  djy  "        dy        dx^ 

on  peut  donc  encon*  écrire  . 

±dc 


dp  =rr 


1      / /dP\'    .    ,  dP\' 


d'où  l'on  déduil  . 

±.dc 


mm^  = 


-)   +(^)sinie_,+  90). 
L'intéi:rale  élani  étendue  depuis  la  courbe  Q=  lî  jn.*iqu  à  la 
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courbe  Q  =  0.  Maintenanl  pour  que  cetio  lonu'ueursoit  plus 
grande  que 

_  — B  (^  ±:dc 

^~dB  dB 


il  suffît  que  l'expression  positive 


^10)        Y/'^'    +  '^'    sin(90  +  ô-<p; 


[djcj  +  W/ 
aille  on  diminuant  à  mesure  qu'en  suivant  la  tangente  mG 
on  s'éloigne  du  point  m ,  ce  qui  exige  que  pour  un  pareil 
déplacement  la  différentielle  de  l'expression  (10)  soit  néga- 
tive. Or  celte  expression  se  déduisant  de  l'expression  (6)  par 
l'échange  de  6  en  90  + 0,  on  voit  sans  aucun  calcul  que  le 
signe  de  la  différentielle  sera  celui  de  l'expression  (9) ,  dans 
laquelle  on  aura  changé  ô  en  90  +  0,  c'est-à-dire  celui  de 
l'expression 

sin(x  +  <?— 26  — 180)  =— sin  (z  +  <p— ^28). 
Signe  qui  est  —  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  $  XII. 
Ainsi  comme  nous  l'avions  annoncé ,  la  partie  wm,  de  la 
tangente  mG  comprise  entre  les  deux  courbes  Q=B,  Q=0, 
est  plus  pelite  que  la  valeur  approché^;  de  o. 

(  La  fin  prochainement.  ) 


NOTE 

mr  lea  rncincii  rommm^urablc^  fractionnaires. 


Théorème.  -  étant  «me  quaîililé  commrnxurahle  irréduc- 

r 

tihk ,  racine  de  l'équalioa 

A.r"'+,\,r'"   '  t-A,r"'"'+ A^^-O, 


(•)  Nous  admettons  nu-on-  ici  (}U<'  it.  B  •^-' .'  =t:  rff  ,  c'csl-à-dirf  que  les 
courbes  0  ^--^  <•  >><'  peuvent  (^ire  lani^iMit«'s  à  »nG  :  il  on  rosnllci.iif  rn  efTrt  'jup 
0—  y  pourrait  ^ire  droit,  ce  (|ui  csl  inipossibU'. 
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A,  A,,  A,, A  m  sont  des  cocllicients  entiers,  on  aura  les 

conditions  suivantes  : 

A=:*P;     A,n=J;      Aa  +  A  =  p  j     Aa'+A.'.p  +  A,  =  p%- 
Aa^+A.a^P  +  A,^  +  A3  =  p' 

et  enfin  : 

Aa"*+ A.a^-'p-f  A,v-'P-f- Am-i«r"'+Amr=r=Ô. 

Démonstration.  La  dernière  équation  est  évidente,  puis- 
ci: 
qu'elle  exprime  que  -  est  racine.  Tous  les  termes,  le  premier 

excepté ,  sont  divisibles  par  p  ;  donc  Aa"*  est  aussi  divisible 
par  p  ;  mais  a"*  est  premier  avec  p  ;  donc  A  est  divisible  par 
3  ;  ainsi  A  =  p.  Le  même  genre  de  raisonnement  fait  voir  que 
Am=  a-  La  somme  des  deux  premiers  termes  doit  être  divi- 
sible par  (3  ;  divisant  cette  somme  par  a*"~',  le  quotient 
Aa-f- A,  est  donc  divisible  par  p.  La  somme  des  trois  premiers 
termes  doit  être  divisible  par  p"  ;  divisant  cette  somme  par 
a*""%  le  quotient  Aa'+A,>p  +  A.  sera  divisible  par  p',  et 

ainsi  de  suite.  C.  Q.  F,  D. 

A      A 

Corollaire  L  —  et  —^  doivent  être  des  nombres  entiers  j  et 

p  a 

de  même , 

_+A,;     --^,-+A.g  +  A.;     _-  +  A.p,+A.-  +  A3;   

La  loi  de  déduction  de  ces  quantités  est  évidente. 

On  a  donc  ces  diverses  conditions  pour  reconnaître  si  -^  est 

P 
racine  ;  et  si  une  &eule  manque  ,  alors  on  est  sûr  que  la  quan- 
tité essayée  n'est  pas  racine. 

Corollaire  II.  Si  p  =  1,  ces  critériums  deviennent  illu- 
soires ;  alors ,  on  cherche  des  critériums,  en  considérant  a 
comme  diviseur,  et  on  tombe  sur  la  méthode  connue  (voir 
1.  II ,  p.  523).  On  sait  d'ailleurs  qu'on  peut  toujours  ramener 
la  recherche  des  racines  commensurables  fractionnaires  à 
celle  des  racines  commensurables  enlières. 
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Corollaire  III.  Le  théorème  subsiste  lorsque  a  et  ji  sont 
des  expressions  littérales  n'ayant  point  de  diviseur  commun. 

Observation.  Le  théorème  peut  se  démontrer  directement 
à  l'aide  du  Ihéorème  de  M.  Gauss  sur  le  produit  de  deux  po- 
lynômes (t.  III,  p.  47) }  car  le  polynôme  donné  étant  entier  et 

divisible  par  jc  —  -  doit  donner  un  quotient  à  coefficients 

r 

entiers;  mais  ces  divers  coefficients  sont  : 

Aa  Aa^  a 

y  +  A.;     -pT  +  A.p-f  A.;   

donc,  etc.  Tm. 


RAYONS  DE  COURBURE  DANS  LES  CONIQUES. 

D'après  le  professeur  Strehlke  (  Crelle ,  toin.  II ,  pag.  380.  1827  ). 

I.  Lemme.  Soit  (x — py-{-{y  —  ^)'=^'  l'équation  d'un 
cercle,  axes  rectangulaires  ;  a,  Pj  a,  p'j  a",  ;3"  étant  les  coor- 
données de  trois  points  pris  sur  la  circonférence,  on  déduit  • 

a  —  a  a  —  a 

2(3  —  6")  S'— S'" 

a  —  a  a —  a 

II.  Soitjr*  =  -,  (^^ — «^')  l'équation  d'une  ellipse,  axes  rec- 
tangulaires; a,P;  a,  p';  a",  p"  trois  points  pHs  sur  cello 
ellipse.  Faisant  x  =  «cosop,  on  aura  j=://sincp;  donc  aussi 

a  =  acos<pi  p=:^sin<p;     a'=^coscp',  p  =  ^sin<p'; 

a"=:C0Sa>",    [■■/'=  bsino"; 

d'où 

X  —  a  /z  "2 

c/  -\-  a  =:  a  (COS  <p  -)-  COS  «j^'}  , 

'  ,  = (COS  cf  -f  COS  '/). 

a.  — a  i'i 
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Faisant  passer  urio  circonCérence  par  ces  trois  points,  on 
aura,  d'après  le  loinme  J  : 

'Ib         (.4-9'  a'—b\ 

2/7 COt ; — fl  =.  (C0Scp-f-C0S<i-')  , 

a  "1  a 

1b        *  +  /  a'^b' 

'2p  _  _  cot  — q  =  (COS  ^  -r  COS  '/  )  ; 

a  2  a 

d'où  l'on  tire  : 

a^ —  b*   .    (1)  -\-  o         ?'  ~h  9''        <p  -|-  <p'' 

^  b  2  2  2      ' 

cl  de  là  : 

a  — b        9 -1-  ",  r       rj  —  (p  9-\~  <p"   .    ?  -f-  ç'"! 

nz=  cos-^-4 —  cos^-— -!^ — sin  sin 

^  a  2     L  2  2  2     J 

et  r=.[.-pY^(i^~q)\ 

Faisant  cp=:cp'=  9",  on  a  pour  le  corcle  osculateur  : 

a'—b'    .    ,  a'—b'       , 

g  = SinV  i        pz= COS>  ; 

^  b  ^  a 

(a'sin"cp  +  Z;'cos'<p)' 
K  = 

ab 

.       ^' 
llï.  Hyperbole,  boitr  =    ^  (jc''-— a')  l'équation;  faisant  : 

y.  = ;   S  =  0  lanjir©  ; 

COS<p 

cl  procédanî  de  la  même  manière  ,  on  trouvi^  finalement  : 
ly.   Parabole.  Soit.r"  =/Ar  Téquaiion  ; 


5'    =  /ya  , 

?"=/...', 

r-K; 

d'f'ù  Ton  tire  : 

4^' 

P 

6-/4  77 

^  ~ 

~       2      ' 

P 

{f^oir  Gcrono,  t. 

II, 

p.  170.) 

__  (7^  +  ^^)^ 


!^01 


PROBLEME. 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  différentes  ellipses  assujetties  à 
être  tangentes  à  quatre  droites  données. 


PAR     M.    VAUQUEX.IN  , 

Élève  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Saint-Louis, 
classe  de  M.  AMIOT. 


Soit  ABCD  le  quadrilalère  donné.  Je  prends  pour  axe  dos 
X  une  des  tangentes  AD,  et  pour  axe  des  y  une  perpendicu- 
laire AY  à  AD  menée  par  le  point  où  cette  dernière  droite 
coupe  la  tangente  contiguë  AB. 

Ceci  posé,  soient  F,  F'  deux  foyers  appartenant  à  une  des 
ellipses  en  question ,  et  soient  a:^  y  les  coordonnées  du  point 
F  ;  jc\  y  celles  du  point  F'. 

On  sait  que  le  produit  des  deux  perpendiculaires  abaissées 
des  deux  foyers  d'une  ellipse  sur  une  tangente  à  cette  courbe 
est  constant  et  égal  à  0\  b  étant  la  moitié  du  petit  axe  de 
l'ellip^^e.  Or  les  distances  des  points  F,  F'  à  chacune  des  tan- 
gentes s'expriment  facilement  en  fonction  des  coordonnées 
de  ces  points  et  des  coelTicienls  constants  qui  entrent  dans 
l'équation  de  cette  tangente.  Ainsi,  en  égalant  successive- 
ment à  ^'  chacun  des  quatre  produits,  on  aura  quatre  équa- 
tions entre  les  quantités  //,  x\  y\  x ,  y  et  des  cocflicients 
connus.  On  pourra  donc  éliminer  les  trois  quantités  6\  jc\  j  ' 
entre  ces  quatre  équations,  et  l'équation  résultante  en  x  ^y 
sera  celle  du  lieu  cherché. 

Telle  est  la  marche  que  j'ai  adoptée  pcuir  résomlre  la  qties- 
îion   J'effectue  rapidement  les  calculs. 

AivN.  i)K.  M  vniKM.  IV,  -^ 
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Le  produit  des  dislances  de  F  ol  de  J'  à  Al)  est  xv'-  Ainsi 
on  a  la  relation  : 

xr'  =  ^''  (1) 

Soit  j>'=/;fa'  l'équation  de  Ah,  le  produit  des  distances  cor- 
respondantes sera  : 

iX  —  ma:)        [/—  mx') 

\/m'-\- 1  ^  yi^^^  ' 

On  aura  donc  : 

(  r  —  ma.)  (  y' —  mx') 

rr^; -  =  b\  (2) 

m  -f-  1 
Soient  enfin  y=f7i^a-\-n^  l'équation  de  BC  ciy=m^x-\-n.^ 
celle  de  CD ,  on  aura  pareillement  : 

(  jK  —  rn,x —  /ij  (y  —  m^x  —  n) 


{y—m^x—n^  {y>—m^x'—n^ 


=  h\  (3) 


=  b\  (4) 


Élinninant  h^  entre  ces  quatre  équations,  on  aura  les  trois 
nouvelles  équations  : 

^  _\y—nix)[f—mx) 

y  y  —  2  14         ' 

,__[y  —  ^n,x  —nj{  y—  m^x'—  Ji^i 
•^^  ~  m:+  1 

Chassant  les  dénominateurs,  simplifiant  et  ordonnant  par 
rapport  à  x\  y,  on  obtient . 

y  {rny+x)']rx'  [y  —  mx)  =  0  , 

y  ("hy  +  ff^,-^'  +  /^)  +  •^'  {f".y  —  "^>'  —  f'^ji.)  =  — 

—  {n,y  —  njn^x—n^), 
y  {'n,y  -f-  rti^x  -]-  «J  +  x'im^y  —  rn^x  ~  m^nj  =  — 

Pour  éliminer  x\  y'  entre  ces  trois  équations,  je  prends 
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dans  la  première  ji' ea  foMCtion  dey',   et  porlant  (  eltr  \a- 
leur  de  jc'  dans  ies  autres,  j'ai  : 

—  [n^J'-  —y)  [f^y  —  njn,v  —  n;)  , 

y\(jiix~y){my+m.^x+n.)~ir[my+x){ni.,X — Jti^x — ;//,/î;ij=  — 

—  [mx  —y)  (n^y  —  njn^x  —  il.^). 

En  divisant  ces  deux  dernières  équations,  membre  à  mem- 
bre, chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant  par  rapport  à 
X  et  j) ,  on  obtient,  toutes  réductions  faites  : 

y^nijij^ni — my-inji^in — ni^)]-\-x\nJ^ni—jn^) — iijni—iii\]niin^ 
•^y^x\jijjn — mj — njjïi—m^']m^m.i+yx\njiij^m—m^) — njnjjn—m.j] 
'i-yXn^'mXm^--m)—n,^TJi^{m^—m)—7ijijn{rn^—77i^)]-i-2xy/i,nJ,m^--m,)  }  =  0. 

■j-X'[77l7in^{m^  —  77l^)+77in^^{m,  —  77l)-\-77lJl'{77l 77?  J] 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  ne  peut  pas,  en 
général,  se  décomposer  en  facteurs.  Donc,  dans  le  cas  géné- 
ral ,  la  courbe  est  du  troisième  degré.  Il  est  bon  d'observer 
qu'elle  passe  par  l'origine.  Or,  si  on  avait  pris  pour  axe  des  x 
une  aulre  tangente,  et  pour  axe  des j'-  une  perpendiculaire  à 
celte  tangente  menée  par  le  point  où  elle  coupe  la  tangente 
contiguë ,  on  aurait  eu  un  résultat  de  même  forme.  Donc  : 

La  courbe  passe  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère 
que  forment  les  quatre  tangentes  Ç^). 

On  pourrait,  du  reste,  s'enassurer  directement  en  poêlant 
dans  l'équalion  de  la  courbe,  les  coordonnées  des  points  d'in- 
(erseclion  ;  mais  la  remarque  précédente  en  dispense. 

L'éiiuation  ,  dans  toute  sa  généralité,  offrirait  une  discus- 
sion peu  intéressante  i  mais  quelques  hypothèses  parliciilières 
sur  la  position  des  droites  vont  donner  dos  résultais  assc/. 
curieux. 


■)  Va  p.»!'  IC'  (Kmiv  .iulr(>^  (lu  fpi.ulril.Ut'Mi'  (Mniiplfi    p.  M .W 


En  supposant,  par  oxrmplo,  JîC  parallèle  à  AJ),  on  a 
/;/  =  0.  Cotte  hypothèse  réduit  l'équation  à  : 

+['C — f^,^J.  1  '¥nirn^)]y'-  [n^w-J(-njilm^--m)']x  ) 

Si  on  suppose,  de  plus,  que  CD  soit  parallèle  à  AH,  ce 
qui  revient  à  faire  m^  =  m  dans  l'équation  précédente ,  on 
aura  : 

m'y — T7t'x''-\-^mxy=\ii2 — nXi-\-fn^)]y — /i'mjr=0.    (A) 

Cette  courbe  est  du  deuxième  degré.  De  plus,  si  on  forme 
la  quantité  B'' —  4AC ,  on  a  B' —  4AC  =  4m'-j-  4m'^,  quanlité 
essentiellement  positive.  Ainsi  la  courbe  est  une  hyperbole. 
jVIais  alors  le  quadrilatère  est  un  parallélogramme.  Donc  : 

Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  assujetties  à  être  tangentes  aux 
quatre  côtés  d'un  parallélogramme  est  une  hyperbole  qui  jouit 
de  la  propriété  de  passer  par  les  quatre  sommets  du  parallé- 
logramme. 

On  peut  supposer  que  ce  parallélogranimc  devienne  rec- 
tangle. Pour  cela,  il  faut  faire  /n  infini.  IVlais  on  aura  alors 
une  indétermination  provenant  de  ce  que  n^  devient  aussi 
infini.  Pour  parer  à  cet  inconvénient  ,  je  remarque,  en  re- 
prenant l'équation ,  que  l'ordonnée  à  l'origine  pour  la  droite 

CD  est  a  = ^  ,  d'où  /?,  =  —  ni,u  ,  et  comme  ici  m^  =  m , 

m, 

?u=i  —  ma.  Portant  cette  valeur  dans  l'éc^uation  (A),  elle 
devient  : 

m'jy' —  m'j:'-(-  2mxj  —  [f/ia  -\-  m  {\  -{-  rn)]  y  -\- rnax  =  0. 

Divisant  par  m'  et  faisant  m  r=  x  ,  on  a  . 

y^  —  x"" —  n^y  -j-  ax  =  0. 
Ainsi,  dans  ce  ras,   l'hyperbole   es!  équilalère.  Elle  est 
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d'ailleurs  facile  à  construire  ;  car  ses  axes  sont  parallèles  aux 
côtés  du  rectangle  ,  et  son  centre  est  le  centre  même  de  ce 
rectangle. 

Enfla  on  peut  imaginer  que  le  rectangle  devienne  un  carré, 
et  pour  cela  il  suffit  de  faire  n^  =  a. 
Alors  l'équation  devient  ; 

y^ —  jt" —  ay  -\-  ax  =  0  ; 
d'où 

{y  —  x)  [y  ~\- X)  —  a  [y  —  x)  =  0  ; 

et  par  suite  .- 

[y  —  x)[y-^x  —  à)  —  (}. 

Ce  qui  donne  les  deux  équations  distinctes  : 

y  —  x  —  0,      y  +  jo ^  =  0, 

qui  sont  celles  des  deux  diagonales  du  carré. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  tous  les  cas  les  points 
qui  appartiennent  véritablement  aux  foyers  ne  forment 
qu'une  portion  de  la  courbe  totale  (*). 


SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES 


Mon  cher  M.  Terquem , 

Je  me  vois  forcé ,  à  mon  grand  regret ,  de  répondre  à  la 
lettre  de  M.  Guilmin  ,  contenue  dans  le  dernier  numéro  des 
Annales;  cette  nouvelle  réponse  sera  ,  du  reste ,  mon  dernier 
mot  :  il  est  temps  de  mettre  fln  à  une  polémique  ennuyeuse 
pour  M.  Guilmin ,  pour  moi ,  et  peut-être  aussi  pour  vos 
lecteurs. 


(*)    Les   aulros   poinls   apparlicnneiii    aux    coiiniuos    ex-instrilos     p.    iii, 
XXIX\  Tm. 


~  iOG  — 

M.  Guilmiii  dit  en  commenrant  .  «^  Il  m'a  semblé  que 
1S\.  Catalan  démontrait  trop  lona^ncmenl  une  proposition  d'ai- 
ijèbre  élémenlaire,  j'ai  cru  utile  aux  élèves  d'en  donner  une 
démonstration  plus  simple.  » 

M.  (îuilmin  avait  parfaitement  le  droit  de  trouver  ma  dé- 
monstration trop  longue  ;  et  il  a  bien  fait  de  cbercher,  par 
deux  fois,  à  en  donner  une  qui  fût  plus  simple.  A-t-il  atteint 
le  but  qu'il  poursuivait?  C'est  ce  que  nous  verrons  tout  à 
l'heure. 

il  ajoute  •  «  Cette  démonstration  ,  M.  Catalan  no  l'a  pas 
comprise  ;  cependant  il  paraît  l'avoir  étudiée  avec  tant  de 
bonne  volonté ,  que  je  me  fais  un  plaisir  de  lui  venir  en  aide.» 

M.  Guilmin  qui ,  à  ce  qu'on  m'assore  ,  et  ce  dont  je  suis 
fâché  ,  a  pris  au  sérieux  quelques  plaisanteries,  bien  qu'elles 
ne  s'adressassent  qu'à  sa  noie,  M.  Guilmin ,  dis-je.  me  plaisante 
à  son  tour  ;  cela  est  de  bonne  guerre.  Je  pourrais  riposter  ; 
mais  je  préfère  la  logique  aux  épigrammes ,  et  je  continue. 

Si  je  n'ai  pas  ,  la  première  fois ,  compris  la  démonstration 
donnée  par  M.  Guilmin  ,  ce  n'est  pas  tout  à  fait  ma  faute  ■ 
].  Guilmin  le  sait  bien  ;  au«-si ,  après  le  prénmbu'e  que  je 
viens  de  citer,  fait-il  une  nouvelle  rédaction  de  la  démons- 
tration dont  il  s'agit,  rédaction  aussi  claire  que  l'autre  était 
obscure. 

Malheureusement,  M.  Guilmin  regarde  comme  évidente 
la  proposition  qui  est  l'objet  même  du  débat ,  et  il  fait  un 
long  calcul  pour  prouver  une  chose  évidente,  l^a  première 
démonstration  péchait  par  la  forme  :  celle-ci,  si  je  ne  me 
trompe,  pèche  par  le  fond  ;  et ,  chose  assez  singulière,  elle 
est  à  la  fois  incomplète  et  surabondante.  C'est  ce  que  je  vais 
tâcher  de  faire  voir. 

Supposons  ,  pour  prendre  d'abord  un  exemple  très-simple^ 
qu'ayant  démontré  la  convergence  de  la  série 
a-\-  a--\-  a'  -f , 
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on  veuille  trouver  la  valeur  de  celle  série,  c'esl-à-tiire  la 
limite  finie  et  déterminée  vers  laquelle  tend  la  somme  des  n 
premiers  termes^  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si  l'on  re- 
présente par  .r  cette  valeur,  il  me  paraît  évident  que  l'on 
peut  écrire,  sans  aucun  calcul  : 

j^  =  a-^  ax  5 

car  la  série  pourrait  se  mettre  sous  la  forme  : 

a-{-a{a  -{-  a-\-a^  -[- ). 

Ainsi ,  dans  cet  exemple,  la  seule  difficulté  consiste  à  faire 
voir  que ,  pour  «  <  1 ,  la  série  a  une  valeur. 
Soit ,  en  second  lieu  ,  la  fraction  conlinuc  |  ériodique 

1 


^  + 


1 

a  -+■ 


S'il  a  été  démontré  que ,  le  nombre  des  périodes  augmen- 
tant indéGniment ,  les  réduites  successives  s'approchent  sans 
cesse  d'une  limite  finie  et  déterminée  x,  on  aura  évidemment  ■■ 

X  =  a  A . 

X 

Mais  ce  qui  n'est  pas  évident ,  ce  qui  exigeait  une  démons- 
tration, c'est  que  toute  fraction  conlinuc  composée  d'un 
nombre  illimité  de  termes,  a  une  valeur,  M.  Guiîmin  ne  pa- 
raît pas  avoir  envisagé  la  question  de  cette  manière  ;  aussi . 
comme  je  l'ai  déjà  dit,  admet-il  la  proposilion  qu'il  s'agis 
sait  précisément  de  démontrer,  et  s'atlache-til,  par  compen- 
sation ,  à  faire  voir  que 

n  -\- =r  a  -j ■ — 


/,   ^ /;    -I- 


C+    ...  '       C-\-      - 

et  cela  était  assez  peu  nécessaire. 

Permettez-moi ,  monsieur,  de  faire  ici  quelques  remartjues 


/ 
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sur  dos  fractions  continues  din'érenlcs  de  celles  que  l'on  con- 
sidère ordinairement  ;  remarques  qui  pourront  servir  à 
éclaircir  encore  la  question. 

Soit  la  fraction  continue  1res -.*»im}>le  : 

i 

1 

1 
\ . 


1 


Si  l'on  termine  cette  fraction  au  premier  terme ,  au  se- 
cond terme  ,  etc.,  on  trouve  successivement  : 

i ,       0 ,       X ,       1  ,       0 ,       00 ,       .... 

Ces  quantités  sont  périodiques  :  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de 
chercher  une  valeur  pour  la  fraction  ,  et  c'est  à  tort  que  l'on 
écrirait  : 

_  1 

Soit  ensuite  la  fraction  continue  : 

6 


-1  + 


14-^- 


-1+     ' 


-i  +  ... 

On  trouve  successivement  -. 

_-        —1^        —^        _^^^ 


11  n'est  nullement  évident  que  ces  nombres  tendent  vers  une 
limite  jr ,  et  à  priori ,  rien  ne  fait  supposer  que  l'on  puisse 
écrire  ; 

.r 

Si,  diins  le  premier  exemple ,  le  raisonnement  ordinaire 
«nnduit  à  un  résultat  absurde,  et  si ,  dans  le  second  ,  le  même 
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raisonnement  conduit  à  un  résultat  qui  est  peut-être  faux  ,  il 
est  donc  absolument  indispensable,  dans  la  théorie  élémen- 
taire des  fractions  continues ,  de  faire  voir  qu'une  fraction 

1 

de  la  forme  a  4-  — a  une  valeur. 

1 

''  +  — -r 


a  -\~  etc. 
Considérons  plus  généralement  la  fraction  périodique 

a 


1 


a 
\ 


1  —  etc. 


En  admettant  que  cette  fraction  ait  une  valeur  x,  nous 

aurons  : 

a 


b 
1 


1  —  X 


d'où 


x'  Jç-[b  —  a  —  \]  X  -\-  a  =  0. 

Il  est ,  je  pense  ,  assez  facile  de  démontrer  .- 

1*^  Que  si  cette  équation  a  ses  racines  réelles  ,  la  fraction 
continue  a  une  valeur  égale  à  Tune  des  deux  racines  de  cette 
équation  ; 

2°  Que  si  l'équation  a  ses  racines  imaginaires ,  la  fraction 
n'a  pas  de  valeur,  c'est-à-dire  que  les  réduites  se  reprodui- 
sent périodiquement,  en  passant  par  l'infini. 

Agréez,  etc.  E.  CATAl■4^. 

Paris,  10  juillet  1845 
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SUR  LE  MOYEN 

d'obtenir  l  équation  d'une  courbe  en  coordonnées  reclangu 
lairei^  lorsque  cette  courbe  est  donnée  par  sa  tangente. 

PAR  M.  TURQUAKr, 

Professeur  au  Collège  royal  de  Pontivy. 


Eu  disant  qu'une  courbe  est  donnée  par  sa  tangente,  j'en- 
tends qu'elle  est  donnée  par  une  équation  /(rz ,  j' ,  /?)  =  0 , 
entre  les  coordonnées  Jc.,y  ^  du  point  de  contact ,  et  la  tan- 
gente trigonométrique/?  de  l'inclinaison  de  la  tangente  sur 
l'axe  des  x. 

Je  supposerai  que  r?quation/' soit  algébrique  ,  et  j'admet- 
trai qu'en  un  point  donné  d'une  courbe  quelconque ,  on  ne 
puisse  mener  qu'une  seule  tangente,  à  moins  que  le  point 
donné  ne  soit  un  point  multiple  ou  un  point  conjugué.  Or 
une  courbe  ne  peut  avoir  qu'un  très-petit  nombre  de  sem- 
blables points. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'équation/' est  d'an  degré  pair  par 
rapport  à  y?,  elle  doit  avoir  des  racines  égales  pour  des  va- 
leurs d'jc  et  dy  qui  répondent  à  un  point  de  la  courbe  ;  car, 
si  cela  n'était  pas,  il  arriverait  qu'en  chaque  point  donné, 
(juand  même  il  ne  serait  ni  un  point  conjugué,  ni  un  point 
multiple,  on  ne  pourrait  mener  aucune  tangente,  ou  l'on 
«n  pourrait  mener  plusieurs. 

Par  conséquent,  le  polynôme  dérivé  de /par  rapport  i\ p. 
doit  être  nul.  Il  suffira  donc  d'éliminer  7?  entre  /'  et  sa  dé- 
I  ivée  par  rapport  à  p  ,  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  en 
coordonnées  rectangulaires. 

Oite  démonstration  ne  .s  applique  pas  au  cas  où  l'éiiua- 
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tionycst  d'un  degré  impair.  Mais  la  suivante,  plus  générale, 
s'appliquera  à  tous  les  cas. 

Remplaçons/?  par//,  et  supposons  que/?'  représente  l'i;:- 
clinaison  d'une  sécante.  Pour  que  cette  sécante  puisse  carac- 
tériser la  courbe,  elle  ne  doit  point  rester  quelconque  ,  mais 
elle  doit  être  assujettie  à  remplir  certaines  conditions,  pr.r 
exemple ,  à  sous-tendre  constamment  un  arc  de  grandeur 
donnée.  Or  cet  arc  pouvant  être  compté  à  droite  ou  à 
gauche  du  point  donné  xy^  il  en  résulte  qu'à  un  même  point 
donné  sur  la  courbe  répondent  deux  de  ers  sécantes ,  et  p;ir 
conséquent ,  deux  valeurs  réelles  de/?',  et  cela  ouel  que  soit 
l'arc  sous-tendu. 

Si  maintenant  l'arc  sous-tendu  devient  nul,  la  sécante  de- 
vient tangente,  et  à  chaque  valeur  d'.r  et  à'y  ne  répondra 
plus  qu'une  valeur  de/?'.  Je  dis  que  cependant  le  degré  de 
l'équation /n'aura  pas  changé.  Car/?'  désignant  l'inclinaison 
de  la  sécante,  et  p  l'inclinaison  de  la  tangente,  on  pourra 
poser /?'=/?  +  7-; 
d'où 

Kl  quand   la   sécante  sera  devenue    tangente,   c'est-à-dire 
qiiand  r.  sera  devenu  nu! ,  i'équation  se  réduira  à 

,/'(x,r,/?)  =  0. 

Ainsi  le  degré  de  1  équation  ne  change  pas ,  el  à  chaque  va- 
leur d'x  el  (\'y  répond  une  valeur  de  moins  pour  j).  Donc  , 
deux  valeurs  de  /?  sont  devenues  égales. 

Quand  1  équation  /' est  du  second  degré  par  rapport  à /' , 
on  peut  trouver  ré([ualion  de  la  courbe  sans  oliminalion  : 

K<\v  soit  p'  -\- p'i  •'■,.>')  +  /  \-yy ,  ^-^  0 , 
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on  aura  en  lésolvaiit  par  rapport  à  p  , 


Et  comme  les  valeurs  dep  doivent  être  égales  ,  on  doit  avoir 

« 

c'est  l'équation  demandée. 

Pour  exemple  proposons-nous  ce  problème  :  Trouver  une 
courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  sa  lan^enle  à 
deux  points  fixes  soit  égal  à  une  surface  donnée  b'. 

En  désignant  par  2c  la  distance  des  deux  points  fixes  ,  et 
par />  l'inclinaison  de  la  tangente  en  un  point  quelconque, 
on  trouvera  facilement  l'équation  suivante  : 

^y-pjOy^p^[c'  +  b')+b\ 
OU 

y  _-._!££_  H- V    /  Jc\f  -  iy  —  b')  (^'  —  ^^"^^^^) 

Et  par  suite  pour  l'équation  de  la  courbe 

^y"  —  iy  —  b')  i-r'  ~b^  —  c')=0; 

et  toute  réduction  faite 

ic'-^b')y  +  b'^j,^  =  b'{c^-{.b'). 

Equation  d'une  ellipse  dont  l'origine  est  au  centre ,  et  qui  a 
pour  axes  b  ,  et  l^^c'  +  ^'• 

On  résoudrait  de  la  même  manière  le  problème  suivant  : 

Quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété,  que,  en 

prenant  pour  axe  des  abscisses ,  la  ligne  qui  joint  deux  points 

fixes ,  les  ordonnées  de  la  tangente  correspondantes  à  ces 

points  fixes ,  aient  un  produit  constant  égal  à  b\ 

Note.  Le  problème  pro[)Osé  est  indé(erminé.  11  y  a  une  inli 
nilé  de  courbes  qui  sali^-font  à  la  question:   l'enveloppe  de 
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toutes  ces  courbes  y  satisfait  aussi  ;  et  c'est  l'équation  de  celle 
enveloppe  qui  est  ici  indiquée  ;  souvent  cette  enveloppe 
suffit,  par  exemple,  dans  cette  question  traitée  par  M.  Raabe 
(Crelle  ,  1. 1 ,  p.  330, 1826)  :  Étant  donnée  une  conique  et  un 
point  fixe  dans  son  plan  ,  trouver  une  seconde  courbe  telle, 
que  chaque  point  de  la  conique  soit  également  éloigné  de  la 
seconde  courbe  et  du  point  fixe.  On  parvient  à  une  équation 
difîérentielle  du  premier  ordre  ;  il  est  évident  qu'une  solution 
particufiére  résout  aussi  le  problème;  si  le  point  fixe  est  un 
foyer,  la  solution  particulière  est  un  cercle,  que,  par  anaicgic 
avec  ce  qui  existe  dans  la  parabole ,  M.  Raabe  a  désigné  sous 
le  nom  de  cercle  directeur.  (Voir  Blum.  t.  Il ,  p.  60). 


RAYONS  DE  COURBURE  PRINCIPAUX 

de  Vhèlicoïde  gauche. 

PAH  m.   F.  su.   PAIGNOIff. 


Parmi  les  surfaces  conoides,  trouver  celle  en  chacun  des 
points  de  laquelle  les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

L'équation  différentielle  des  conoïdes  est  : 

px  +  ^r  =  <^- 
On  en  déduit,  par  la  différentiation  : 

rx-\-p  +  sr=0, 

Eliminant  j-  oi  ^  entre  ces  trois  équations,  on  obtient  : 

///  -j-  y  V  -   2p(js  :=  0. 

La  condition  pour  que  les  rayons  de  courbure  principauv 
soient  égaux  et  de  signes  contraires  est  d'ailleurs  : 
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Si  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  élimine  tour  à 
tour  t  et  /',  ou  obtient  les  deux  équations  : 

(2)  t{p'-q')-2pqs  =  0. 

On  peut  écrire  l'équation  (1)  sous  la  forme  : 

On  en  déduit  par  l'intégration  ,  en  désignant  par  Y  unt' 
fonction  arbitraire  dejr  . 

On  déduit  de  même  de  l'équation  (2)  : 

(X  désignant  une  fonction  arbitraire  de  jc). 
Des  équations  (3)  et  (4)  on  déduit  : 

Y 


X^  +  Y 
X 


^      X^  4-  Y^* 
Or  on  doit  avoir  entre  p  cl  q  la  relation 

dp  dq 

dy  dx  ' 

qui  devient ,  après  toutes  les  réductions  effectuées 

^X  _       dY 

dx  dy>  ' 

relation  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant  : 

^X_ 

dx 
(  a  désignant  une  constante  arbitraire). 


—  il5  — 

On  a  donc  : 

X  =:  ax  -|-  h  , 

{b  elc  représentant  aussi  des  constantes  arbitraires). 
On  a  alors  pour/?  et  q  les  valeurs  suivantes  : 

c  —  ajx 

ax  -\-  h 
'^  =  ^ax-^br-{-[c—ayf 
L'équation  différentielle  de  la  surface  cherchée  est  donc  : 

[c  —  ay)  dx  [ax  -\-  b)  dy 


(^ax  +  bf+{c-ayr     '     (ax  +  bf+ic  — ayj 
On  trouve  en  l'intégrant  et  désignant  par  e  une  constante 

arbitraire  ; 

ax  -\-  b 

! —  ^tg{e  —  az). 

c—  ay 

On  voit  alors  quo  la  surface  cherchée  est  un  hélicoide 
gauche.  On  pouvait  d'ailleurs,  en  partant  de  l'équation  de 
i'iiélicoïde,  reconnaître  l'existence  de  cette  propriété  ;  mais 
le  problème  résolu  prouve  que  cet  hélicoide  est  la  seule  sur- 
face conoide  jouissant  de  la  propriété  énoncée. 

Note.  Ce  problème  a  aussi  été  traité  par  M.  Catalan  {Jour- 
nal de  l'École  polytechnique,  cahier  29,  p.  127,  1843,  et 
î.iouville,  VII,  203,  184?). 

NOTE 

Sur  la  démonstration  de  la  proposition  XI  du  livre  l  r  de  la 
Géométrie  de  Legendre. 

FAR  M.  BRETON  (DE  CHAMP)  , 

Ingénieur  des  ponts  ci  chaussées. 

Rappelons  d'abord  l'énoncé  de  cette  proposition  ; 

Les  circonférences  des   cercles   sont  entre  elles  connue   les 
rayons  ,  et  lenrs  surfaces  comme  les  carrés  des  raiiojts. 
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Pour  (loinoulrer  ce  thôorème ,  Legendro  suppose  tour  à 
lour  qu'au  lieu  de  cire.  R  :  cire,  r  ::  R  :  r,  on  ail,  s'il  esl  pos- 
sible, R  :  r  ::  cire.  R  :  cire,  r' ,  r'  étant  en  premier  lieu 
moindre  que  r,  ensuite  plus  grand ,  et  il  fait  voir  que  ces 
deux  hypothèses  conduiraient  à  des  résultats  absurdes. 

Les  partisans  de  la  méthode  des  limites  attaquent  cette  dé- 
monstration ,  en  ce  que  Ton  y  suppose  implicitement  qu'il  y  a 
des  circonférences  de  toutes  les  grandeurs.  Telle  est  l'objection 
reproduite  par  M.  Catalan  ,  dans  la  préface  de  son  excellent 
traité  de  géométrie,  où  il  expose  d'ailleurs  que  le  mode  de 
démonstration  connu  sous  le  nom  de  réduction  à  l'absurde  lui 
paraît  avoir  un  vice  radical,  savoir  qu'il  n'indique  en  aucune 
manière  le  chemin  que  l'on  aurait  pu  prendre  pour  trouver 
tel  ou  tel  théorème. 

On  a  certainement  exagéré  les  difficultés  de  celle  réduction 
à  Vahsurde ,  et  je  crois  exprimer  une  opinion  vraie  en  disant 
que  les  démonslraticms  où  ce  principe  esl  employé ,  ne  sont 
pas  plus  longues  que  les  démonstrations  par  la  méthode  des 
limites,  pourvu  que  Ton  tienne  compte  dos  explications  pré- 
liminaires nécessitées  par  cette  méthode  même.  Dans  beau- 
coup de  cas,  elles  sont  plus  courtes,  et  leur  uniformité  pré- 
sente à  renseignement  des  avantages  incontestables. 

J'avoue  cependant  que  la  méthode  des  limites  fait  mieux 
voir  la  route  suivie  pour  découvrir  la  vérité.  Mais  celle  des 
infiniment  petits  atteint  bien  plus  parfaitement  ce  but,  et 
sans  doute  ,  si  elle  n'est  pas  écrite  dans  les  traités  élémen- 
taires ,  c'est  qu'elle  se  présente  naturellement,  et  fournit  les 
notions  que  la  réduction  à  l'absurde  achève  de  démontrer. 
Il  ne  pouvait  entrer  dans  les  vues  de  Le}j;endre,  d'écrire  ce 
que  tout  le  monde  aperçoit  intuitivement  ;  Tilluslre  géomètre 
n'a  dû  insister  que  pour  établir  les  choses  en  toute  li- 
gueur. 

(>es  rétlexions  élaient  nécessaires  pour  montrer  qu'il  est 
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permis  de  préfôror  à  la  méthode  des  limites ,  le  principe  d'ex- 
haustion ,  ce  beau  fleuron  de  la  géomélrie  aru'lenn'\  Je  re- 
viens maintenant  au  théorème  ,  objet  de  cette  note ,  dont  on 
a  dit  que  la  démonstration  par  la  réduction  à  l'absurde  n'est 
pas  rigoureuse. 

Puisque  l'on  ne  veut  point  admettre  qu'il  y  ait  des  circonfé- 
rences de  toutes  les  grandeurs ,  je  ne  supposerai  pas  un 
quatrième  terme  plus  grand  ou  moindre  que  cire,  r,  mais  je 
dirai  : 

Supposons  ,  s'il  est  possible  ,  qu'on  ait  cire,  R  :  cire,  r  :: 
K  :  r' ,  r  étant  un  rayon  moindre  que  r  Comme  il  y  a  évi- 
demment des  rayons ,  sinon  des  circonférences  de  toutes  les 
grandeurs,  celte  manière  de  présenter  la  démonstration  écar- 
tera la  difficulté. 

A  la  circonférence  dont  le  rayon  est  r' ,  que  je  suppose  dé- 
crite concentriquement  à  cire,  r,  circonscrivez  un  polygone 
régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas  cire.  r.  Circon- 
scrivez à  eire.  R  un  polygone  semblable,  on  aura  entre  les 
périmètres  de  ces  polygones ,  et  les  rayons  des  cercles  inscrits 
pol.  R  '.  pol.  /•'  ::  U  :  /^' ,  et  comme  on  a  supposé  cire.  Il  : 
cire,  r  ::  R  :  /•',  on  aura  aussi  cire.  R  :  cire,  r  ::  pol.  R  : 
pol.  r' ,  proportion  impossible ,  puisque  cire.  R  est  moindre 
que  pol.  R,  et  cire,  r  plus  grand  que  pol.  r  ,  donc ,  etc.  Ce 
qu'on  vient  de  diresudit  pour  achever  la  démonstration. 

Il  y  a  donc  des  circonférences  et  des  cercles  de  toutes  les 
grandeurs  ,  conclusion  qui  lève  une  grande  partie  des  objec- 
tions du  genre  de  celle  qui  a  élé  faite  par  IM.  Catalan.  Cet 
exemple  fait  voir  comment  il  scmbliî  que  Legendre  aurait 
admis  implicitement,  dans  les  démonstrations  de  plusieurs 
propositions  importantes ,  des  vérités  tout  aussi  ditliciles  i\ 
prouver  que  celles  qui  font  l'objet  de  ces  propositioiis.  Tout 
le  traité  de  Legendre  peut  être  mis,  par  des  moyens  analogues, 
à  l'abri  de  ce  reproche. 

An\.  m    Matih^-m.  IV  -J 
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Dans  coqni  précède  ,  je  n'ai  touché  en  rien  à  la  définition 
du  rapport  de  deux  quantités  incommensurables  entre  elles, 
ce  sera  l'objet  d'une  autre  note. 

Note.  Nous  croyons  que  le  principe  si  évident  d'Arbogast 
suffit  à  tout,  au  passage  des  dimensions  courbea  aux  dimen- 
sions rectilignes^  et  au  passage  du  commcnsurable  à  l'incom- 
mensurable ;  savoir  :  que  deux  quantités  constantes  sont 
égales,  lorsqu'elles  sont  comprises  entre  deux  limites  va- 
riables ,  et  dont  la  difîérence  peut  devenir  moindre  qu'aucune 
quanlilé  donnée.  Ce  principe  a  le  mérite  de  la  clarté,  de  la 
rigueur,  de  l'uni vcrsaliié,  de  l'uniformité,  et  même  delà 
brièveté.  Nous  attribuons  ce  principe  au  célèbre  ana- 
lyste de  Strasbourg,  parce  qu'il  est  énoncé  dans  un  mé- 
moire présenté  à  l'Institut,  et  non  (  ncore  publié,  sur  les  prin- 
cipe s  du  calcul  infinilésimal  ;  mémoire  qui  sert  de  base  aux 
travaux  les  plus  récents,  et  à  V enseignement  polytechnique 
actuel  de  cette  partie  de  la  science  (Voir  Cale,  des  dérivations, 
préface,  Xll ,  note  1800^  et  Lacroix  ,  Cale.  diff.  ,  tome  I , 
§239). 

Ainsi  dans  lé  cas  actuel  -  est  compris  entre  -  et  ^  ;  P  eip 

sont  deux  polygones  réguliers  de  même  nom ,  l'un  circon- 

.      .  C'  F      p' 

scrit,  l'autre  uiscrit  ;  de  même  —  est  compris  entre  —  et^; 

V       V    p       p'     ,       c      a 
oj-      =--■<-  ='—^-  donc  ^  ei—,  sont  entre  les  mêmes 

K         K       1\         Il  il       JH 

P       p 
limites  variables  -5-  et  -,  et  on  sait  que  P — p  peut  descendre 

C        G' 

au-dessous  de  toute  grandeur  donnée  ;  donc      =  — .    La  dé- 

K        K 

cercle  R. 
monsIrationd'Euclide  que  — t>v^    est  un  rapport  constant, 

R 

n'est  pas  sujette  à  l'objection  faite  contre  la  démonstration  de 

Legendre  [Euclide,  XII,  prop.  2);  là  on  lit  aussi  une  propo- 
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silion  que  j'ai  dit  erroiiément  n'être  pas  dans  Euclidc  (t.  lîT, 

p.  587 ,  observation)  ;  l'illustre  gcomèlrc  Alexandrin  ne  s'oc- 

^  circonf.  R     .,  .    .  ,   , , 

cupe  pas  (lu  rapport— — ;  il  était  probanlement  arrête 

par  la  difficulté  de  démontrer  que  P — p  peut  devenir  plus 
petit  qu'aucune  quantité  donnée  ;  la  découverte  de  la  con- 
stance de  ce  rapport  est  un  des  nombreux  titres  d'Archimède 

1 

à  l'immortalité  ;  il  a  trouvé  que  cercle  1\  =  -  R  circoi;!'.  R  ; 

cercle  R  ,        circonf.  R 

or  — — —  est  constant  ;  donc ~ ,  est  aussi  un  rap- 

R  R 

port  constant  double  du  premier. 

Tm. 


THEOREME 

sur  le  triangle  situé  dans  le  plan  d'une  conique. 


I.  Problème.  Etant  données  deux  sécantes  dans  le  plan 
d'une  conique ,  mener  par  leur  point  d'intersection  deux 
autres  sécantes  simultanément  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  premières  sécantes  et  conjuguées  par  rajîporl 
à  la  conique. 

Solution.  Soient  MN  ,  MP  les  deux  sécantes  données  ;  je 
prends  MN  pour  axe  des  jc  et  MP  pour  axe  des.r  j  et  soient 
y  =jpjc  ^jr  =  qjc  l'équation  des  deux  autres  sécantes  ;  l'équa- 
tion de  la  conique  est  à  six  termes  ;  les  nouvelles  sécintr** 
devant  être  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  ax'.s, 
on  a/7  4-  ^  =  0  [f^oir  t.  II ,  p.  30G  ,  Observation).  Les  mêmes 
sécantes  devant  être  conjuguées  par  rapport  à  la  conique , 

«n  a  :  A// —  C  =  0  (I    ï ,  p.  495)  ; 
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d'où 


-VI- 


ainsi  îe  problème  est  toujours  possible  dans  l'ellipse  et  la  pa- 
rabole; pour  riiyporbole,  le  problème  n'est  possible  que  lors- 
que A  et  C  sont  de  même  signe ,  c'est-à-dire  lorsque  les  deux 
sécantes  axes  sont  toutes  deux  simultanément  parallèles  à  des 
diamèlrcs  qui  rencontrent  ou  qui  ne  rencontrent  pas. 

Soit  r  le  produit  des  segments  formés  par  sécante  MN  ,  et 
s  le  produit  des  segments  formés  par  la  sécante  MP,  pris  à 
partir  de  M ,  on  aura  : 


\/> 


III,  p.  511)  i 


a  étant  l'angle  que  forme  la  troisième  sécante  avec  l'axe  des 
j:  ,  et  a  Tangle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des^,  on  a  . 


sina m      /s 

^Tîn^^y     r' 


il  est  évident  qu'une  sécante  entre  dans  l'angle  des  coordon- 
nées de  même  signe,  et  l'autre  dans  l'angle  adjacent.  Lorsque 
les  deux  axes  donnés  sont  des  tangentes ,  la  sécante  intérieure 
devient  un  diamètre. 

II.  Théorème.  Un  triangle  ABC  étant  situé  dans  le  plan 
d'une  conique,  si  par  le  sommet  A  on  mène  deux  sécantes 
simultanément  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  cô- 
tés AB,  AC,  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique;  de 
même  aux  sommets  B  et  C  ;  les  trois  sécantes  intérieures  se 
coupent  en  un  même  point  ;  de  même  deux  sécantes  exté- 
rieures partant  des  sommets  A  et  B,  et  la  sécante  intérieure 
partant  de  C  :  en  tout ,  quatre  points  de  rencontre. 

Démonstration.  Soient  a  et  a  les  angles  que  forme  la  sé- 
cante intérieure  parlant  de  A  avec  les  côtés  AC  et  AB  ;  p  et 
3'  les  angles  que  forme  la  sécante  en  B  avec  BA  et  BC  ;  y  et 
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7  les  aimlcs  que  fait  la  sécanle  en  C  avec  CB  et  CA  :  -7-7-. 

est  égal  au  rapport  des  segments  fornoés  en  A ,  sur  AB  et  AG 

suffisamment  prolonges  (1).  De  même  -v-ttt;  et  -7-7-,  pour  les 

'  sm  p       sm  y 

.   o       '         ^  /^     .        sin'a  sin'B  sin'y     ^  ,     , 

segments  formes  en  B  et  en  C  :  donc   .  ,  ,  .  ,^,  ,  ,  ,  est  égal 
^  '  smVsin'P'siny         ^ 

au  produit  des  trois  rapports  segmentaires.   Mais  d'après 

le    théorème  de  Carnot,    ce   produit   est  égal   à  l'unité; 

sina  sin3  s'my       ,         ,      .  

donc-^ — —. — r-' — 7  =  ±1  ,  le  signe  supérieur  mdique  que 
sina'sm(5  smy  or  n      n 

les  trois  sécantes  intérieures  se  rencontrent  en  un  même 

point,  et  le  signe  inférieur  est  relatif  à  la  seconde  partie  du 

théorème.  Mais  pour  l'hyperbole ,  le  théorème  ne  subsiste 

qu'avec  la  restriction  signalée  ci-dessus. 

Observation  I.  Lorsque  les  côtés  du  triangle  sont  des  tan- 
gentes à  la  conique,  un  des  quatre  points  de  rencontre  est  le 
centre  de  la  conique,  et  les  trois  auires  points  de  rencontre 
sont  les  centres  respectifs  de  coniques  semblables  à  la  conique 
donnée,  semblablement  située  et  touchant  les  côtés  du  tri- 
angle ;  propriétés  faciles  à  démontrer. 

Observation  IL  Lorsque  la  conique  est  un  cercle,  le  théo- 
rème donne  la  propriété  élémentaire  des  bissectrices  des 
angles  d'un  triangle  ;  et  par  la  méthode  des  projections,  ce 
théorème  élémentaire  suffit  pour  établir  le  théorème  relatif 
à  Tellipse ,  mais  non  pour  les  deux  coniques  à  branches 
infinies. 

Observation  III.  Le  théorème  subsiste  également  lorsque 
le  triangle  ABC  est  inscrit  dans  la  conique  ;  alors  le  rapport 

segmentaircse  trouvant  sousla  forme  de  -  a  une  valeur  déter- 
minée (I.  111,  p.  512). 
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SUR  L'ÉVALUATION 

du  volume  d'un  parallélipipède  à  une  hase  sphérique. 

D'après  Euler  (*). 


I.  Soient  O  lo  cenlrc  d'une  sphère^  OA,  OB,  deux  rayons^ 
à  angle  droit  ;  M  un  point  sur  OA  ;  N  un  point  sur  OB.  Ayant 
construit  le  rectangle  OMPN,  on  le  prend  pour  base  d'un 
parallélipipède  droit ,  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  sphère.  Il 
s'agit  d'évaluer  le  volume  de  cef  k'  portion  de  la  sphère. 

IL  Désignons  par  00',  MM',  PP',  NN'  les  quatre  aréles^ 
du  parallélipipède. 

Faisons  OM  ==  m  -,     m  et  71  sont  plus  petits  que  r  ; 
ON  =n; 

00'  =  r  =  rayon  de  la  sphère  ; 
on  aura  : 

PP'^  =r'—m'—n'  =  p"; 


TIl 

n 

= 

sinu  ; 

11 
m' 

z= 

sint*  ; 

mn 

=^ 

sin/ , 

1    t 
m  n 

\  =  le  volume  du  parallélipipède  sphériquc. 
On  a  : 

6V  =  2mnp'-\-  2r^  [mu  -\~  iw  —  rt\  -\-  nn'Ui  -f-  inni'^i'. 


(')  N.  Comm.  Pctrop.,  loinc  XIV,  p.  so,  an.  J769. 


III.  Lorsque  le  point  P  est  sur  la  sphère,  alors  ;;i'-|-«^=r' 
m-^=Ti!  ;  nz=i  lit!  ;  et  l'on  a  : 

6V  =  Trr'  (m  -\-n  —  r)  -j —  mn  [ni  -\-  n)  ; 
ce  qui  atteint  le  maximum  lorsque  m=^n\  et  alors 

3  3 

'i  4 


SUR    LES    LIGNES 


APLANETIQUES,  LEMNïSCATES  ,  CAUSTIQUES  ,  etc. 


1.  Lemme  I.  L'enveloppe  d'un  cercle  assujetti  à  passer  par 
un  point  fixe,  et  {i  avoir  son  centre  sur  une  droite  fixe  est , 
outre  le  l^r  point  fixe,  un  second  point  fixe,  symétrique  au 
premier,  relativement  à  la  droite. 

2.  Lemme  II.  Un  cercle  étant  assujetti  à  avoir  son  centre 
sur  une  ligne  plane  quelconque,  et  à  passer  par  un  point 
fixe,  situé  dans  le  même  plan,  le  lieu  du  point  symétrique 
au  point  fixe,  relativement  aux  tangentes  à  la  ligne  donnée, 
est  la  courbe  enveloppe  du  cercle  ;  plus  le  point  fixe  lui- 
même. 

Démonstration.  Le  cercle  mobile ,  dans  doux  positions  in- 
finiment voisines,  peut  être  considéré  comme  se  mouvant 
sur  la  tangente;  or  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
cercles,  est  le  point  de  contact  du  cercle  mobile  avec  son  en- 
veloppe ;  donc... 

3.  Lemme  III.  Un  cercle  étant  assujetti  «î  avoir  son  centre 
sur  une  droite  fixe ,  et  à  toucher  conslamment  une  seconde 
droite. situées  l'une  et  Taulre  dans  le  même  plan,  a  pour  en- 
veloppe, outre  cette  seconde  droite,  une  Iroisiénie  droite  ii\Q  ; 
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la  première  droite  est  la  bissectrice  des  deux  autres.  Pour 
tliaque  position  particulière  du  cercle  mobile,  le  point  de 
contact  avec  son  enveloppe  est  le  point  symétrique,  relative- 
ment à  la  première  droite,  du  point  où  le  cercle  touche  la 
seconde  droite. 

4.  Lemme  IV.  Un  cercle  étant  assujetti  à  avoir  son  centre 
sur  une  ligne  plane,  et  à  toucher  constamment  une  seconde 
ligne,  située  dans  le  même  plan ,  pour  chaque  position  par- 
ticulière du  cercle  mobile,  le  point  de  contact  avec  l'enve- 
loppe est  le  point  symétrique  du  point  de  contact  avec  la  se- 
conde ligne,  relativement  à  la  tangente  à  la  première  ligne , 
menée  par  le  centre  du  cercle  ;  c'est  une  conséquence  immé- 
diate du  lemme  précédent. 

5.  Définition.  Une  ligne  aplanétique  est  l'enveloppe  d'un 
cercle  variable  de  grandeur,  et  dont  le  centre  décrit  une 
ligne  plane  nommée  directrice ,  et  qui  touche  constamment 
une  seconde  ligne  située  dans  le  même  plan,  et  qu'on  peut 
nommer  ligne  ^o/«ire. 

6.  Si,  conservant  la  même  directrice  ,  on  prend  la  ligne 
aplanétique  pour  ligne  polaire,  celle-ci  deviendra  une  ligne 
aplanétique;  donc  ces  deux  lignes  sont  conjuguées  relati- 
vement à  la  directrice;  étant  données  deux  lignes  planes 
quelconques,  on  peut,  généralement  parlant,  les  considérer 
comme  conjuguées,  relativement  à  une  ligne  directrice; 
ainsi  deux  droites  sont  aplanétiquement  conjuguées,  relati- 
vement à  leur  bissectrice  ;  deux  cercles  sont  aplanétiquement 
conjugués,  en  prenant  pour  directrice  une  hyperbole,  etc. 

7.  Lorsque  la  ligne  polaire  se  réduit  à  un  point  fixe ,  on 
rentre  dans  le  cas  du  lemme  II. 

8.  Pour  mener  une  tangente  a  une  ligne  aplanétique  ,  par 
un  point  situé  sur  la  ligne,  il  sulïit  de  mener  une  tangente  au 
cercle  mobile,  répondant  à  ce  point. 

*.).  l'rufflnne.  l-Manî  donnée  réijualion  d'une  conique  direc- 
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trice ,  et  les  coordonnées  d'un  pôle,  trouver  l'équation  de  ht 
ligne  aplanétique ,  conjuguée  au  pôle. 

Solution.  Soit  Ajr'  +  Bjtt  +  Cx'  +  I)/  +  Ex  +  F  =:=  0 , 
l'équation  de  la  conique  ;  les  axes  sont  rectangulaires  ;  et 
soient  a  et  b  les  coordonnées  du  pôle  :  abaissant  du  pôle  une 
perpendiculaire  sur  une  tangente  à  la  conique  ,  passant  par 
le  point  {pc\y) ,  et  doublant  celte  perpendiculaire,  on  aura 
un  point  de  l'enveloppe  (lemme). 

Or,  l'on  a  : 

y'  [2Ar+Bjr+D]-f-x'  [2Cx+Br+E]  =  —  D> —  Ex  —  2F  , 
équation  de  la  tangente  \ 

y[BK— 2Ax  — B^  +  2Art]+x'[2Cr--Bx  — 2C6  +  B^]  = 
=  — E:r  +  D.r  +  E^  — Da; 

équation  d'une  perpendiculaire  à  la  tangente,  abaissée  du 
pôle. 

De  là  on  tire  : 

1i!  {f  J^x')—y{V^hV)  4-  x{n'-l<!a)—na-\-hï 

T 
k  (y  4-.r')-fjK(/z  — /v/')  —  .r  {l-\-hk)   —  nb  +  al 


y 


X    = 


T 

T  ==  m  (y-^x^)  —x  {k'  +  r?ib)  —  x  [k -\-  ma)  +  bk'-^ak  ■ 

substituant  les  valeurs  de  y,  x\  dans  l'équation  de  la  co- 
nique ,  on  a  l'équation  du  lieu  de  la  projection  du  pôle  sur  la 
tangente.  Pour  faciliter  le  calcul,  nous  devons  faire  con- 
naître cinq  nouvelles  identités (\m  se  présentent  très-souvent. 

1.  Ar  —  B/i/'  +  C/i'+D/7/  — E/U-'+Fr  =  Ar  — B/i/'  + 
j^Oi'  —  Vk'  +  k'im  —  Yn  +  2FA'']  =  M'^—BnV  + 

j^Oe  —  Vk"=zU<. 

2.  A/r'  —  hiil  +  Cr  —  Hnk  +  Flk  +  Yk'  =  U. 

:i .  2  A  A7'  +  B  [kl  —  A'//]  —  2CA7i  +  D  [inl'  +  k"]  +  F  [kk'  —  ,nn\^ 
-f  2FmA-=/'  1 2A A  -i-  Wk  + 1)//^  |  -  n  [2C/t4-  lU'  +  Vm  ] -i-  /.'  [1)A'  -f 

^-la^-l?///Flr=^2i./'. 
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4.  -  2AA'/i+li[A7~-yt/i]  +  2CA/  +  D  [U'  -  mu]  AE[ml  +  k']  + 

+2FmA'  =  2LA. 

5.  -2A/'/i+B[//'+/i^]  — 2C//i4-U[/'A— //^']  +  E[M'  — «À]H- 
4-2FA-A''==-./f  [2A/'— B/2+2C/]  +  B//'— 2FM'+  A- [D/' -  E/i] - 

effectuant  le  calcul,  et  après  avoir  divisé  tous  les  termes  par 
le  facteur  commun  L ,  il  vient  : 

mix'+xy  —  2{mb-ï-k')j^^  —  2[ma+k)x^  —  2yx  {am+k)— 

—  2xy{bm-hk')  +y  lfnb''+Uk'+2ka+l']+2xj[niab'^kb  + 
+k'a  —  ?i]-tx'  [ma'+Hak+^k^b^  l]+2j  [  —  k'b^  —  kab—}{\) 

—  l'b  H-  na]  +  2jf  [  —  ka'  —  k'a  b  — la+nb]  +  bW  -^aH- 

— 2nab=z0. 

X         Y 

Remplaçant  x  ç^i  j  par  •-  et*^  ,  on  obtient  l'équation  de  la 

courbe  aplanétique  cherchée. 

Corollaire  L  La  ligne  donnée  par  l'équation  (1)  est  donc 
une  ligne  semblable  à  la  courbe  aplanétique  ,  semblablemcnt 
placée,  de  dimension  moitié  moindre  ;  et  le  pôle  est  le  centre 
d'homologie. 

Remarque.  L'intersection  de  la  courbe  (1)  avec  la  conique, 
donne  les  pieds  dés  normales  menées  par  le  point  (a  ^  b)ai  la 
conique  ^  nous  savons  d'ailleurs  que  ces  points  sont  déter- 
minés par  l'intersection  de  la  conique  avec  une  hyperbole 
équilalère  (p.  17  ,  t.  II)  ;  qui  est  aussi  le  lieu  géométrique  de 
l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (<2,  b) 
sur  une  tangente  ,  avec  le  diamètre  passant  par  le  point  de 
contact.  (Poncelet ,  Propriétés  projectives  ,  p.  288,  §  492.) 

Corollaire  II.  En  prenant  la  ligne  (1)  pour  ligne  polaire , 
le  pôle  devient  l'aplanétique  conjuguée  ;  ainsi ,  la  ligne  doit 
passer  par  le  pôle  (lemme  6).  En  effet ,  l'équation  est  satis- 
faite en  faisant  x=^a  et  j^  =  //  ;  ce  qu'on  pouvait  prévoir  par 

les  valeurs  de  x'  et  y,  qui  se  réduisent  par  ces  substitutions 

,  0 
«I  -. 

0 


I 
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Corollaire  III.  Lorsque  m  n'est  pas  nul ,  les  termes  du 
quatrième  de^ré  ne  peuvent  s'anéantir  ;  donc  pour  l'ellipse  et 
l'hyperbole  l'aplanétique  est  toujours  une  courbe  fermée. 

Corollaire  IV,  Si  le  pôle  se  confond  avec  l'origine,  alors 
l'équation  (1)  devient  : 

m  [y''-\-  xy—  2A>-3—  ^kx'^—  2kyx—  2k'xy-\-iy- 


.    i'2) 
—  2nxy+  lx'  =  0.  ' 

Lorsque  l'origine  est  un  foyer,  l'on  a,  comme  on  sait,  1  =  1'  ; 
«  =  0  ;  l'équation  divisible  par  jr'+^"  devient  celle  du  cercle 

m  {y+  .r')  —  2ky  —  2kx  +  /  =  0  , 
cercle  concentrique  à  la  conique  et  passant  par  les  extrémi- 
tés de  l'axe  focal.  Dans  la  parabole,  le  cercle  se  change  dans 
la  droite ,  ayant  pour  équation  2k'x-^2kx  —  /=  0  ,  qui  est 
la  tangente  au  sommet. 

Corollaire  V.  Passant  aux  coordonnées  polaires ,  l'équa- 
tion (2)  donne,  après  avoir  divisé  par  z"  -. 
jriz  —  2z(A:'sincp4-^cos<p)+^'sin'<ï) — 2/îsin«pcos<p4-^cos'<p=0  ; 

d'où  : 

wz  =  A'sin(p  +  Â:cos(p±:2\/ L(A.cos^o —  Bsin<pcos«p  -|-Csin'cp) 
(  Voir  les  identités  ,  t.  I .  p.  490). 

r  Ellipse.  La  quantité  sous  le  radical  ne  peut  jamais  deve- 
nir nulle  et  reste  essentiellement  positive.  Donc  z  est  tou- 
jours réelle  :  autrement  une  droite  menée  par  l'origine  coupe 
la  courbe  en  deux  points.  Pour  que  z  soit  nulle  ,  il  faut  que 
l'on  ait  /'  sin'  cp  cos  ©  —  2ri  sin  cp  cos  cp  -|-  lcos\  =:  0  ;  ce  qui 
donne  : 

71  dz  2\/fL 

lang  cp  = — . 

/// 

Lorsque  l'origine  est  dans  l'iulérieur  de  la  courbe,  FL  est 
négatif;  par  conséquent,  lorsque  l'équation  est  débarrassée 
de  z\  la  courbe  ne  passe  point  par  l'origine  ;  mais  lorsque 
l'origine  est  extérieure  à  la  courbe,  le  produit  FL  étant  positif 
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(t.  11,  p.  11-2),  la  courbe  passe  par  l'origine,  qui  est  alors  un 
point  nmlliple  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  alors 
on  peut  nicnc T  par  l'origine  deux  tangentes  à  l'ellipse.  Il  est 
possible  aussi  de  mener  par  la  mC'mc  origine  deux ,  trois  ou 
quatre  normales  (t.  1]  ,  p.  22,  23).  Ainsi,  selon  la  position  de 
l'origine,  la  ligne  aplanélique  toucliera  Tellipse  en  deux,  trois 
ou  quatre  points  :  il  est  évident  qu'elle  n'a  aucun  point  dans 
l'intérieur  de  l'ellipse. 

L'origine  étant  au  centre  ,  cl  rapportant  l'ellipse  à  ses  axes 
principaux  ,  il  vient  : 

mz  =  2  KL(Acos>  +  Csin>"). 

2^*  Désignant  le  grand  axe  par  a  et  le  petit  axe  par  b ,  on 

aura  : 

z'  =  cC  cos^'cp  -j-  y  sin'cp. 

a  est  toujours  un  maximum  ;  et  tant  qu'on  a  a"  <<  2^%  h  est 
aussi  un  maximum;  la  courbe  aplanétique  est  comprise  entre 
l'ellipse  et  les  côtés  du  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse.  Mais 
lorsque  d^  est  supérieur  à  6%  h  devient  un  minimum ,  et  il  y 
a  à  l'extrémité  du  petit  axe  un  point  de  rebroussemenl  ;  et 
lorsque  /2^=-2Z/' ,  les  extrémités  du  petit  axe  sont  des  centresde 
courbure  (t.  11,  p.  79),  et  l'ellipse  est  la  projection  d'un  cercle 
incliné  de  45°  sur  le  plan  de  l'ellipse  ;  et  dans  ce  cas ,  h  est 
encore  un  maximum.  En  général ,  pour  que^  devienne  égal 
à  Z/ ,  il  faut  avoir  j:  =  0  ou  x^  =^a^  —  2b^. 

L'aire  de  la  courbe  est  égale  au  demi-cercle  construit  sur 
la  corde  du  cadran  elliptique. 

z^cp  est  l'élément  d'un  arc  elliptique  ;  seconde  espèce  de 
transcendante  elliptique. 

2"  Hyperbole.  La  quantité  sous  le  radical  peut  devenir 
nulle  et  par  conséquent  devenir  imaginaire  ;  on  obtient  ainsi 
pour  lang'f  deux  limites  : 

\S±.\/m 
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on  peut  supposer  B  =  O.  On  voit  donc  que  les  droites  limites 
sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  et  se  confondent  avec 
elles,  lorsque  l'hyperbole  est  équilalère. 

Lorsque  l'origine  est  au  centre ,  l'équation  devient,  après 
avoir  divisé  par  2'  : 

z'  =  «'COS'cp  —  ^'sin'o  ; 

ce  centre  est  un  point  d'inflexion  ;  la  courbe  a  la  forme  d'un 
huit  de  chiffre,  plus  connu  sous  le  nom  de  lemniscate  ,  mot 
dérivé  du  grec,  où  iî  signifie  une  rosette  de  ruban.  Si  b'^a, 
la  lemniscate  est  dans  l'angle  des  asymptotes ,  qui  sont  sé- 
cantes. Si  ^  =  «,  les  asymptotes  deviennent  tangentes;  et 
pour  b  <^a  ^  la  lemniscate  coupe  les  asymptotes  en  deux 
points,  outre  l'origine  qui  est  un  point  double  (p.  142). 
L'équation  aux  coordonnées  rectangulaires  est  : 

résolvant  par  rapporta  x,  on  conclut  facilement  que  la  va- 

Cl 

leur  maxima  de  jr  est  — ,  qui  répond  à  l'abscisse 

.^_d'  [a''-{-2b') 
^  ■"      k{à'-\-b') 

Si  nous  désignons ,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  un , 

par  a  la  longueur  numérique  de  l'arc  dont  la  tangente  trigo- 

a 
nométrique  est  -,  l'aire  totale  de  la  lemniscate  est  : 

-  cia"—  b')  +  -  {a'+  b')  sin  2o. 

Lorsque   l'hyperbole  est  équilatérc  (lemniscate  de  Bcr- 
noulli) ,  cette  expression  se  réduit  à  . 

—  est  rélcment  de  la  première  espèce  do  transcendante 

z 

elliptique. 
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Faisant  a^=zb'  =  '2a'\  réquation  peut  se  mettre  sous  la 
forme  : 

[y+  [oc  -  a'Y]  [^H-  {X  +  af-]  =3  a'\ 

Donc  la  lemniscate  de  Bernoulli  est  aussi  une  Cassinoide , 
ayant  ses  deux  foyers  sur  l'axe  transverse ,  à  une  distance  du 


a 


centre  égale  à       zn- 
V/12 

10.  On  peut  donner,  dans  certains  cas  particuliers,  aux 
équations  de  la  tangente  et  de  la  normale ,  des  formes  très- 
avantageuses ,  surtout  pour  résoudre  promptement  des  pro- 
blèmes aux  examens. 

Soit  l'équation  de  l'ellipse ,  rapportée  aux  axes  principaux, 

On  voit  facilement  qu'en  prenant  : 

ma'  b' 


JC=' 


[/  m'a'  -f  b'  '         '^'       \/m'a'+  b'  ' 

JL'  ely  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse;  or,  en 
ce  point,  on  a  : 

y  ■=  mx  -f-  l^m'a'  -\-  b^  (1) ,  équation  de  la  tangente  ; 

1  c' 

y  =^ X (2) ,        id.      de  la  normale  ; 

"'  VmW+b' 

OU  c'  =  à' —  b\ 

La  forme  (1)  est  une  suite  de  l'équation  (18)  (t.  II,  p.  108), 

1 

et  on  trouve  la  forme  (2)  en  supposant  x= x-\-p{^) 

et  déterminant  p  de  manière  que  l'intersection  des  droites  (1) 
et  (3)  soit  sur  l'ellipse. 

Probl.  I.  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  {x\y')  sur  une  tangente  à  l'ellipse. 

Solution.  La  parallèle  à  la  normale  a  pour  équation  : 

j—y'— {x  —  x')  ; 

m 
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éliminant  m  entre  cette  équation  et  l'équation  (1),  il  vient  : 

équation  du  lieu  cherché. 

Prohl.  IL  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  {x\y)  sur  la  normale. 

Solution.  y  — ./'  =  m  [x  —  x') , 

équation  de  la  parallèle  à  la  tangente  ;  éliminant  m  entre 
cette  équation  et  l'équation  (2) ,  il  vient  : 

[y(y-y)+A^  -^')'î  [.^\y-y)^+  b\x-x')^]=c'^  (x-x')^, 

équation  du  lieu  cherché. 

Parabole.  Equation  ^*  =  2/?j?  ;  axes  recîangulaires. 

P  P 

x'=:  ~-^  ;  y  =  —  ^  équations  d  un  point  de  la  parabole  ; 

y  =  mx  +  z—  ,  équation  de  la  tangente  ; 

,x        p  p 

y  = (-  —  +  ~—^ ,  équation  de  la  normale  ; 

m        m        2m'^ 

2x{x--xr+%r{j-y){x-x)  +  p{y^yr  =  0; 

'2ir-y?yi-2{y--yrx(x-x)=2p(y-yy'{x-x')+p{x-x')\ 

La  première  équation  est  celle  de  la  projection  du  point 
quelconque  (x\  y)  sur  la  tangente ,  et  la  seconde  sur  la 
normale. 
Faisant  x'=j^'  =  0, 

la  première  équation  devient  : 

2x'^  +  2yx  -f  jjy  =z  0 , 

équation  de  la  cissoide. 

(  La  suite  prochainement.) 
Tm. 
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THÉORÈME 

Sur  le  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Théorème  I.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  conique ,  si 
par  chaque  sommet  on  mène  une  droite  respectivement 
conjuguée  au  côté  opposé ,  les  trois  droites  se  coupent  en  un 
même  point. 

Démonstration.  Soit  ABC,  le  triangle  inscrit  ;  prenons  AR 
pour  axe  des  x ,  et  AC  pour  axe  des  v  ;  l'équation  de  la  co- 
nique sera  :  Ar +B^y+Cx'+Dv-+Ex=0  ;  on  aura  ainsi 

coordonnées  du  point  A  ;  jc=0  ;y=0  ; 

Id.  B5X=— -^^  =  0, 

Id.  C;x=zO',y=:-j; 

équation  de  la  droite  AB  •  j^=0  , 

AC,  ^  =  0 , 

BC,  AEj-  +  CDx+DE  =  0; 
ayant  égard  à  l'équation  (5)  [Nouvelles  Annales ,  tome  1  , 
p.  495) ,  il  vient  : 
équation  de  la  droite  conjuguée  à 

AC  ,  passant  par  B;  2ACj-+BCx+BE=0, 

AB,         Id.  C;  ABjK  +  2ACx  +  BD  =  0, 

BC,        Id.         A;AA>-C^x  =  0. 

Éliminant  D  et  E  des  deux  premières  équations,  on  obtient 

la  troisième  ;  par  conséquent  les  trois  droites  passent  par  le 

même  point. 

Observation  I.  Celte  propriété  connue  pour  le  cercle ,  peut 
être  transportée  par  les  projections,  dans  l'ellipse,  mais  non 
dans  les  deux  autres  coniques. 

Observation  11.  En  suivant  la  même  marche,  on  démontre 
facilement ,  que  les  droites  conjuguées  respectivement  à  ces 
côtés,  et  passant  par  les  milieux  de  ces  ccMés,  se  rencontrent 
aussi  en  un  point  ,  qui  est  sur  la  même  droite  que  le  point 
précédent  et  le  cenln*  de  gravité  du  triangle;  théorème 
d'Euler  généralisé.  Tm. 
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GRAND  CONCOURS  (année  1845). 

Etant  donné  un  cercle ,  et  un  point  dans  son  intérieur,  on 
suppose  que  sur  chacun  des  diamètres  de  ce  cercle ,  on  décrive 
une  ellipse  qui  ait  ce  diamètre  pour  grand  axe^  et  qui  passe  par 
le  point  donné  :  On  demande 

V  L'équation  générale  de  ces  ellipses. 
2°  Le  lieu  géométrique  de  leurs  foyers. 
S**  Le  lieu  géométrique  des  extrémités  de  leurs  petits  axes, 

PRIX  D'HONNEUR. 

PAR  M.  COUI.Z.ARD-DESCOS  (  AUBUff-ÉMILi: ) , 

Né  à  Paris,  le  28  février  1826. 
(Élève  externe  du  collège  royal  de  Louis-le-Grand.  —  Classe  de  M.  Richard.) 


Je  prendrai  pour  axe  des  jt,  une  droite  passant  par  le  centre 
du  cercle  donne  ,  et  par  le  point  donné  M  :  pour  axe  des^r, 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  centre.  Soit 
a  le  rayon  du  cercle  ,  et  «?  la  distance  AM. 

r  Je  considère  [Fig.  44),  un  diamètre  quelconque  BC,  fai- 
sant avec  l'axe  des  jc  un  angle  w  :  soit  BMC  l'ellipse  ayant 
le  diamètre  DE  pour  axe  •  si  on  la  rapporte  aux  axes  rectan- 
gulaires kx' ,  hy  ,  son  équation  sera  de  la  forme 

Pour  déterminer  b ,  remarquons  que  cette  courbe  passe  par 
le  point  M  ,  dont  les  coordonnées  par  rappori  aux  axes 
A^',  ky' ,  sont  AP  et  —  IMP  ;  ou  en  fouclion  de  l'angle  va- 
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riablc  où  ,  d  cos  o)  et  —  d  sin  w.  Ainsi,  nous  aurons  Tiden- 

lilé  : 

«V  sin'w  +  b'^d'  cos^w  =  à'b' , 

d'où 

rt'^^  sin'o) 


b'  = 


cC  —  d"  cos  to 


Remplaçant  h"  par  sa  valeur  dans  l'équation  (1)  ,  nous  au- 
rons : 

a'^d'  sin'w      ,        a^d"  sin'^w 


î      a       1  —  a 


■j  ' 


<2^ — ^'COS^w  d'—d^COS'oi 

ou  en  supprimant  à"  de  part  et  d'autre  ,  et  chassant  les  dé- 
nominateurs , 

(2)       {a'  —  d' cos'w)^  +  d' sin'o.x'  =  ^V^sin'w. 

Telle  est  l'équation  d'une  ellipse  quelconque  BMC,  ayant 
pour  axe  un  diamètre  du  cercle ,  faisant  avec  l'axe  des  x  un 
angle  w  ,  et  passant  par  le  point  M  :  cette  ellipse  étant  rap- 
portée au  diamètre  Ajc'  pris  pour  axe  des  x  ,  et  au  diamètre 
perpendiculaire  Ay  pris  pour  axe  des  y  -.  pour  obtenir  l'é- 
quation de  la  même  courbe  ,  rapportée  aux  axes  primitifs  , 
Ax,  Ajr,  il  suffira  de  remplacer  jc,y  par 

jccosw-j-^sin  w, 
—  x  sin  w  -{-y  cos  «  j 

ce  qui  donne  toutes  réductions  faites  , 

(E)....  (frt'  -d^)cos''(,i+d''s\n\)^y — 2{a^ — c^'jsinwcosw.  jtj^-I- 
+<2'sin'û).a:'' — «V/'sin^wrnO. 

On  peut  vérifier,  ce  qui  est  assez  évident  de  soi-même,  que 
l'axe  dirigé  suivant  le  diamètre  Aj;'  est  un  grand  axe  :  quand, 
comme  on  le  suppose  ici,  le  point  M  est  intérieur  au  cercle. 
En  effet ,  la  demi-longueur  de  cet  axe  =  a  ;  celle  de  son  con- 
jugué, 

ad  sin  oj  ad  sin  r.)  ad  sin  w 

<  z=r= : =  a. 


\/u~dcos'o>        V/rf(l— cosw)       ^isinw 


—  435  — 

2"  Cherchons  maintenant  le  lieu  géométrique  des  foyers  : 
pour  l'obtenir,  considérons  l'équation  (2)  ;  en  désignant  par  p 
la  demi-excentricité  de  l'ellipse  qu'elle  représente,  ou  la  dis- 
tance du  centre  au  foyer  F,  nous  aurons  évidemment: 

à'd^s\n''M        a^ — <zWcos''w  —  aVi^sin^w 


(3)  p'=a' 


à^ — «^'^cos^'w  à'  —  d^  cos^'w 

à'  —  d""  cos'co' 


Nous  avons  ainsi  l'expression  de  p  en  fonction  des  quantités 
connues  «  et  «? ,  et  de  l'angle  w  que  fait  avec  Taxe  des  x  la 
droite  AF;  par  conséquent  on  pourra  regarder...  (3)  comme 
l'équation  polaire  du  lieu  des  foyers  :  le  pôle  étant  à  l'ori- 
gine, et  l'axe  polaire  dirigé  suivant  l'axe  des  x. 

Si  Ton  voulait  avoir  le  lieu  des  points  F' ,  il  suffirait  de 
remplacer  dans...  (3)  w  par  w — 180°,  ce  qui  n'altérera  pas  p  , 
puisque  le  cosinus  de  l'angle  variable  n'y  entre  qu'au  carré. 

Pour  reconnaître  facilement  ce  que  représente  l'équa- 
tion (3) ,  repassons  des  coordonnées  polaires  ,  aux  coor- 
données rectiligncs  :  ce  passage  peut  ici  s'efîectuer  très- 
simplement.  En  effet,  chassons  les  dénominateurs,  il 
viendra  : 

^y  —  d'p^  cos'w  =  a*  [à'  —  d\ 
ou  bien 

à"  (  p'  cos'w  -f  p"  sin'w)  ~  d'^o'  cos'o)  =  a'  {a"  —  d^)  ; 
mais 

p  cos  Cl)  =  X ,  p  sin  w  =^y , 
donc 

a'  [x'  +.r')  —  d\v'  =  a'  (a'  —  rj^') ; 
ou  bien 

(F)  «y  -t-  [a'  —  d')  .r'  =  a'  (a'  —  d'}, 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  cenlre  e(  à  ses  axes. 
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L'axe  dirigé  suivant  Ax  ,  a  pour  longueur  %i ,  et  son  con- 


juguéa  pour  longueur  2  }/^z'  —  d\ 

Ainsi ,  par  le  point  donné  M  (fig.  45)  J'élèverai  une  per- 
pendiculaire à  BC  qui  rencontrera  la  circonférence  en  H  : 
par  le  point  II ,  je  mènerai  une  parallèle  à  BG  ,  qui  coupera 
Ay  en  B  ;  puis  je  prendrai  le  symétrique  E  de  D  par  rap- 
port au  centre  A  :  DE  sera  le  petit  axe  ;  car 

DE  =z  2.AD  =  ^\/a'—d\ 

D'ailleurs  le  grand  axe  =  BC  :  connaissant  les  deux  axes  de 
l'ellipse  donnée  par  l'équation  (F),  on  pourra  facilement  la 
construire. 

La  Ggure  AMHD  est  un  rectangle;  par  conséquent  DM  = 
AH  =  AB  :  donc  le  point  donné  M ,  et  son  symétrique  M'^  par 
rapport  au  centre  sont  les  deux  foyers  de  l'ellipse...  (F). 

Ou  pouvait  parvenir  à  ces  résultats  par  des  considérations 
géométriques.  Considérons  une  des  ellipses  en  question 
{Fig.  45)  :  soit  IK  son  grand  axe  ;  soient  F  et  F'  ses  deux 
foyers  :  nous  aurons  : 

MF  +  MF' =  2a. 

Mais  les  deux  droites  MM'  et  FF'  se  coupent  mutuellement 
en  deux  parties  égales  :  donc,  les  quatre  points  F,  M,  F',  M', 
sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  ;  par  conséquent 

MF'  =  FM'  : 
ainsi 

MF  +  MF  =  MF  -f  M'F  =  2a. 

Donc  le  point  F  appartient  à  une  ellipse  ayant  pour  grand 

axe  BC ,  et  pour  foyers  les  deux  points  M  et  M'. 

3"  Cherchons  enfin  le  lieu  géométrique  des  extrémités  des 

petits  axes  :  en  nommant  p  la  distance  AD  {Fig.  44) ,  nous 

avons  trouvé 

,         aW  sin'o) 

^   ~  .Tw^côs^l' 
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pour  avoir  l'équation  polaire  du  lieu  cherché ,  il  est  clair 
qu'il  suflit  de  changer  w  en  o)  —  90°  ;  ce  qui  donnera  = 

^  ~"a'— ^^sin'co' 
ou  en  extrayant  la  racine  carrée, 

ad  cos  tù 


(£')  p  = 


Va'-d'sia' 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  ,  est  évidemment 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire  ,  et  à  une  perpendicu- 
laire menée  par  le  pôle  à  l'axe  polaire  :  de  sorte  que  pour 
avoir  la  forme  de  la  courbe,  il  suffira  de  faire  croître  w  de- 
puis 0  jusqu'à  90  :  si  l'on  fait  w  =  0,  p  =  c? .-  donc ,  le  lieu 
passe  par  le  point  M  :  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  w ,  le 
dénominateur  ne  sera  jamais  nul  ;  par  conséquent ,  toutes 
les  valeurs  de  p  sont  finies  ,  et  la  courbe  est  limitée  dans  tous 
les  sens.  D'ailleurs  pour  &>  =  90° ,  p  =  0  ;  donc ,  la  courbe 
passe  par  l'origine,  et  comme  on  peut  regarder  Ajr  comme 
la  limite  des  positions  d'une  sécante  variable,  tournant  au- 
tour de  l'un  de  ses  points  d'intersection  A  avec  la  courbe , 
jusqu'à  ce  que  l'autre  vienne  se  confondre  avec  le  premier, 
on  peut  affirmer  que  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  desjr;  ce 
qui  donne  l'arc  de  courbe  AEM  {Fig.  46).  Il  est  facile  mainte- 
nant de  tracer  la  courbe  entière.  Elle  n'a  aucun  point 
commun  avec  le  cercle  :  c'est  ce  qu'il  est  très-facile  de  vé- 
rifier. 

En  cherchant  la  tangente  trigonomélrique  de  l'angle  que 
la  tangente  à  la  courbe  l'ait  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact,  on  reconnaît  que  cette  tangente  devient  infinie  pour 

(.)  =:  0  ;  en  enet ,  on  trouve  en  posant  -  =  e  : 

a 

coso)  (I— e'sin'f.') 

lang.  d  ^ : ;— - — . 

sin  o  [e  — 1) 
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Par  conséquent  la  langenle  en  M  est  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X. 

Si  Ton  supposait  îc  point  M  sur  la  circonférence  ,  il  est  clair 
alors  que  les  ellipses  qui  satisferaient  aux  conditions  du  pro- 
blème ,  ne  seraient  autre  chose  que  le  cercle  donné  :  par  con- 
séquent, on  devrait  trouver  pour  lieu  des  extrémités  des 
petits  axes,  le  cercle  lui-même.  C'est  en  effet  ce  qui  arrive  -. 
car  la  supposition  de  <i  =  <2 ,  réduit...  (E')  à  p  =  a. 

Conservons  les  mêmes  axes,  et  voyons  ce  que  deviendraient 
les  lieux  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  dans  le  cas  où 
le  point  M  serait  extérieur  au  cercle.  Alors  <^est  >  a.  L'é- 
quation générale  de  toutes  les  ellipses  ayant  un  diamètre  du 
cercle  pour  axe,  et  passant  par  le  point  donné,  est  encore 
l'équation  (E)  :  seulement ,  dans  ce  cas ,  2<2  est  le  petit  axe 
de  chaque  ellipse.  C'est  ce  qu'on  reconnaîtra  par  un  calcul 
analogue  au  précédent. 

Le  lieu  des  foyers  est  une  hyperbole  [Fiq.  47)  dont  Taxe 

transverse  a  pour  longueur  ^2\/ d" — ^%  et  l'axe  non  trans- 
verse, 2a.  On  reconnaît  encore  que  M  et  M'  sont  ses  deux 
foyers.  Par  des  considérations  géométriques ,  on  démontre 
facilement  que  le  lieu  des  foyers  a  des  branches  infinies ,  et 

a 
que  le  coelTicient  angulaire  des  asymptotes  =  —  . 

Vd'—  a' 

Le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  est  le  cercle  lui- 

même  [Fiq.  48)';  celui  des  extrémités  des  grands  axes  a  pour 

équation  : 

rt^/cOSo) 


P  = 


V  a'—d'^W^ 


et  comme  a  <id ,  ce  lieu  se  compose  de  quatre  branches  in~ 
finies.  Celles  qui  sont  d'un  même  côté  de  l'axe  des  y  se  rac- 
cordent aux  points  M  et  M';  et  elles  ont  en  ces  points  des 
tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  des  x.  Les  branches  Mz  et 
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MV  ont  une  asymptote  commune  qui  passe  par  l'origine ,  et 

a 
dont  la  direction  est  donnée  par  Féquation  sin  w = -^  :  ((0<C90°) . 

Les  deux  autres  branches  ont  aussi  une  asymptote  commune 
qui  passe  par  l'origine  ,  et  dont  la  direction  est  donnée  par 

CL 

l'équation  sinw  =  -  :  (w  >>  90^).  Enfln  ,  on  peut  remarquer 
d 

que  ce  dernier  lieu  a  un  point  conjugué  qui  est  l'origine  A  : 
car  pour  des  valeurs  de  w  peu  différentes  de  90**,  p  est  imagi- 
naire ;  et  w  =  90°  donne  p  =  0. 


DE  LA  THEORIE  DES  DIVISEURS  RATIONNELS. 

(  Suite,  voyeï  p.  339-  ) 

FAR  M.  DUaVII.I.£, 

professeur  au  collège  Saint-Louis. 

Soit  une  équation 

F.r^x^^+A.x'-'+A.Jc"'-' +A^  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  entiers;  proposons-nous  d'étendre 
la  méthode  des  diviseurs  du  second  degré  à  la  détermination 
des  diviseurs  rationnels  du  troisième,  du  quatrième  degré,  etc. 
du  polynôme  Fx. 

Comme  Yx  est  entier ,  tout  diviseur  rationnel  de  Yx  est 
entier  ainsi  que  le  quotient  correspondant  ;  soit  x^—px^ — 
-^qx—r\xn  diviseur  du  troisième  degré,  et  soient  R,,  Rj, .... 
....  Rm— 3  les  coefficients  des  différents  termes  du  quotient  à 
partir  du  second ,  et  par  conséquent  les  premiers  termes  des 
restes  successifs  que  présente  l'opération  de  la  division.  Le 
dernier  reste  sera  du  second  degré ,  et  en  suivant  l'analogie 
des  notations,  il  doit  être  représenté  par  Rm  2>  '+Rm-i^  +I^m 


—  440  — 

et  comme  il  doit  être  nul  pour  tonte  valeur  donnée  à  ar,  il 
donne  lieu  aux  trois  équations  de  condition  B^— 2  =  0  , 
Bm-i  =  0,  Bm=0,  qui  doivent  être  satisfaites  simultané- 
ment par  le  système  des  valeurs  entières  de/?,  ^,  r,  coeffi- 
cients du  diviseur  du  troisième  degré. 

On  trouve  entre  les  quantités  B,,  B,,  Bj^ ....  B^,  les  rela- 
tions : 

B.  =  A.  +  ^, 

B,  =  A,  +  ;.B,+  ^, 

A  ^ 

Btn—3=^  Am  —  ^  -{- pBm—A  -{-  Ç^m~s  -\-  f'Bm  -6  j 
0  =  Bw-2  =  Am-2  +/?Bm-3  +  ^Bm-4  +  rB^-s  , 
0  =  Bm-i  =  Am-i  +  qBm-i+rBm'-4-, 
^0  =  Bm  =  Am-\-rBm-3, 

c'est-à-dire,  m  équations  entre  les  m —  3  coefficients  B„  B,.... 
Bm— 3  du  quotient ,  et  les  trois  coefficients/?,  ^,  r  du  diviseur. 
Il  faut  trouver  des  valeurs  entières  de/?,  ^,  r  qui  satisfassent 
à  ces  équations,  en  déterminant  aussi  des  valeurs  entières 
pour  les  coefficients  B, ,  B, ,  etc.  du  diviseur. 

Proposons-nous  d'abord  d'éliminer  les  m  — 3  coefficients 
B, ,  B, , . . .  et  d'obtenir  les  trois  équations  Bm-i = 0 ,  B^-i  =  0, 
Bm=0  en  fonction  seulement  des  quantités/?,  g,  r. 

Je    remarque    que   si    l'on    fait   le  développement   de 

1 

(x^— /?x'— 7^— r)  '  ou  du  quotient  — ^ ,  on 

trouve  une  série  récurrente  du  troisième  ordre  : 

-\.q     \  +^pq 

I        4-'' 


/ 
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et  si  on  représente  les  coefficients  successifs  par  <po ,  <p, ,  ?>  •••• 
la  loi  de  ces  coefficients  sera  exprimée  par  l'égalité  : 

Cela  posé^  soit  le  système  d'équations  : 

Bh  =  Ah  +/?B/i_i  +  qBh-2  +  rBh-z , 
Bh-i  =  Ah-i  +pBh-2  +  qBh-z  -f  rBh~A , 


B3  =  A3+/7B,+  ^B.  +  r, 
B,=A,+pB,  +  q, 

B.=A,+/7. 

Multiplions  la  première  équation  par  cp^ ,  la  deuxième  par 
f, ,  etc.,  la  dernière  par  <?^_j,  tous  les  coefficients  B/^-i , 

B^-2  •..•  B,,  B,  disparaîtront,  et  on  aura  . 

mais  .p^  ^J'fh-i  +  l'^h-2  +  ''^A-3  î 

donc 

donc ,  si  on  fait  successivement  h=z  in  —  3 ,  m  —  4 ,  m  —  5 , 
et  qu'on  porte  les  valeurs  de  B^— s,  B^— 4,  B^j— 5  dans  les 
trois  dernières  équations  Bw-2=0,  Bm-i  =  0,  Bm  =  0,  on 
aura  : 


Bm-2  =  Aw-2+/^  Am-3+i??. 


Am-5  ..-.  +/^?m-3  j 
Am-5  ••■•  +5'?m-3 


Am-A-\rP% 

Bm-i  =Am-i  4-^Am-3+(7?.|Ani-4+5'(f, 

+r    I  +r9). 

qui  doivent  être  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs 
entières  de  /?,  q  ,  r. 


+  ^ 


m -4 


-0, 
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Si  Ton  connaissait  la  valeur  de/?  et  celle  de  r,  et  qu'on  les 
substituât  dans  ces  équations  ,  elles  deviendraient  seulement 
fondions  de  <y,  et  devraient  avoir  une  solution  entière  com- 
mune ;  donc  si  l'on  représente  par  G  ,  G',  G"  l'ensemble  des 
termes  indépendants  de  q  dans  les  trois  équations  Bw_2=0, 
Bm— 1=0,  B;n  =  0;  G,  G',  G"  pour  ces  valeurs  de  /?  et  r 
deviendront  des  nombres  ayant  pour  diviseur  commun  la 
valeur  de  q  correspondante. 

G ,  G',  G"  étant  des  multiples  de  la  valeur  de  q ,  les  résul- 
tats que  Ton  obtiendra  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction 
de  ces  polynômes  seront  encore  des  multiples  de  cette  valeur 
de  q  :  par  conséquent,  on  pourra  éliminer  p  entre  les  trois 
équations  G  =:M(^),  G'=M(^),  G''  =  M(^),  et  on  obtiendra 
deux  fonctions  de  r,  qui,  pour  une  valeur  convenable  de 
cette  inconnue,  deviendront  des  nombres  ayant  pour  facteur 
commun  la  valeur  correspondante  de  q. 

Pour  former  les  polynômes  G,  G',  G',  il  faut,  dans  les 
équations  Bm-2=  0,  Bni—i  =  0^  Bm  =  0  et  dans  les  fonctions 
%,  ?,,  <?3,  ?4  7etc.,  faire  ^  =  0. 

Or, si  on  représente  par  <]>, ,  ^^....-^n  les  valeurs  des  fonc- 
tions <î>, ,  ©,....,  ^w,  pour  /i  =  0  on  aura  : 


G  =  Am-2  -\-pA.m-3  +/?^xAm-4  +  /?J>, 

G'  =  Am-i  +  rArn-A-{-  r^Am-b +  ^^m-4  , 

G"=A«i+^Am--3  +  ^^.A.w-4  +  ''4',Am-5 +  r^m-3' 


D'ailleurs ,  des  valeurs 

on  déduit  : 

'%=1  ,  •^.  =  />,  'W  =  p\  •}.  =  /?'  +  '••■••  > 
et  de  l'équation 
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on  déduit  la  loi  de  formation  des  fonctions  y,,  ^,,  ^3,  ••• , 

d'où 

On  peut  remplacer  le  système  des  trois  polynômes  G,  G',  G" 
par  un  autre  système  plus  simple  par  rapport  à  /?  et  composé 
de  l'un  d'eux  et  de  deux  autres  obtenus  en  combinant  G,  G',  G" 
par  voie  d'addition  ou  de  soustraction  :  ainsi  on  élimi- 
nera -i^m—z  et  on  trouvera  : 

K=Gr--G>=rA^_2+/'^Am-5+^.(r'A,n-6— Am)+r^4',Am-7... 

...  -\-r-^m'b  ; 
K'=  G"-  G>=A«,  +  rA^-3  +  rhm-Q  +  •^.{r'\m~i  — Am-i)  + 

-)- r'^!/,Aw_8 ....  r-\m-6  ; 
G  —  A  wi-1  -|-  r^m-i  . . .  •  +  /'+m-4  • 

On  remplacera  de  même  le  système  des  trois  polynômes 
K ,  K'  et  G'  par  un  autre  plus  simple  par  rapport  à  /» ,  on 
parviendra  ainsi  à  éliminer  celle  inconnue,  et  on  obtiendra 
deux  polynômes  Q  et  Q'  seulement  fonctions  de  r,  et  qui , 
pour  une  valeur  convenable  de  cette  inconnue ,  auront  pour 
facteur  commun  la  valeur  correspondante  de  q. 

Supposons  connues  les  valeurs  de  q  et  r,  les  deux  der- 
nières des  équations  (A)  feront  connaître  Bm— 3,  Bw-4  '  entre 
les  m — 2  premières,  j'élimine  les  m  — 5  quantités  B, ,  B,.... 
Bm—s,  et  j'obtiens  les  trois  équations  suivantes  fonctions  de 
p  et  des  quantités  supposées  connues  q ,  r,  B»,— 3  et  B,„_4 

0  =:  —  Bm-4  +  Am-4  +  A  m-  5?,  +  Am-6'f ,  •  •  • .  +  <Pm-4  , 
0  =  — Bwi-3  + Am-3+ Am-4?.+  Am-5?,  ....  +  <?m~3, 
0  =  Bm-i  , 

qui  devront  avoir  une  solution  entière  commune;  donc  la 
valeur  cherchée  de  p  sera  diviseur  comnuin  dos  trois  termes 
indépendants  de  cette  inconnue  dans  ces  équations  ;  repré- 
sentons-les  par  P,  P',  P". 


_  kklt.  — 

Cela  posé,  pour  trouver  les  diviseurs  du  troisième  degré 
du  polynôme  Fjr=^jt"'+ A,^"*-'+ A,jc"*-\... +Am,  on  po- 
sera r  égal  successivement  aux  diviseurs  de  Am  affectés  du 
double  signe. 

Soit  r'  une  valeur  de  r,  on  la  portera  dans  les  polynômes  Q  et 
Q'  ^  soient  zb  q\  ±:  q"  les  facteurs  communs  aux  valeurs  de 
ces  polynômes ,  on  substituera  r  et  successivement  les  nom- 
bres ±^',  dzq"  et  les  valeurs  correspondantes  de  Bw— 3  et 
I3m— 4  dans  les  trois  polynômes  P,  P',  P',  les  nombres  d-q\ 
±iq"  ...:  devront  être  rejetés  si  les  trois  polynômes  n'ont  pas 
de  facteurs  communs.  Si  la  substitution  des  nombres  r'  et  q' 
donne  aux  trois  polynômes  un  diviseur  commun  /?',  pour  que 
le  système  des  valeurs/?',  q',  r  convienne ,  il  faut  que,  sub- 
stituées dans  les  équations  (A) ,  elles  satisfassent  à  ces  équa- 
tions en  déterminant  pour  les  coefficients  B,,  B,,  etc....  des 
valeurs  entières.  Il  est  évident  que  celle  condition  est  néces- 
saire et  suffisante.  Il  sera  bon,  avant  d'opérer  cette  substitu- 
tion ,  de  constater  que  les  nombres  p\  q\  r  satisfont  aux 

deux  conditions -, -. r  =  n-,  — :: r; — ; 7=^^ 

1 — p  —  q  —  r  — 1 — p-f-q  —  r 

n  représentant  un  nombre  entier. 

La  même  théorie  pourrait  servir  à  déterminer  les  diviseurs 
du  quatrième  degré. 

Soit  le  diviseur  x* — px'^—qx^ — rx  —  5,  en  éliminant 
les  m — 4  coefficients  B, ,  B, ....  Bm—\  entre  les  m  équations, 

B,=  A,+/.B.+^, 


\\ l  Bm— 4  =  Am— 4-h/?Bm— 54-^Bm-6+/'Bm— 7-f-sBm— 8  -, 

lO  =  Bm-3  =  A,n-  ;î+;?Bm-4+'7Bm-5+'-Bm-  o+sBm-7. 

[0  =  Bm-2  =  A,n_2-|-'7Bm-4+^Bm-6-|-^^'»-«  ' 
0  =  Btn-i  =  Am-i+^B„,.--i-|-.vBm-5  , 
0==^Bm=Am+  sVim-i  , 


—  U5  — 

on  aura  les  quatre  équations  Bm-3=0,  Bm-2=0,  Bm-i=0, 
Bm=0  fonctions  seulement  de  p^  ^,  /*,  s.  Soient  G,  G',  G', 
G'"  les  termes  indépendants  de  r  dans  ces  équations,  ces  quatre 
polynômes,  pour  des  valeurs  convenables^',  q\  s'  de  p,  ^,  5, 
deviendront  des  nombres  ayant  pour  diviseur  commun  la 
valeur  r  correspondante  de  r  ;  et  si ,  entre  les  quatre  équa- 
tions G  =  M(r),  G'=iVI(r),  G"=M(r),  G'"=  M(r),  on  élimine 
p  et  q,  on  obtiendra  deux  polynômes  R  et  R'  seulement  fonc- 
tions de  5,  et  qui,  par  la  substitution  de  la  valeur  conve- 
nable s\  auront  pour  diviseur  commun  r\ 

Les  deux  dernières  des  équations  (B)  feront  connaître  B»»— 4 
et  Bm— 5  ;  et  si  entre  les  m— 2  premières,  on  élimine  les  m — 6 
coefficierits  B,,  B, ,B3,  ....  Bm— e,  on  aura  quatre  équations 
fonctions  de/?,  q  et  des  quantités  connues  r',  s\  Bwi_4,  Bm-5, 
les  quatre  termes  indépendants  de  q  devront  pour  la  valeur 
p  de  p  être  multiples  de  la  valeur  cherchée  q'  ;  donc ,  en 
éliminant  p  on  obtiendca  trois  polynômes  Q,  Q',  Q",  qui , 
pour  les  valeurs  de  r'  et  s\  auront  pour  diviseur  commun  q' . 
En  prenant  les  quatre  termes  indépendants  de  p  renfermés 
dans  ces  équations,  et  éliminant  ^,  on  trouvera  de  même 
trois  polynômes  P,  P',  F'  seulement  fonctions  de  r  et  5,  et 
qui ,  pour  les  valeurs  r'  et  s\  auront  pour  diviseur  com- 
mun p.  11  faudra  ensuite  vérifler  comme  précédemment  si 
les  valeurs  s\  r',  q\  /?'  satisfont  aux  équations  (B). 

Application  de  la  méthode  précédente. 

Soit  d'abord  une  équation  du  sixième  degré  à  décomposer 
en  facteurs  du  troisième  : 

x^  +  A.jcs  -f  A,x'.  + A3X3+  A,x*  +  A^r  -f  A'  =  0. 
On  aura  : 
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B3=A3+;7B,  +  ^I3.  +  / 
Ajo=l\=.A,+/7B3+ryB,  +  rB, 
'0  =  B,=  A,  +  ^B3  +  rB, 
0=Be  =  Ae  +  rB3 

en  éliminant 

B.  13,,  B3, 
on  trouve  : 


A,+<7?.|A.  +  ^(P3 


A.+Mb 


+  r 
0  =  Be  =  Ac-f  rA3  4-  r^A.+  ^?.A,  +  rc^,  ; 

les  termes  indépendants  de  q  sont  dans  ces  équations 

+  r 

G'  =  A,  +  rA,  +  r^A+^, 

G"  =  A,  -1-  rA3  +  A-J;, A,  +  r4;,A,  +  r^, , 

que  l'on  remplace  par  le  système  : 

K=Gr-  G"p  =  rA,  +  r'A.  +  t  (r-A,) 
K  =  G"-G'p  =  A,+  rA,  +  r^^A,^^ 

ou  bien  en  posant 

a  =  A6  +  rA3  +  r\  a  =  rA,  +  r^A„ 

on  a:  K  =  a'  +  -]..(r^— A,) 

K'  =  u-A,^, 
G'=  a"  +  ^^,A,  +  r^:,  ; 


«"  =  A,+  rA„ 


d'où  l'on  déduira  : 


Q  =  a(r'_A,)4-a'A, 
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Si  entre  les  quatre  premières  des  équations  (A)  on  élinfiinc 
B, ,  on  trouve  les  trois  équations  : 

0  =  -  B,+A3+^ A.+r+p  (B.+^) 
0  =  A,+^B,+rA.+^  (B3+r) , 

dont  les  deux  dernières  sont  du  premier  degré. 

Ainsi  : 

P=-B.  +  A.  +  ^ 
P'— B3+A3+^A,+r 
P"=A,+^B,+rA,. 

On  remarquera  que  dans  ce  cas  particulier  non-seulement  P, 

F,  P"  doivent  avoir  un  diviseur  commun  ,  mais  encore  les 

P'         P" 
quotients— -—,———  ,  exprimant  la  valeur  de  p  pris  en 

signe  contraire ,  doivent  être  entiers  et  égaux  entre  eux. 
Soit  l'exemple  numérique 

Fj:  =  jK-'—a75—22jr'i -f  46x^—42^1-' -}- 1  Ijc -f  14  =  0 , 
équation  dont  le  premier  membre  n'admet  de  diviseurs  ra- 
tionnels ni  du  premier  ni  du  second  degré,  proposons-nous 
de  déterminer  ses  diviseurs  du  troisième  degré. 

Si  le  premier  membre  admet  un  diviseur  du  troisième 
degré ,  il  sera  le  produit  de  deux  facteurs  de  ce  même  degré  ; 
il  suffira  d'essayer  pour  ries  diviseurs  du  dernier  terme  14 
jusqu'à  la  racine  carrée  de  ce  nombre ,  en  les  prenant  avec 
le  double  signe  :  ainsi ,  on  devra  poser  : 

r=i±l,  r==t2, 

soit  ''  =  1  j 

on  trouve  : 

B3=-14. 
a=61,     a' =—43     a"  =—11,     Q=_1266,     Q'==+1719, 

dont  les  diviseurs  communs  sont  ±:  1 ,  liz  3. 


—  kkS  — 
Essayons  donc  les  systèmes  ^=  m    __.   „ 


I 


De  l'équation  O^Aj+^/Bj+rB,  on  tire  B,=3 ,  substituant  I 

P"  1 

pour/7 ,  <7  ,  ^,  B3,  B„  leurs  valeurs  dans  l'équation  -  = 

=     "^     .,    ,      — ' ,   on  trouve  un  nombre  fractionnaire ,  1 

donc ,  ce  système  doit  être  rejeté. 

2°  /'=!,      q=—\. 

On  trouve  : 

P" 

et  7; — i —  fractionnaire. 

T  r=1,     ^=3. 

On  a: 

B3  =  -14,     B,  =  -31, 

et  — — ; —  fractionnaire. 

63  +  ^ 

4°  ^-  =  1,     ^  =  —3. 

On  trouve  : 

63= -U,    B,=:— 53, 

P"      . 

et  7; — ; —  fractionnaire. 

B3  +  ^ 

Ainsi,  on  doit  rejeter  ces  différents  systèmes. 

« 
Soit  r=  — 1, 

on  trouve  : 

63=14,      a  =  — 31,      a— 41,      a'  =33, 
Q=r854,     Q'  =  2691, 

dont  les  diviseurs  communs  sont  ±  1. 

Or  les  valeurs  (r=:— 1 ,     ^=1)  donnent  63=14,     B,=  25, 
et  les  valeurs  (r— — j,  ^=—1)  donnent  63=  14,  B,= — 3, 
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€t  ces  deux  systèmes  doivent  être  également  rejelés  comme 

P" 
donnant  pour  ^r — ; —  un  nombre  fractionnaire. 

Soil  r=2, 

y  =  110,      a  =—88,      a"  =  —33, 
Q  =  — 2068,     Q'=::  17787, 
dont  les  diviseurs  communs  sont  ±  1, 
pour  le  système  (''=-,     </  =  ^) 

on  trouve  : 

B3  =  ~7,       B,  =  — 2, 
pour  le  système  (r  =  2,      ^  =  —1) 

on  trouve 

B,:==--7,        B.==  — 9; 

ils  donnent  l'un  et  l'autre  pour/>,  une  valeur  fractionnaire. 
Soit  r=_2, 

a=:— 7i,  a' =  80,  a"  =  55, 

Q  =  1620=  2\3^5  ,       Q'  =5925=  3.5\79  , 

dont  les  diviseurs  communs  sont  liz  1 ,  dz  3,  ±5,  =t  15  ; 

pour  (r=  —  2,     q  =i)    on  trouve  :  B3  =  7,     B,  =  9, 

(r  =  -2,  ry=^l)  B3  =  7,  B.=  2, 
r=  — 2,      ry  =  3  B3  =  7,     B,=  16. 

P" 

Et  pour  ces  systèmes  ,,    , —  est  fractionnaire ,  donc  ils  doivent 

B, +  ^ 
étrerejetés. 

Le  système  (/•  =  —  2,     </  =  —  3) 

donne  63  =  7,      B,  =  —  5. 

P"  P 

■=: — ; —  =  —  5  - — ; —  =  —  5,    P  =  —  30  i  donc  ,  p  peut  èîri^ 
Bj-f-r  ii,-\-q 

égal  à  5î  on  vérifiera  que  celte  valeur  est  exacte  en  consta- 
tant que  les  deux  premières  d  s  équations  (A) 
h,=  A,  +  p,     B,=  A^+;,B,4-./ 
sont  satisfaites. 
On  trouvera  B,  =i. 
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Donc,  le  premier  membre  Fx  de  l'iîqualion  proposée  est 
le  produit  des  facteurs  (x'— 5^''+3a7+2)  {x'^-\-^x* — 5j:+7). 

On  voit  que  cette  méthode  s'applique  facilement  à  l'équa- 
tion du  sixième  degré,  dont  le  nombre  des  diviseurs  du  Iroi- 

6  X  3  X  '^ 
sième  decré  s'élève  cependant  à  ou  20. 

Soit  maintenant  une  équation  du  huitième  degré. 


on  a 


B=A,+p 

B^=.A^  +  pB,  +  q 

n,  =  A,+pB^+qB,  +  r 

0=B«  =  Ae  +  /^13,  +  ^B,+  rB, 
!    0=B,=  A,+  ^B,-|-rB, 
1    0==B,  =  A«  +  rB,. 

G  =  A,  -^pA,-\-p-^A,  +ph  A3  +/?-K  A,  -\-p^l>^ 

G'  =  A,  +  rA,  +  r^^s+r^^.+rhK  +r^, 

G"  =  A,+  rA,-]-r■\>^,  +  r■kA,+  r■h,A,+nl^A,  +  r^,, 


que  Von  remplace  en  éliminant  ^j;,  par  le  système 

K  =  Gr  -pG"  =  rA,+  /-'A,  +  •^.  (  A,r,  —  As)  +  r-]>X  +  r%. 
K'  =  G"  —pG'  =  A3  +  rA^^-  r'A,  +  ^,  (r^  —  A^)  +r\, 
G'=:A^-hrA,+r\^,A,  +  r^,A,  +  r\>,A,'^r],^. 

Et  celui-ci  par  le  suivant  : 

L=K-Kp=r  rA,  +  r^A,  -f  ^3  _.i..(rA,  +  2A«)  +  A,^, , 
L'  =  GV  -Kp  =  rA,  +  r'A,  +  r^A.  +  U^  -  rA J  +  -^A. , 
K'=  A,  -f  rA,~\-r'A,  +  ^\>yA,  -  A,)  +  r^,  ; 

ou  bien ,  en  posant  : 


—  4-51  — 

K  +  ''A,  +  r'K  =  ■■'■  ,  rK  —  A,  =  ?., 

rh,  -j-  r^k,  +  r»  =  a',  rk,  +  1k,  =  p; 

rA,  +  /-A,  +  r^A.  =  a",  r^  -  rA,  =  ?", 

:L'==a"  +  P"f +  A3'K; 

d'où  Ton  déduit  : 

M  =  K'A,  —  Lr'  =  ak,  —  .'r^  +  ^.  (P A^  +  pV')  , 
M'^  LA3  -  L'A,  ^  a'A.  -  y."k,  -  Wk,  +  p"A,) , 
K'=u  +  p^^  +  r%. 

ensuite  : 

Q  =  iak^-a'r^  (P'A.  +  p"A,)  +  {u'k,  -  «"A,)  (?A,+  PV), 
N  =  af  p'Ae  +  S''A+,)  ^I..  [(3  (p'Ae  -f-  S" A,)  +  r'(«'A3  -  a" A,)  ]  , 

et  enfin  les  deux  polynômes  : 

Q  =  (.A,-  aV)  (fVAe  +  p"A,)  +  (a'As  ~  ."AJ  (pA,+  pV) , 
Q'=:  r^[(P'A3  +  p"A,)  {^S'+  P-')  -  ('-^A  ~ aV)  (a'A^-  a"A,)]  , 
qui  sont  fonctions  seuleuient  de  r. 

Si  entre  les  six  premières  des  équations  (A)  on  élimine  les 
trois  coefficients  B.,  B,,  B3 ,  on  aura  les  trois  équations  fonc- 
tions dep  et  des  quantités  </,  r,  B^ ,  B,  : 

0  =  -  B,  +  A,  4-  k,^,  +  A,^,  +  A.?3  +  ?4  ' 

0  =  —  B5  +  A5  +  A,<}).  +  A3'|>,  +  A,^3  +  A.cp,  +  cp,, 

0  =  Be  =  Ae  +ph,  +  qB,  +  r(A3  +  A,<p,  +  A.y,  +  cp,)  ; 

cl  si  on  remplace  f,,  y,,  (pa,  etc.  par  leurs  valeurs,  on  trou- 
vera ,  pour  les  termes  indépendants  de  p ,  les  valeurs  : 

P  =  -  B,  +  A,  +  A/y  +  A,"  +  ^^ 

P'=  -  B5  +  A,  +  A.r  +  A,.y  +  2qr  +  k,q\ 

P"=A«  +  A3r+r'  +  B,r/  +  A.^r. 
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Exemple  numérique. 
Soit  l'équalioii 

a:*  —  6Jr'  +  Uijc'  —  '22x''  —  19ar'  +  a  +  15  ==  0  , 

qui  n'admet  de  diviseurs  rationnels  ni  du  premier  ni  du  se- 
cond degré,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  méthode  ex- 
posée dans  un  des  numéros  précédents  {votjez  p.  339). 
On  a  : 

A  =  ~6,  A  =  15,  A3=-22,  A,=  0,  A^^O,  A,=  -i9, 
A^=1,    A8=15.       F(l)  =  — 15,       1(— 1)  =  39. 
Les  valeurs  que  Ton  doit  donner  à  r  sont  : 

d=l,     dz3,     ±5,     d=15. 

Les  systèmes  des  valeurs  de  p  et  q  qui  correspondent  à 
r=ziz\  donnant  tous  des  valeurs  entières  pour  les  coeffi- 
cients B,,  B,,  etc.,  exigent  pour  être  vérifiés  qu'on  les  substi- 
tue dans  toutes  les  équations  (A)  ;  par  conséquent  il  est  plus 
simple  dans  la  pratique  de  commencer  par  essayer  les  autres 
valeurs  de  r. 

On  fera  donc     r  =  ±3,     ±5,     zt  15,     ±:  1 . 

Soit  r  =  3. 

On  trouve  : 

B;=-5,      a=150,     a'=— 228,     a' =  —159, 
P  =  — 55,     P'=30,     p"=:84; 
<.|     Q  =  474753     et     Q'=  9  X  16280082  , 
dont  Ips  diviseurs  communs  sont  zh  1  ,  d=  3. 

Si  pour  déterminer  B^  on  remplace  q  par  ces  valeurs  dans 
l'équation  0  =  A^-j-  qh^  -f  rB^ ,  on  voit  que  q  ci  r  doivent 
être  premiers  entre  eux  ,  puisque  Ay=1  •  donc  ^  =  =1=3  doit 
être  rejeté.  Déplus,  la  seule  valeur  «7= — 1  donne  pour 
B^  une  valeur  entière  qui  est  —  2.  Remplaçant  ^,  r,  B,  et 
B4  par  leurs  valeurs  dans  les  polynômes  P,  F,  P",  on  trouve 
P  z=  —  30  .     P'  =  60  ,     P''  ^  —  56  ,     dont    les    diviseurs 
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sont  p  =  ±i\  f  ih  2  ,   donc  il  faut  essayer  si  les   valeurs 
r=3,  ^  =  —  1  ei  p  =  ±i  ,  ±2  satisfont  aux  conditions 

!W ==:]v,    ?^tll) =  N.    Or  le    seul 

1  — p  —  q — r  — 1 — p-\-q  —  ^ 

système  r  =  3,  q  =  —  i  ,  p  =  —  2  les  vérifie.  Substituons 

ces  valeurs  dans  les  équations  (A) ,  on  remontant  à  partir  de 

la  sixième  jusqu'à  la  première.  On  trouve  pour  B,  une  valeur 

fractionnaire  ;   donc  ce  système  doit  aussi   lui-même  élre 

rejeté. 

Soit  rrrz  — 3. 

on  aura  : 

65=5,  a=150,  a'  =  — 168,  «"==159,  p  =  — 55, 
P'=30,  p"=  — 84,  Q  =  3X  10769,  Q'=34x  2  X 526741  , 

dont  les  diviseurs  communs  sont  dz  1  ,  ±:  3.  Or  ^  et  r  doi- 
vent être  premiers  entre  eux  ;  donc  on  doit  rejeter  la  valeur 
=fc  3.  D'ailleurs  ,  à  q  =  —  l  correspond  B^  fractionnaire  ; 
donc  la  seule  valeur  à  essayer  est  ^  =  1 ,  qui  donne  B^  =  2. 
Substituons  les  valeurs  r=  —  3,  ^  =  1,  B5=5,  B4=2  dans 
les  polynômes  P,  P',  P",  nous  trouverons  P=32,  P'=  — 84, 
P"  =  76  ;  donc  p  =  zt  i  ^  ±2,  d=4.  Les  valeurs 
p  =  2,  />  =  4  sont  les  seules  qui  vérifient  les  conditions 

F(1)  F(— 1)  .      , 

=  /f  ,  ; =  fi  ;    mais  étant 


1  —  p  —  q  —  r  —  1  —  p  -{-  q  —  f 

substituées  dans  les  équations  de  condition  (A) ,  la  première 
donne  pour  BjCt  la  seconde  pour  B,  une  valeur  fractionnaire  ; 
donc  elles  doivent  être  l'une  et  l'autre  rejelées. 

Soit  r  =  5. 

On  trouve  : 

B5=_3,  «=390,  a'=-520,  a''=— 745,  p=-151,  p'=30, 
p"==220,  Q=5X3X316357,    Q'=2x3^X5'X  114751  , 

dont  les  diviseurs  communs  sont  =bl,  rt3,  dz5.  La  seule 
valeur  qui  donne  B^  entier  est  q  =  —  3  ;  et  ^i  on  port*»  l<  s 
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valeurs  /•=»5,  ^y=:  —  3,  135=  — 3  cl  B^  =  —  2  dans  les 
polynômes  P,  F,  P",  on  obtient  P=-64,  P'=:r60,  P"=-.8, 
dont  les  diviseurs  communs  sont  it  1 ,  ±:  2  ,  zb  4  ;  la  seule 

valeur  qui  satisfasse  aux   conditions =  n  , 

1  — p  —  7  —  r 

F( — 1) 

?i  est  -j-4.  Donc  il  faut  substituer  les 


valeurs  n=5^  ^= — 3 ,  p:=:  4  dans  les  équations  (A) ,  à  par- 
tir de  la  sixième  en  remontant  jusqu'à  la  première  -,  on 
trouve  qu'elles  sont  toutes  satisfaites  et  donnent  les  valeurs 
entières  B3=:-l-5,  B,r=-[-4,  B.  =  —  2.  Donc  le  premier 
membre  de  l'équation  donnée  est  divisible  par  le  facteur 
jc^  —  ^j:^~\-djc — 5,  cl  par  conséquent  est  le  produit  des 
deux  facteurs  irréductibles 

(x'—  4jc*+  3.r  —  5)  (x«—  2.r'*-f  4jf ^+5^'—  2ar  —  3) . 


SUR    LE 

DÉVELOPPEMENT  D'UNE  SPIRALE  CONIQUE. 

PAR  M.  EUGÈ^S  JUSé, 
licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


Dans  le  \T  volume  des  Annales  de  Matbémaliques  de 
M.  Gergonnc  (p.  166),  on  trouve  la  solution  analytique  de 
cette  question  : 

t  Suivant  quelle  courbe  un  (il  parfaitement  flexible  et 
i)  inextensible  doit-il  être  roulé  sur  la  surface  d'un  cône 
>'  droit,  pour  qu'en  développant  ce  fil ,  supposé  se  terminer 
•>  au  sommet  du  cône,  de  manière  à  le  maintenir  constam- 
V  ment  (auvent  à  la  courbe,  son  exlrémité  ne  sorte  pas  du 
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»  plan  conduit  par  ce  sommet  perpendiculairement  à  Taxe 
.)  du  cône?  Et  quelle  courbe  décrira  alors  celle  extrémité  sur 
»  le  plan  ?  » 

Il  me  semble  que  ce  problème  peut  être  résolu  très-sim- 
plement de  la  manière  suivante. 

Une  courbe  plane  a  toutes  ses  développées  sur  une  surface 
cylindrique  dont  les  arêtes  sont  perpendiculaires  à  son  plan, 
et  dans  le  développement  de  cette  surface  cylindrique  toutes 
les  développées  suivantes  produisent  des  lignes  droites,  ce 
qui  indique  que  leurs  tangentes  sont  toutes  également  incli- 
nées sur  le  plan  de  la  développante.  La  courbe  qu'on  veut 
déterminer  sur  le  cône  doit  donc  être  partout  également  in- 
clinée sur  la  base ,  et  par  suite  sa  tangente  doit  faire  un  angle 
constant  avec  la  génératrice  menée  au  point  de  contact, 
puisqu'elle  est  située  avec  cette  génératrice  dans  un  même 
plan  tangent.  De  sorte  que  si  on  développe  le  cône  sur  un 
plan ,  le  développement  de  la  courbe  cherchée  aura  partout 
ses  tangentes  également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs 
menés  du  sommet  du  cône  aux  points  de  contact  ;  propriété 
delà  spirale  logarithmique.  La  courbe  qu'on  se  proposait  de 
trouver  est  donc  celle  qu'on  obtient  en  enroulant  sur  le  cône 
un  plan  où  est  tracée  une  spirale  logarithmique  dont  le  som- 
met du  cône  est  le  point  asymptote. 

Si  on  projette  toutes  les  génératrices  du  cône  sur  un  plan 
parallèle  à  la  base  et  passant  par  le  sommet,  on  aura  nu  sys- 
tème de  rayons  vecteurs  issus  de  ce  point,  et  les  tanirentes  A 
la  projection  de  la  courbe  cherchée  seront  également  incli- 
nées sur  les  rayons  vecteurs  des  points  de  contact,  et  comme 
par  hypotlièse  la  courbe  et  conséquemment  sa  projection  sa 
terminent  au  sommet  du  cône,  la  projection  sera  aussi  une 
spirale  logaritlimique. 

La  partie  développée  du  fil  est  dans  um  rapport  constant 
avec  sa  projection  ,  rapport  qui  est  anssi  le  même  que  n^lui 
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d  une  portion  quelconque  de  la  courbe  à  sa  projection  ;  de 
uianière  que  rcxtrémilé  libre  du  fil  décrira  dans  son  déve- 
loppement la  développante  de  la  spirale  logarithmique  sui- 
vant laquelle  se  projette  la  courbe  tracée  sur  le  cône.  On  sait 
d'ailleurs  que  la  développante  d'une  spirale  logarithmique 
est  une  autre  spirale  logarithmique  ;  de  sorle  que  l'on  pourra 
tracer  la  courbe  demandée  par  un  moyen  mécanique ,  en  fai- 
sant décrire  à  l'extrémité  libre  du  fil ,  qu'on  roulerait  sur  le 
cône,  les  contours  d'une  spirale  logarithmique  ayant  pour 
point  asymptote  le  sommet  du  cône,  et  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe. 

Ce  mode  de  démonstration  m'a  été  suggéré  par  une  note 
qui  suit  de  quelques  pages  la  solution  analytique. 


ANNONCES. 


Couru  (V arithmétique  à  l'usage  des  élèves  qui  se  destinent 
aux  Écoles  spéciales ,  par  Lenthéri  c  (  Neveu  ) ,  licencié  es 
sciences,  mathématiques  et  physiques  ,  professeur  de  ma- 
thématiques à  l'école  du  génie  de  Montpellier  ;  2*^  édition 
entièrement  refondue.  Pari?,  1841  ,  in-8°de  263  pages  ('). 

A  nous  autres  modernes ,  il  nous  paraît  tout  naturel  de 
commencer  l'arithmétique  par  la  définition  ,  la  numération  , 
et  ensuite  l'addition  ,  la  soustraiction ,  la  multiplication  et  la 
division.  Cependant  cette  disposition  n'est  pas  fort  ancienne. 
Les  auteurs  arabes  du  10%  du  11'  et  du  12°  siècle  commencent 
parla  muUipiiralion  et  la  division,  et  donnent  ensuite  l'addi- 
tion  et    ia    soustraction.    La   même    marche  a  été  suivie 


(•;  vMfT  n.icliplioi .  Prix,  3  fr.  r)0  c. 
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dans  nos  traités  d'abaques  el  d'algorithme,  évidemment  mo- 
delés sur  les  ouvrages  arabes,  comme  nous  le  verrons  dans 
le  compte  que  nous  rendrons  du  traité  de  Gerbert  que 
M.  Chaslcs  a  fait  connaître  ,  tant  il  est  vrai  qu'en  toute  chose 
la  simplicité  et  la  clarté  viennent  en  dernier.  Ces  deux  qua- 
lités se  font  remarquer  dans  le  début  de  M.  Lenthéric;  la 
méthode  étant  celle  qui  est  aujourd'hui  généralement  suivie 
ne  donne  lieu  qu'à  quelques  observations  de  détail. 

Multiplication.  On  lit,  page  17  :  les  additions  s'abrègent 
au  moyen  de  la  table  suivante  a/^n7)wee  à  Pythagore.  C'est  d'a- 
près un  passage  de  Boëce ,  auteur  du  4^  siècle,  qu'on  a 
attribué  cette  table  au  philosophe  de  Samos  ;  mais  M.  Chastes 
a  solidement  établi  que  ce  passage  a  été  mal  interprété. 
Boëce  parle  de  la  table  dite  abaque  et  non  de  la  table  de  mul- 
tiplication. On  ne  devra  donc  plus  mentionner  Pythagore  ,  à 
l'occasion  de  cette  table  ;  pourquoi  faire  subsister  une 
erreur  ? 

Page  15 ,  ligne  15  ,  il  faut  remplacer  11  par  15^  faute  non 
marquée  dans  Verrata. 

On  consacre  six  pages  (  i24  à  29  )  à  démontrer  la  constance 
du  produit ,  dans  quelque  ordre  qu'on  prenne  les  facteurs  ; 
beaucoup  trop  long. 

Division  (  page  30  )  ;  on  commence  par  des  réflexions  sur 
la  nalure  de  cette  opération  ,  qui  seront  difficilement  com- 
prises par  les  commençants  :  il  faut  bien  se  pénétrer  qu'en 
arithmétique  on  opère  toujours  sur  les  nombres  abstraits  , 
jamais  sur  des  nombres  concrets.  Toutes  les  régies  ne  se 
rapportent  qu'à  des  nombres  non  qualifiés  ■  lorsque  des 
nombres  doivent  être  qualifiés  ,  c'est  au  bon  sens  de  l'opéra- 
teur à  trouver  ces  qualilications.  L'existence  de  ce  bon  sons 
est  antérieure  à  toute  règle;  c'est  un  fait  qu'on  oublie  sou- 
vent ,  non-seulement  en  arithn)étique  ,  mais  dans  toute 
l'étendue  des  sciences  exactes. 
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Pour  essayer  !<  s  chiffres  du  quotient ,  au  lieu  de  multiplier 
ce  chiffre  par  la  division ,  comme  d'ordinaire ,  l'auteur  divise 
le  dividende  par  ce  chiffre  et  compare  le  résultat  avec  le 
diviseur  :  ce  moyen  d'essai  très-simple  est  généralement  pra- 
tiqué dans  les  collèges  de  Paris.  On  devrait  remarquer  aussi , 
que  quand  on  sait  que  le  diviseur  est  contenu  exactement  dans 
le  dividende,  il  y  a  de  l'avantage  à  faire  la  division  de  droite 
à  gauche.  Los  premiers  chiffres  des  dividendes  et  des  divi- 
seurs donnent  immédiatement  les  chiffres  du  quotient. 

Puissances  (page  43).  L'auteur  s'écarte  ici  de  la  disposition 
ordinaire  et  donne  les  puissances  immédialement  après  la  di- 
vision ,  ce  qui  me  paraît  en  effet  très-convenable  ;  mais 
comme  on  ne  donne  que  les  carres  et  les  cubes  ,  les  théo- 
rèmes sur  les  exposants  en  général  ne  sont  peut-être  pas  ici 
à  leur  véritable  place. 

VII.  Divisibilité  des  nombres.  Cette  partie  importante, 
ainsi  que  les  propositions  y  relatives ,  est  traitée  avec  soin 
et  doit  précéder  la  théorie  des  fractions  :  la  rédaction  laisse 
oialheureusement  à  désirer. 

XïII.  Recherche  du  plus  petit  dividende  commun  (p.  107). 
C'est  ainsi  que  l'auteur  désigne  le  plus  petit  multiple  com- 
mun. Ici  unit  le  calcul  des  nombres  entiers,  renfermant 
13  articles,  savoir:  I.  Addition.  II.  Soustraction.  111.  Mul- 
tiplication. IV.  Division.  V.  Puissances.  VI.  Extraction  de 
racines.  VII.  Divisibilité  des  nombres.  VIII.  Preuves  des  opé- 
rationsarithmétiqucs.  IX.  Recherche  des  nombres  premiers  . 
au  moyen  du  crible  d'Érathoslène,  on  lit  l'observation  qu'on 
n'a  besoin  d'effacer  qu'à  partir  du  carré  de  chaque  nombre 
premier  ;  à  partir  de  121  pour  11  et  ainsi  des  autres.  Celte 
observation  abrège  aussi  les  recherches  des  nombres  premiers 
renfermés  entre  des  limites  données.  X.  Décomposition  des 
nombres  en  facteurs  premiers.  XI .  Recherche  de  tous  les  divi- 
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seurs  d'un  nombre.  XIT.  Recherche  des  diviseurs  communs  des 
nombres.  XIII.  Recherche  du  plus  petit  dividende  commun. 

La  seconde  partie  est  intitulée  :  Calculs  des  nombres  frac- 
tionnaires, et  est  divisée  en  cinq  articirs  :  I.  Fractions  ordi- 
naires ;  à  l'occasion  de  la  multiplication  par  une  fraction  ,- 
l'auleur  dit  avec  raison,  qu'une  telle  opération  ne  peut  se 
concevoir,  puisque  le  multiplicateir  ne  peut  être  fraction- 
naire; ensuite ,  il  légitime  cette  locution.  Cet  article  est  ter- 
miné par  les  quotients  et  les  racines  avec  approximation. 
II.  Calcul  des  nombres  complexes.  Ce  chapitre  ne  devrait  plus 
être  inséré  dans  le  corps  de  l'ouvrage ,  et  pourrait  être  placé 
à  ia  fin  sous  forme  d'exercice ,  avec  le  calcul  relatif  aux 
mesures  étrangères.  III.  Fractions  décimales.  IV.  Système 
métrique  très-bien  développé.  Y.  Applications;  règle  de  trois 
de  société,  d'alliage  ,  et  questions  diverses,  ici  finit  l'arilh- 
métique  proprement  dite. 

La  théorie  des  proportions,  progressions,  et  des  logarithmes, 
et  la  théorie  des  systèmes  de  numération  terminent  l'ouvrage. 
Quand  serons-nous  débarrassés  de  l'échafaudage  des  pro- 
portions? qui  nous  en  délivrera?  Par  cet  exposé,  on  voit 
que  la  marche  de  l'auteur  est  très-logique  ,  rigoureuse  ,  et 
généralement  d'une  grande  clarté  ;  c'est  un  traité  complet , 
dans  un  volume  assez  resserré.  11  est  à  regretter  que  l'au- 
teur n'ait  pas  eu  le  temps  de  soigner  suffisamment  le  style  et 
la  rédaction;  sous  ces  deux  rapports,  l'ouvrage,  dans  une 
prochaine  édition  ,  devra  être  soumis  à  une  sévère  révision  : 
alors  on  fera  disparaître  des  énoncés  tels  que  ceux-ci  :  si  deux 
ou  plusieurs  nombres  ont  un  diviseur  commun ,  leur  somme 
Vauraj  si  deux  nombres  ont  un  diviseur ,  leur  différence  V aura  ; 
numérer  au  lieu  de  compter,  est  une  locution  vicieuse  que 
l'Académie  n'admet  pas  ;  c'est  surtout  dans  les  ouvrages  des- 
tinés à  la  jeunesse  qu'il  faut  éviter  les  néologismes.  La  langue 
qui  a   suffi   aux   Lagrange ,   aux  ï.aplace  ,  pour   rnseigner 
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raritbraétique  à  l'Écolo  normale  nationale,  peut  encore  nous 
suftiro.  Tm. 


Éléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique  ;  par  De- 
lisle ,  chevalier  de  la  Légion  d'honneur ,  examinateur 
d'admission  à  l'École  navale ,  professeur  de  mathémati- 
ques spéciales  au  collège  royal  de  Saint-Louis  •  et  Gerono, 
professeur  de  mathématiques.  —  Paris,  Bachelier,  1845  , 
in  8°.  V.  p.  179,  2  pi. 

On  on  rendra  comple. 


Secunda  Memoria  sull^  applicazione  del  calculo  dei  residui 
air  integrazione  delV  equazioni  lineari  a  derivati  parziali  ^ 
di  lîarnaba  Tortolini,  professore  di  calcolo  sublime  ,  etc. 
—  Roma,  1843,  in-8°.  130. 

Il  est  à  remarquer  que  le  calcul  des  résidus,  né  en  France, 
n'est  cultivé  que  hors  de  France.  M.  Tortolini  continue,  dans 
ce  second  mémoire  ,  à  appliquer  le  calcul  des  résidus  à  cer- 
taines équations  linéaires ,  homogènes  et  non  homogènes  à 
dérivées  partielles,  et  qui  se  présentent  fréquemment  dans 
des  questions  de  physique  mathématique.  Nous  ne  pourrions 
en  parler  sans  sortir  des  bornes  prescrites  aux  Annales  ;  mais 
nous  aurons  pourtant  une  occasion  de  faire  connaître  à  nos 
lecteurs  les  profondes  recherches  du  célèbre  professeur  ita- 
lien. 11  a  ramené  la  rectiûcalion  de  la  lemniscate  générale 
(voir  p.  429)  à  des  functions  elliptiques  de  première  et  de  troi- 
sième espèce  ,  et  en  a  donné  la  bissection  ,  la  trisection  ,  etc. 
Il  serait  à  désirer  qu'on  pût  parvenir  à  de  semblables  résul- 
tats pour  une  aplanélique  du  quatrième  degré  [voir  p.  420). 
Nous  indiquerons  encore  ce  beau  théorème  -.  L'aire  de  la  sur- 
face formée  par  les  projections  du  centre  d'un  ellipsoïde  sur 
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SCS  plans  tangenls  est  équivalente  à  celle  d'un  ellipsoïde  qui 
a  pour  axes  principaux  les  trois  quatrièmes  proportionnelles 
aux  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  donné,  en  les  prenant 
dans  un  ordre  quelconque;  et  le  volume  de  celte  surface, 
chose  singulière ,  n'est  pas  susceptible  d'un  énoncé  simple. 


CONCOURS  D'AGREGATION  EN  1845. 

(  V.  tome  111,  p.  516.  ) 

Compositions  de  Mathématiques, 

23  août. 

Composition  d'analyse. 

Exposer  la  théorie  du  plan  osculaleur. 

Déterminer  sur  la  surface  d'un  cône  droit  la  courbe  qui 
coupe  la  génératrice  sous  un  angle  constant  et  qui  passe  par 
deux  points  donnés  sur  cette  surface  ;  calculer  la  longueur 
d'un  arc  pris  sur  cette  courbe;  calculer  laporliori  de  surface 
œnique  comprise  entre  cet  arc  et  les  génératrices  qui  passent 
par  ses  extrémités;  trouver  le  plan  osculatcur,  le  rayon  et 
le  centre  de  courbure  pour  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
courbe  et  le  lieu  des  centres  de  courbure  ;  chercher  ce  que 
devient  la  courbe  si  on  développe  la  surface  sur  un  plan. 

25  août. 

Composition  de  mécanique. 

Un  point  matériel  pesant  est  suspendu  à  un  fil  flexible  in- 
extensible et  sans  masse  dont  l'autre  extrémité  est  fixe;  ce 
pendule  est  mis  en  mouvement  dans  un  plan  vertical  et  le  fil 
s'enroule  sur  une  courbe  fixe  située  dans  ce  plan  et  passant 
par  le  point  de  suspension  où  elle  a  pour  tangente  la  verli- 
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*ale,  quelle  doit  être  cette  courbe  fixe  pour  que  la  tension 
iJu  fil  soit  constante  pendant  un  certain  temps,  quelles  seront 
les  lois  du  mouvement  et  pourra-t-il  être  oscillatoire  :  on 
donne  la  longueur  du  fil  et  la  vitesse  du  pendule  au  point  le 
plus  bas. 

Note.  Le  problème  de  mécanique,  proposé  par  J.  Ber- 
noulli ,  étant  professeur  de  Groningue,  a  été  résolu  par  le 
marquis  de  L'Hôpital.  (Mém.  de  l'Acad.  des  Se,  1700,  p.  9) 

Tm. 


RELATIONS 

pour  que  trois  points  dans  un  plan  soient  sur    une   même 

droite. 


1°  Chaque  point  est  donné  par  des  coordonnées. 

Soit  -3^.,^.  ;-^a,r.i-^3,jK3; 

les  coordonnées  de  trois  points  ;  pour  qu'ils  soient  sur  une 

même  droite ,  on  doit  avoir  la  relation  connue 

Observation.  Cette  équation  exprime  que  l'aire  du  triangle 
ayant  pour  sommets  les  trois  points  ,  est  nulle. 

IL  Chaque  point  est  donné  par  V intersection  de  deux 
droites. 

Soit  'Ly+^'^^'fn 

l'équation  d'une  droile  ;  faisant  l'indice  n  successivement  égal 
aux  six  premiers  nombres ,  on  n  les  équations  d'autant  de 
droites  ;  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  pre- 
mières droites  sont 


"l^I     5 
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et  ainsi  des  autres  expressions  entre  parenthèses  ;  on  ex- 
prime de  même  les  coordonnées  de  l'interseclion  de  la  3°*  et 
4"«  ligne  j  et  celles  de  rintcrsection  de  la  5°"^  et  6"°^  droite; 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on  obtient  facile- 
ment ,  les  calculs  étant  effectués  ,  la  relation  suivante  : 

+[^5e6][-/y;[^>4]+/j;[<^3]+/:/3K^4]-/./J<^3]]  !  =o. 

La  loi  déformation  de  la  1'"  ligne  est  évidente;  le  signe 
est  déterminé  selon  la  règle  de  Cramer  par  le  nombre  des 
variations  ;  û  ce  nombre  Ciit  pairie  signe  est  positif,  et  il  est 
négatif  pour  un  nombre  impair  de  variations.  La  seconde 
ligne  se  déduit  de  la  première  en  augmentant  tous  les  indices 
de  2 ,  et  changeant  7  en  1  et  8  en  2  ;  et  la  troisième  ligne  se 
déduit  de  même  de  la  seconde. 

Corollaire.  Lorsque  les  trois  systèmes  de  lignes  sont  paral- 
lèles ,  alors  on  a  : 

d,  =  d^  =  d^'^d^=  d^  =:  d^ ;  r,  =  63  =  c,  ;  e.^  =6^  =  6^- 
la  relation  se  réduit  à 

(La  mite  prochainement .) 
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IHEOKÈMES 

sîir  des  tangentes  à  la  parabole 

PAR  ra.  ANNE, 

Professeur. 


Théorème  1. 

Si  des  différents  points  N  {Fig.  49)  d'une  tangente  CM  à 
wne  parabole,  on  mène  deux  droites,  l'une  NF  au  foyer, 
l'autre  ]NB  tangente,  l'angle  FNB  de  ces  deux  droites  est 
constant  et  égal  à  l'angle  FMG  de  la  tangente  primitive  et  du 
rayon  vecteur  mené  à  son  point  de  contact. 

En  effet,  !a  tangente  AY  au  sommet  de  la  parabole  est  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  les 
tangentes  ;  donc  le  quadrilatère  FBCN  est  inscriptible  dans  un 
cercle  de  diamètre  FN  ;  donc  l'angle  FCB  =  FNB  comme 
sous-tendani  le  même  arc. 

De  plus,  on  sait  que  FC  est  bissectrice  de  l'angle  MFA  ; 
par  conséquent  l'angle  FCB ,  complément  de  CFA  ,  l'est 
aussi  de  MFC  et  par  conséquent  est  égal  à  FMC. 

Donc  FMC  =  FNB.  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  II. 

Si  des  différents  points  K  {Fig.  50)  d'une  corde  de  contact 
de  deux  tangentes  AC ,  AB  à  une  parabole,  on  mène  deux 
parallèles  KD,  KE  aux  deux  tangentes  ,  il  en  résulte  un  pa- 
rallélogramme dont  la  seconde  diagonale  DE  est  tangente  à 
la  parabole. 
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Pour  le  démontrer,  si  KD  est  parallèle  à  AB  et  DE  tan- 
gente à  la  parabole,  il  suffit  d'établir  que  AE  =  DK. 

Soit  F  le  foyer  de  la  parabole  et  joignons-le  aux  différents 
points  notés  sur  la  figure. 

D'abord  ,  il  résulte  évidemment  du  théorème  précédent, 
que  si  une  tangente  roule  entre  doux  autres ,  elle  est  con- 
stamment vue  du  foyer  sous  le  même  angle.  (Théorème  qui 
est  encore  vrai  pour  l'ellipse  et  pour  l'hyperbole.)  Foir  t.  II, 
p.  535,  théor.  XII  ,  et  t.  III ,  p.  439. 

Donc ,  les  angles  AFC ,  EFD ,  BFA  sont  égaux ,  et  par 
suile ,  DFC  =  AFE  ;  mais  par  le  premier  théorème ,  FCD  = 
FAE.  Ainsi  les  deux  triangles  DFC,  AEF  sont  semblables  et 
donnent  : 

CD  :  AE  ::  CF  :FA; 

les  triangles  ACF,  ABF  pour  les  mêmes  raisons  sont  sem- 
blables et  donnent  : 

CF:FB  ::  CA  :  AB  • 
d'où  CD:  AF  ::  CA:  AB. 

Mais  le  parallélisme  de  DK ,  AB  donne  : 

CD  :DK  ::  CA  :  AB. 

Donc  DK  =  AE.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Scholie.  Si  l'on  voulait  trouver  l'équation  de  la  parabule 
inscrite  dans  l'angle  YAX  et  tangente  aux  points  CB  ; 

Prenant  AY  pour  axe  des  jr  et  AX  pour  axe  des  a: ,  et  po- 
sant AC=  b  ,  AB  r=  a  ,  Téquation  générale  de  la  courbe 

Ay+  Krv  +  Cjr'+  Dr  +  Eor  -f  F  =  0 
donnerait  pour  établir  ces  conditions  : 

E  F 

.r  =  0  ,  x'+  ^  X  +  ^  =  0  =  (.r  -  a)\ 

Ann.  ni',  Matiu^.mat.  IV.  32 
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T\  T7  T'  r* 

éliminant ,  on  trouve  : 

D  ,       E  26'       F       ,,       C      b'      B      _^^b 

On  a  donc  pour  équation  du  problème  : 

^V  ±  2rt6.rjr  +  6'x'—  ^a'by  —  2«^>'jc  +  rt'/;'  =  0. 
Le  signe  supérieur  donne  le  carré  parfait  : 

{ay-\-ba:—abT  =  0     OU     (•^  +  f— lj=0, 

équation  de  la  corde  de  contact  CB. 

Le  signe  inférieur  donne  la  parabole  demandée  • 

ay—  <2abxy  +  b'x'—  'ia'by  —  '2ab''x  -^a'b'  =  0. 

Note.  On  parvient  directement  à  ce  résultat  au  moyen  de 
nos  relations  d'identité. 

L'on  a ,  dans  le  cas  actuel,  1=  l'  =  m  =0  ;  remplaçant 
les  six  coefficients  de  l'équation  générale  par  leurs  valeurs 
tirées  des  identités  (  t.  I ,  p.  490) ,  on  obtient  de  suite  : 

A-y  ±  2kk'xy  +  k^'x'-\-  2kny  +  2k' nx  +  /i'  =  0. 

—  n      ,  ,        ^        — n 

Faisant  jc  =  0,  on  tirer  =  -7-  =^  ;  et  de  même  — ,-  =  a  ; 

remplaçant  dans  cette  équation  k  et  k  par  — —  ,  ,   on 

obtient  Téqualion  de  M.  Anne  ;  en  général,  dans  toute  ques- 
tion concernant  la  parabole,  Ton  a  B'  =  4AC  =  0;  B  doit 
avoir  un  double  signe. 

Lorsqu'au  lieu  d'une  parabole,  il  s'agit,  avec  les  mêmes 
doimées,  d'une  autre  conique,  l'équation  correspondante  est  : 

a^)  '■'  d=  xy^kceb^-^-  m  +  b\r'—  2a' by  —  2ab\r  -\-  a'-b'^r.  0  : 
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or  on  a  B'  — 4^"^"  =  m  ; 


d'où  B  =  ±l/ka'b'-^m. 

Lorsqu'on  connaît  m ,  deux  coniques  de  môme  espèce  ré- 
pondent à  la  question,  et  lorsque  m  =  0,  une  des  paraboles 
se  réduit  à  une  droite.  Tm. 


RÉSOLUTION  DES  EQUATIONS 

dont  les  racines  ne  sont  que  des  fonctions  algébriques  de  radi- 
caux du  second  degré. 

FAR.  m.  CK£VII.I.ARI> , 

professeur  à  Sorrèze. 


Si  les  racines  d'une  équation  algébrique  ne  sont  formées 
que  de  radicaux  du  second  degré,  comme  chacun  de  ceux-ci 
peut  cire  tiré  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients 
rationnels ,  l'équation  proposée  dont  le  degré  sera  nécessai- 
rement 2"" ,  pourra  toujours  élre  regardée  comme  provenant 
de  l'élimination  de  m  —  1  inconnues  entre  m  équations  à 
coellicienls  rationnels  du  deuxième  degré  à  deux  inconnues, 
savoir  : 

II'  -f  u  {cl  +  ^)  +  et  -\-ft  +  ^^  —  0 
»/  -f-  V  [hu  -f  i)+jiC  -\-kii-{-l=0 


X  +  X  [ny  -[-p]  -\-qy'  -\-  /;x  +  5-  =  0  , 
et  par  conséquent  ses  racines  seront  i!e  la  forme 
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^:=A  ih\/l}dEv/crhKiEbV  E±:KF±I^GztV/ïr± 

±.v  \zhyj±L\/ K±y\^V u±y^±\/ o±.\/v±: , 

Chaque  nouveau  radical  portant  sur  une  forme  identique 
à  tout  ce  qui  le  précède  et  A,  H,  C,  etc.,  étant  des  quantités 
rationnelles.  On  trouve  encore  cotte  forme  générale  de  la  ra- 
cine X  ,  si  l'on  observe  qu'une  fonction  algébrique  de  radi- 
caux du  deuxième  degré  ,  se  ramène  toujours  déGnilivcment 
à  ne  présenter  ces  radicaux  qu«  sous  les  formes  d'addition , 
de  soustraction,  de  superposition,  les  dénominateurs  irra- 
tionncis  pouvant  être  rendus  commensurablrs.  On  peut 
même  présenter  sous  la  forme  ci-dessus  les  racines  de  toute 
équation  de  degré  S'" ,  snuf  à  calculer  par  approximation  les 
valeurs  de  A,  B,  G,  etc.,  qui  seront  irrationnelles  ;  mais  si  la 
proposée  n'a  pour  racines  que  des  radicaux  du  second  degré , 
on  en  sera  averti  en  ce  que  ces  valeurs  seront  toutes  ration- 
nelles. Soit,  pour  fixer  les  idées,  proposée  une  équation  quel- 
conque du  quatrième  degré, 

dont  les  quatre  racines  peuvent  s'écrire 

x  =  A  ±  I/bTI^c  ±  Kd, 

ou  plutôt  si  l'on  considère  les  deux  équations  dont  on  peut 
supposer  que  (1)  est  l'équation  finale , 


(2)  x  =  m±:  l]/J?  =b  \/ n  zh  y'p 


où  il  n'entre  en  réaliléque  deux  doubles  signes,  l'un  de  i/w, 

l'autre  de  vn..  Par  une  première  élévation  au  carré  ,  on 
trouve 

ji'  — 2m.r+m'  -}-/>— //r=-f-  Ky^fl— 2/w+ 2/.r), 
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et ,  par  une  deuxième  élévation  au  carré  ,  après  réduc- 
tions , 

(jc*— 4mj:'+(3m' — l^p—n]<2x^+[Vmp\mn—m^—lp)^x-\- 
^^^  I  +  (m''  +  Vp—nJ^p  {i—2lmy  =  0. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  peut  être  mise  une  équation 
du  quatrième  degré ,  les  quatre  constantes  a  ,  b ,  c  ^  d,  se 
trouvant  remplacées  par  les  quatre  constantes  /,  m  ,  n,  p. 
Pour  calculer  ces  dernières ,  on  trouve  en  idenliflant  (1), 
et  (3), 

Ia  =  — m 
b=^ni'  —  l'p^n 
c  =  l^mp  -\-  nui  —  ni^  —  Ip 
d  =  {m'  +  Vp^iiY—p  (1— 2/m)'  ; 

ce  qui  se  réduit  à 

Pp-\-nr='ia'  —  b 
lp=ab — 2a^  — c 

d  =  {ha'  —  b  —  2ny  —/j  (1  +  2al)'  ; 

d'où  l'on  tire  enOn 

ab — 2a} — c 


m 


=  —  a,p= Y ,  7i=3a'—b-j-l{c-\-2a^^ab)     (5) 

^P {c -h^a^—  aby  +  ^l'{c-h2a^  —  ab)  {3a'  —  b)-h 
+  l {i^a^—Sa'b  -{-b'  +  ^ac—d)  i-  c  +  2a^—ab  =  0  ; 

équations  qui  montrmt  que  la  composition  en  radicaux  du 
deuxième  degré,  des  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré ,  réussira  si  Ton  trouve  une  valeur  commensurable 
de  /.  L'équation  en  /  rappelle  aussi  que  la  résolution  d'une 
équation  du  quatrième  degré  lient  seulement  à  la  résolution 
du  troisième  degré  ,  car  tous  nos  calculs  sont  généraux.  Ob- 
servons encore  que  Téqualion  en  /  ayant  été  obtenue  sniis 
solutions  étrangères  ,  les  trois  valeurs  de  /  qu'elle  fournil , 
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doivent  jouir  de  la  propriélé  de  donner  par  les  substitutions 
dans  (-2) ,  trois  systèmes  de  valeurs  identiques  de  .r.  Exami- 
nons maintenant  quelques  cas  particuliers  de  la  forme  géné- 
rale (2)  : 


p=z--j^n  =  —b-]-cl. 
2°  l  =  0;c  +  2a^—ab=z0, 

relation  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

x^  -}-  4«x^  4-  2bx"  +  Hcx  +  ^  =  0  , 
ait  ses  racines  de  la  forme 


x  =  7?idz  ]/n±i\/p 
connues  par 

m=z  —  a  ^  n^=  Zà^ — b  ^  p  z=~=:  [b — 2ay — d. 

3°     n  =  0',m=—a.  /  =  — ^ .p==^ — — - — -—L- 

'  '         ab-2a^—c'^  3a'~b 

remplaçant  dans  la  dernière  équation  (k) ,  on  trouve 

^(3^'  —b)  —  i^a'  —  by  {3a'  —  b)  —  {rui^  —  ab  —  cf  , 

relation  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

jf*  -\-^ax^-\-1bx''  +  \cx-\-  d=0 , 

ail  pour  racines 

x=m±i  l  Vpzt\/±.V''p. 
4°    pz=0;mz=-.a  ,  11=  3^'  —  b,  1  =  0^  c-}-9.a^—ab=0  , 

d  =  [b  —  2a')\ 

deux  relations  pour  que 

x ^  -\-  \ax'  -j-  2b x'  -\-  46M-  -j-  r/  =  0 , 
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ait  deux  racines  égales 

jf  =  mzh  V  n, 

EnGn  une  dizaine  de  cas  sans  intérêt ,  parmi  lesquels  je 
citerai  seulement  : 

5**  m=0,  /=0,a=0,  c  =  0, 

seules  conditions  pour  que 

ait  ses  quatre  racines. 

C'est  le  seul  cas  des  traités  officiels  d'algèbre. 

6**  m  =  0, 71=0  ;a=0, 

d'où 

relation  pour  que 

x^  4-  2bx'  +  ^cx  +  J  =  0 
ait  la  racine 


x=:±l\/p±\/±:yp;  l.=  -,p=:-'r. 


c 
T     Z  =  0,/i  =  0;  3^'— ^=0,c+2âj3__^^_0,  x' -\- 


-^-^ax^  +  ^bx""  +  4cjc -\-d=0,x=  —  m±:  V/dzKô,m= 

=  —a  ,  pv={b  —2ay—d  =  a'^-d. 

Application  numérique. 

Calculer  s'il  est  possible  les  racines  de 

or-i  —  ^x'  — lG.i'  +  l=0. 

La  forme  de  cette  équation  nous  reporte  au  cas  1°.  Cherchons 
donc  si  l'équation  en  /  qui  devient  ici  6V/^ —  16/'  —  i  =  0, 
ou  16/^  —  M'  — 1=0,  admet  une  racine  commensurablc. 
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Rendant   les  racines  quatre  fois   plus    grandes  en  posant 

/=-,  on  a  la  transformée  l^  —  l' — 4  =  0. 

4 

/,' — /,-+0./— 4  Cherchant  les  racines  commensurables 

2...  — 1 — 1 — 2         de  cette  équation  par  la  méthode  de  di- 
vision abrégée  (*) ,  on  trouve  la  racin<' 
/'   _j_  /_  _[,  2  =  0    entière  2 ,  et  en  même  temps  /;+/,+2=:0 
pour  l'équation  débarrassée  de  cette  racine.  On  a  donc  aussi 

et  par  conséquent  enfln 

racines  qui  satisfont  à  la  proposée  ,  comme  on  peut  le  vé- 
rifier. 

(*)  Procédé  que  j'ai  cité  page  350  du  2*"*  volume  de  ce  journal ,  que  M.  Thibault 
a  développé  page  523  du  môme  volume ,  et  qui  avait  été  présenté  dans  le  cours 
de  mathématiques  pures  de  M.  Francœur  dés  la  première  édition.  On  trouve 
aussi  dans  ce  dernier  ouvrage  un  moyen  trés-commode  de  calculer  les  valeurs 
numéri(}ues  que  prennent  les  dérivées  d'un  polynôme  pour  une  valeur  de  a; ,  ce 
qui  est  fort  utile  pour  le  calcul  des  transformées  d'une  proposée  X  =  0.  En  y 
posant  X  =  y +  /i,  on  a 


^\    „,^"'/t    ..^""h  Xm, 


y 


elxéciproquement  en  posant  dans  cette  transformée  ?y= a;  — /t,  on  a  Tidentiié 

X"  X'"  X""; 

•■^  /«^      ft^  -t    ^  2.3  2.3.4 

X»î, 

+    —{x-hm- 

2. 3. ..m 

maintenant  si  l'on  divise  X^  par  a;-ft.,  ce  qui  donne  Q,Q  par  a;— A,  d'oùQ' .  0' 
par  x—h,  d'où  Q"  ,  etc,  on  aura 

X"  X'"  ^""a  ^^h 

'^2  2.3  2.3.4  2.3. .OT 

reste  "^^/i' 

X".  X'".  X"".  Xm. 

0'-=_J!         +        -(X^h)  +  -V-^)2 +  ....+ '!:{x-h)m--2 

^         o  '2.0  '-'-3  4  2. 3. .m 

reste  ""'^'/i' 

X'",  X"",,  Xm, 

O"        -         -  -i  -(x-hM-..,.+  L{x~h)m-i 

2.3  ■-•3.4  '  2-3. ..m 
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Les  deux  autres  valeurs  de  l,  tirées  de 


sont 


et  partant 


9         ->  ^ 


donc, 


2      2 


8  2      2 


reste 


X»» 

Qw-l 1. 

2. 3. .m 


reste 


V    wî — 1 


2.3  ..(m— 0 


En  employant  donc  pour  trouver  ces  quotients  et  leurs  restes,  la  méthode 
abrégée  de  division  par  x— a,  on  aura  très-simplement  calculé  les  coefficients 
de  la  transformée  (i). 

Soit  proposé  par  exemple,  de  calculer  la  transformée  en  y  =a;— 3  de  X    — 

2X*  — 7X3— r2a;2 +  407+ 129='0  : 

2X*—  7x3  _  12x2+  4X+  129  Chaque  ligne  horizontale  présente  le  quo- 

tient de  la  ligne  (du  polynôme)  supérieure 
par  X — 3  ,  et  le  dernier  terme  de  chacune 

■^  h  ^    h 
est  successivement  X/.,  X';,, , ,  etc. 

2         2.3 

de  sorte  que  la  transformée  est 

2j/*+  1 7  J/3  +  33?/2  —  4 1 J/  +  6  =  0. 
Si  l'on  n'avait  besoin  (jue  de  la  valeurd'une 

h  ^  h 

2    11      33= dérivée,  par  exemplede- —    il  n'y  aurait 

2  2 
besoin  quede  calculer  les  trois  premiers  termes  de  chaque  quotient.  Knlin,  s'il  y 
avait  nécessité  comme  dans  la  reclierche  des  racines  incommensurable,  à  cal- 
culer les  transformées  X^.  ,  ,  X       ^,  X^.^ On  voit  (|ue  le  procède  aciuel 

fournira  successivement  le»  coelficients  par  de  simple»  aridiiion?  ei  ^ouslrae- 
tions. 


2 

—  1 

—15     —41       6 

2 

5 

0—41 

2 

M 

33 

2 

17 

2  —7  —12 

2 

2  —1   —1.5 
2       5         0 

—  kU  — 
vi  enfin 

X'  ==  ±  -1  +  \/^7^/_^  ^^—  ^ 

8  ' 

X"  =  ± -^-'^-^ K_4(l-\/-7)  d= 
8 

Ces  valeurs  satisfont  nécessairement  à  la  proposée  d'après 
ce  que  j'ai  dit  plus  haut  sur  la  nature  de  l'équation  en  /.  On 
le  vérifie  d'ailleurs  en  les  substituant  dans  les  équations  (4), 
ce  qui  est  d'un  calcul  plus  simple  que  la  substitution  dans  la 
proposée.  On  retrouve  bien  a=  0,  b— — l,c  = — 4 ,  d=  1 . 

Ces  deux  nouveaux  systèmes  de  valeurs  de  x  sont  du  reste 
identiques  avec  le  système 

Comme  le  font  retrouver  des  transformations  de  radicaux , 
d'après  ce  qui  avait  été  prévu. 


NOTE 

sur  les  cas  singuliers  d'insolubilité  ou  d'indétermination  dans 
les  équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues. 

FAR  M.  ARMANB  FARCY, 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Tout  système  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  étant  ramené  à  la  forme  simple 

aX'{-  by  =  k^  a!x  +  b'y  =  U  ; 
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si  ab'—ba'=0  et  ak' — ka=o  ,  ce  qui  entraîne  kb'—bk'=iO  , 
les  deux  équalions  sont  incompatibles,  c'est-à-dire,  que  rien 
de  ce  qui  résout  Tune  ne  peut  résoudre  l'autre  ;  si  ab^ — ba^=0 
et  aV —  ka^  =  0  ,  ce  qui  entraîne  kb'—  bk^  =  0  ,  les  deux 
équations  rentrent  l'une  dans  l'autre,  c'est-à-dire,  que  tout 
ce  qui  résout  l'une  résout  l'autre. 

k 

U insolubilité  se  manifeste  par  la  forme  -  ,  et  \ indétermi- 
nation par  la  forme  -  que  prennent  ensemble  les  deux  in- 
connues, et  l'on  rend  parfaitement  compte  de  Tune  et  de 
l'autre  en  montrant  que  dans  un  cas  les  premiers  membres 
sont,  indépendamment  de  toutes  valeurs  attribuées  à  x  et  à 
y  ^  dans  un  rapport  déterminé,  et  les  seconds  membres  (nu- 
mériques) dans  un  autre  rapport  ;  et  que  dans  l'autre  cas, 
Ips  premiers  membres  sont ,  indépendamment  de  toutes  va- 
leurs attribuées  àjc  eljr,  dans  un  rapport  déterminé  ,  et  les 
seconds  membres  (numériques)  dans  le  même  rapport. 

Rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  signaler  nettement ,  dans 
les  exemples  numériques  qui  offrent  quelqu'un  de  ces  cas 
singuliers  ,  les  causes  à' insolubilité  ou  di' indétermination  , 
lorsque  le  nombre  des  équations  n'est  pas  supérieur  à  deux. 

Mais  dès  qu'il  y  a  plus  de  deux  équations ,  cette  facilité 
disparaît,  la  multiplicité  des  équations  pouvant  donner  lieu 
à  bien  des  causes  diverses  soit  d'insolubilité,  soit  d'indéter- 
mination. Le  but  de  cette  note  est  d'indiquer  un  moyen  de 
découvrir  ces  causes  cachées  ,  quel  que  soit  le  nombre  coni 
mun  des  équations  et  des  inconnues. 

Soit  par  exemple  le  système  en  apparence  déterminé  : 
3jc — 2^-j-  s — 3m=10  qui  donne  en  éliminants: 


^x-]-  X —  ::-|-  w=15 
iSx—  y—2z—u  =2i 


7a: —  y-  '■2u=2b 
2x-\-3y+3u=  9 
5j:— iy— 5u=l(i 


puis  en  éliminât)',  r/ 
^J3ji'— 3/^=84 
22x—3u=S\ 
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Ces  deux  dernières  équations  renlrant  l'une  dans  l'autre, 
admettent  une  infinité  de  solutions,  et  il  en  est  par  consé- 
quent de  même  du  système  proposé.  Soit  encore  le  système 
en  apparence  déterminé  : 

3x — 2)^-(-  z — 3u=\0  qui  donne  en  éliminant  M: 

15x— y—  7z=  53 

lOJt'  — 3:^=  36 

3x+6jK— 2z-)-7m=24  45x—jr— 162=171 

Ces  deux  dernières  équations  étant  contradictoires,  leur  sys- 
tème est  insoluble  ,  et  il  en  est  par  conséquent  de  même  du 
système  proposé.  Pour  découvrir  le  vice  caché  de  chacun  de 
ces  systèmes ,  qui  ne  diffèrent  d'ailleurs  que  par  un  des  se- 
conds membres ,  remplaçons  les  seconds  membres  par  des  let- 
tres ,  et  traitons  le  système  suivant  : 


puis  en  éliminant  y  : 
30x— 9z=118 
lOx— 3z=  36 


qui  donne  en  éliminantM  : 
15x+^— 2z=A+3B 
lOx       — 3z=B+C 
2ox+y-bz=lB—D 

Le  système  proposé ,  en  apparence  déterminé,  est  donc  en 
réalité  : 


Zx—2y-{'  z— 3w=A 
4x-|-  y—  z-\-  u=z^ 
^x—  y—2z—  u=G 
3x-{-ej—2z-\-lu=zJ) 


puis  en  éliminant  y  : 
10x-3z=A+4B-D 
IOjc— 3z=B+C 


insoluble,      si  B4-C> ou <— A-!-4B-~D,  c.-à-d.  si  D>ou<3B-A— C, 
indéterminé,  si  B+C=r— A+4B— D,  c.-à-d.  si  D=3B— A— C, 

c'est-à-dire  suivant  que  le  second  membre  de  la  quatrième 
équation  est  ou  n'est  pas  différent  du  triple  du  second  membre 
de  la  seconde,  diminué  des  seconds  membres  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième.  Celte  relation  forcée  entre  les  se- 
conds membres  existe  donc  entre  les  premiers  membres , 
quels  que  soient  x,  y,  z  ,  u  ^  et  l'on  vérifie  en  effet  que  le 
premier  membre  de  la  quatrième  équation  est  égal  au  triple 
du  premier  membre  de  la  seconde ,  duquel  on  aurait  retran- 
ché les  premiers  membres  de  la  première  et  de  la  troisième 
équation.  On  reconnaît  ainsi  à  quoi  tenait  Vlnsolubilitc  et 
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ï indétermination  des  systèmes  proposés ,  et  l'on  aperfoit  en 
même  temps  le  moyen  de  former  à  volonté  de  tels  systèmes 
insolubles  ou  indéterminés,  quoique  en  apparence  délerminés. 
Génénilement  :  Lorsqu'un  système,  en  apparence  déter- 
miné, conduit  par  l'élimination  à  une  équation  insoluble  et 
indéterminée ,  ce  système  est  lui-même  insoluble  ou  indéter- 
miné ;  cela  tient  alors  à  ce  qu'il  existe  entre  les  premiers 
membres  des  relations  qui ,  n'existant  pas  entre  les  seconds  , 
rendent  les  équations  incompatibles  ;  ou  qui,  existant  aussi 
entre  les  seconds  membres ,  font  rentrer  certaines  des  équa- 
tions dans  les  autres.  Pour  découvrir  cette  relation ,  cause 
d'insolubilité  ou  d'indétermination,  on  peut  remplacer  les 
seconds  membres  par  des  lettres  ,  et  éliminer  les  inconnues  ; 
on  arrive  ainsi  à  certaines  relations  entre  les  seconds  mem- 
bres, relations  qui  sont  celles  existant  entre  les  premiers 
membres. 


SUR  UN  NOUVEAU  PRINCIPE  DE  MÉGANIQUE, 

fondamental  et  général. 

D'après  M.  Gauss.  (  Crelle,  tome  IV,  p.  232.  1829.  ) 


m, ,  m,,  m^ ....  est  un  système  de  points  matériels  soumis 
il  des  forces  et  à  des  liaisons  quelconques.  Soient  a^,  a^,  a^.... 
les  positions  respectives  de  ces  points  au  bout  du  temps  /  ; 
et  c, ,  c,,  Cj ....  les  positions  de  ces  mêmes  points  au  bout  du 
temps  t-\-dt-^  et  si  les  liaisons  n'eussent  pas  existé,  si  le 
système  était  entièrement  libre,  supposons  que  les  points 
fussent  parvenus  respectivement  dans  l'instant  dt ,  en  ^, ,  b,, 
^3 ....  ,  (le  sorte  que  6-,^.,  c^b^^  etc.  mesurent  les  déviations 
instantanées  respectives. 
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On  peut  considérer  le  point  m,  comme  soumis  au  bout  du 
temps  t  à  deux  forces  ;  l'une  se  combinant  avec  la  vitesse  et 
la  direction  qui  animent  le  point  w, ,  le  mène  dans  l'instant 
dt  en  c,  ;  et  l'autre ,  telle  que  si  elle  était  appliquée  au  point 
m,  en  repos  en  c, ,  elle  le  transporterait  en  h,  dans  l'instant 
dt  ;  de  même  pour  les  points  m^,  m^  ....  Et  d'après  le  prin- 
cipe de  d'Alembert ,  ce  second  système  de  forces  doit  être  en 
équilibre. 

Appliquons  à  ce  système  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Soient  c.y. ,  c^y^,  C373,  etc.  des  directions  différentes  de  cjj^^ 
<^Ai  ^3^3  1  etc.,  mais  compatibles  avec  les  liaisons  du  sys- 
tème; et  soient  0.,  0,,  G3  les  angles  que  forment  v,c,6, , 
7î<^A  ••••  »  etc.  ;  alors,  d'après  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles ^mcb.  C'i  cos  6  doit  être  ou  zéro,  ou  négatif  et  jamais  posi- 
tif ;  ch^  C7, 0  représentent  l'une  quelconque  de  ces  directions. 

Or  on  a  : 

7^  —  ch  =  Cy  —  2cb .  C7  cosô  ; 
donc 

im .  yb  —  2/?^ .  cb  =  2w  .  C7  —  2l/?i .  cb  .  cy  .  cosO. 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  essentiellement 

positif;   donc   i^m-fb     est  essentiellement  plus  grand  que 

i.m  .cb""  ;  c'est-à-dire  que  im  .  cb  est  un  minimum.  On  a 
donc  ce  principe  général  et  fondamental  :  «  Le  mouvement 
>  d'un  système  de  points  matériels,  liés  entre  eux  d'une  ma- 
)>  nière  quelconque ,  et  dont  les  mouvements  sont  soumis  à 
»  des  limitations  extérieures  quelconques  ,  s'opère  à  chaque 
»  instant  dans  la  plus  grande  coïncidence  possible  avec  le 
«  mouvement  libre  ou  avec  la  moindre  contrainte  possible , 
>>  en  prenant  pour  mesure  de  la  contrainte  que  tout  le  sys- 
»  tème  éprouve  dans  chaque  instant,  la  somme  des  produits 
»  de  la  masse  de  chaque  point  matériel  par  le  carré  de  sa 
»  déviation  instantanée  de  la  direction  libre.  » 
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L'illoslre  auteur  donne  un  énoncé  plus  ajuste  que  celui  qui 
est  en  usage ,  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Il  faut,  dit-il, 
que  la  somme  ne  puisse  jamais  devenir  positive.  Car  l'expres- 
sion usitée  suppose  tacitement,  par  exemple,  qu'un  point 
placé  sur  une  surface  est  forcé  d'y  rester,  que  la  distance  de 
deux  points  est  invariable  ;  ce  sont  des  restrictions  inutiles 
et  souvent  incompatibles.  Ainsi,  la  surface  d'un  corps  impé- 
nétrable no  contraint  pas  un  point  matériel  de  rester  sur 
elle ,  mais  s'oppose  seulement  à  son  passage  de  l'autre  côté  ; 
un  fil  inextensible  et  flexible ,  tendu  entre  deux  points,  rend 
impossible  l'accroissement,  mais  non  la  diminution  de  la  dis- 
tance. 11  convient  d'adopter  un  énoncé  qui  embrasse  de  suite 
tous  les  cas  possibles  et  que  Poisson  a  elTectivement  admis 
dans  la  2""°  édition  de  sa  Mécanique. 

Il  est  remarquable ,  termine  l'illustre  géomètre ,  que 
lorsque  les  mouvements  libres  ne  peuvent  exister,  avec  des 
conditions  nécessaires ,  ils  sont  modifiés  par  la  nature  de  la 
même  manière  que  le  calculateur,  dans  la  méthode  des  77ioin- 
dres  carrés,  compense  des  expériences  qui  se  rapportent  à  des 
grandeurs  qui  ont  entre  elles  des  dépendances  nécessaires. 

Cette  ingénieuse  observation  fait  ressortir  Tutililé  philoso- 
phique du  principe  de  la  moindre  contrainte  qui  pourra 
quelquefois  servir  de  point  de  départ. 

On  trouve  dans  le  mémo  mémoire  une  objection  contre 
l'emploi  que  Laplace  fait  du  principe  de  la  moindre  action 
pour  démontrer  la  loi  de  la  double  réfraction.  Ce  principe 
dépend  essentiellement  de  la  conservation  des  forces  vives  ; 
d'après  laquelle  les  vitesses  sont  déterminées  uniquement  par 
les  positions  des  points,  sans  que  les  directions  des  \\{Qsses 
aient  la  moindre  influence  ;  ce  qu'on  admet  pourtant  dans 
celte  expérience  de  physique.  Tm. 
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THEOllEMES 


Sur  les  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  ou  inscrites  j 
de  même  à  un  triangle-^  théorème  de  M.  Steiner. 

(  Suite,  V.  p.  376.  ) 


XXXIII.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  circon- 
scrites à  un  quadrilatère  est  une  conique. 

Démonstration.  Prenons  pour  axes  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère,  et  soit  l'équation  de  la  conique 

\y  +  B:rr  +  Cjc'  +  Dr  +  Ejt  +  F  =  0  ; 

,      E   F        , 
fa isantjr  =  0,  on  connaîtra  — ,  —  j  et  fcsant  .:c  =  0,  on  con- 

Dr.. 

naîtra  - ,  t  ;  ainsi ,  on  peut  regarder  comme  connus  les 

A     A  7  r  o 

coefficients  à  l'exception  de  B.  Soient  t^  u  les  coordonnées  du 
centre  ;  on  a 

2Am  +  B^+D  =  0,  Bw+2Q-f-F=0; 

éliminant  B ,  on  obtient 

2Am'  — 2C;'+Dm  — F^=0(1), 

équation  du  lieu  cherché ,  et  d'une  facile  discussion. 

Observation.  Ce  même  problème  a  déjà  été  résolu  (p.  304) 
en  prenant  pour  axes  deux  côtés  consécutifs  ;  ce  qui  est  plus 
long  et  mène  à  une  équation  plus  compliquée.  La  solution 
actuelle  est  donnée  par  MM.  Gergonnc(toracXVlII  p.  100;, 
et  I^^mé,  t.  YII. 

XXXIV.  ThéofvKmk.  Les  aajfmptofes  de  r hyperbole  lieu  des 
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centres  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  convexe 
sont  conjugués  relativement  à  chacune  de  ces  coniques. 

Démonstration.  Soient  a  et  a'  les  coefficients  angulaires  des 
asymptotes;  on  a  donc,  en  vertu  de  l'équation  (1)  ci-dessus  , 

y.  -|-a'=o  ;  aa'  =  —  --  ;  or,  la  relation  pour  que  deux  droites 

soient  conjuguées  est  2Apq  -\-B(p-\-  q)  -\-  2C=0  ;  et  celle 
relation  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  a  et  o.';  donc  ,  etc. 

Observation.  Ce  théorème  est  de  M.  Steiner  ,  célèbre  géo- 
mètre suisse  ,  professeur  à  Berlin. 

XXXV.  Lkmme.  Le  carré  du  sinus  de  l'angle  des  diamètres 

A       1'  II-  ♦  '     1  ^  — A/îsin'v 

conjugues  égaux  dans  1  ellipse  est  égal  a  — — — -. 

Démonstration.  Soient  0  l'angle  des  diamètres  conjugués 
égaux  et  a'  l'un  de  ces  demi-diamètres ,  on  a 

,^     2LN      „  .  ^  2Lsin7 

""^  -m\/     m 

(t.  I  ,  p.  493)  ;  d'où 

—  m  sin'7 


sin'  0  = 


N^ 


XXXVI.  Thi5:orè.vik,  L'ellipse  circonscrite  à  un  quadrila- 
tère ,  dont  losdiamèlres  conjugués  égaux  sont  parallèles  an\ 
asymptotes  de  l'hyperbole  ,  lieu  des  centres ,  est  l'ellipse  où 
l'angle  aigu  formé  par  ces  diamètres  est  le  plus  grand  pos- 
sible ,  par  conséquent  celle  qui  s'écarte  le  moins  du  corde. 

Démonstration.  Désignons  cet  angle  par  6^  on  a  donc  en 

général  N'sin'Or=—  msin^y  ;  diflerentiant  par  rapport  àB,  et 

^sinO 
posant  — Tjr-  =  0  ;  amsi  ([uc  l'exige  la  théorie  de  maximis  , 


on  a 


ANN.  de  MVTIIÊM.    IV.  33 


climinanl  sin'O,  on  oblient 

dN  ^,  dm 

or 

dN  dm 

d'où  m  cos  7  -f  BN  =:  0  ;  développant  on  trouve 

4AC 
«  =  1+0  ^^^^- 

]Vommant7>  et  </  les  coefficients  angulaires  des  diamètres 
conjugués  égaux ,  on  a 

_  —  2  (DN  +  A/icosy)         _  m+2GN 
P~^^—  ;;r+2ÂN  '^^"m  +  SAN 

(t.  II ,  p.  29)  ;  donc/?  +  ^  =  0  ; 

_  wB  +  2CBN_     C 
^^~mB  +  2ABN~'"~Â' 

en  renapiaçant  auparavant  B  par  sa  valeur. 
Or  ,  pour  les  asymptotes,  on  a  de  même  p  -{- q  =  0  , 

pqz=—  --  ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Observation  I.  Le  plus  petit  angle  aigu  a  lieu  pour  m=0  j 
l'ellipse  devient  une  parabole. 

Observation  II.  Lorsque  A  =  C;  B  =  2  A  cos  7;  le  qua- 
drilatère est  inscriptible  dans  un  cercle ,  et  alors 

sin'ô  =1:6  =  ^. 
2 

XXXVII.  Théorème.  Les  asymptotes  d'une  hyperbole  cir- 
conscrite à  un  quadrilatère  non  convexe  ,  sont  conjugués  re- 
lativement à  l'ellipse ,  lieu  des  centres. 

Démonstration.  Soit  A^'+^-^J — Cx'+Djk+E-^+F^=  0  , 
l'équation  de  l'hyperbole  circonscrite^  2Azt'+2G^'-f-D«— F/=0 
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sera  l'équation  de  l'ellipse  ,  lieu  des  centres  (p.  464)  ;  ^  et  </ 
étant  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  ,  on  a 

,  B  G 

pour  que  des  droites  soient  conjuguées  relativement  à  l'el- 
lipse ,  lieu  des  centres ,  on  doit  avoir  ^i\.pq  -f-  2C  =  0  ;  or , 
les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  satisfont  à  cette 
équation  de  condition  ,  donc  ,  etc. 

XXXYIII.  Théorème.  L'hyperbole  circonscrite  à  un  qua- 
drilatère non  convexe ,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse ,  lieu  des  centres, 
est  celle  dont  l'angle  des  asymptotes  est  un  maximum  pour 
toutes  les  hyperboles  circonscrites. 

Démonstration.  Soit  B  l'angle  des  asymptotes  ;  on  a 

m  si  n'y 

tanM  = -rrr. — 

(t.  Il,  p.  106);  appliquant  la   méthode  rfe  maximis ,   on 

trouve  comme  ci-dessus  BN+mcos7=:0,  ou  N= A — C+Bcos-/; 

4AC  COS7 
m  =  B'  4-  4AG  ;  on  en  déduit  B  = — ^  j  désignant  par 

Kj  —  A. 

p'  et  q'  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  de  celle  hy- 
perbole ,  on  a 

,      4CCOS7     ,  ,  C 

or,/?  et^  étant  les  coefficients  arigulaires  des  diamètres  conju- 
gués égaux  dans  l'ellipse,  et  substituant  pour  B,  m,  N,  leurs 
valeurs  dans  les  expressions  données  ci-dessus  (XXXVI), 
pour  ces  coefficients ,  on  trouve  /?+'?=  p'-\-  7'  ;  P^  ^=P^^'  î 
donc,  etc. 

Observation.  Ce  théorème  répond  à  une  question  proposée 
par  Abel ,  dans  le  Journal  de  Crclle  et  ainsi  énoncée  :  parmi 
toutes  les  hyperboles  circonscrites  à  un  quadrilatère  non 


convexe ,  trouver  celle  qui  s'écarte  le  plus  de  l'hyperbole 
équilatère. 

XXXIX.  Problème.  Parmi  les  coniques  circonscrites  à  un 
quadrilatère  ,  déterminer  celle  où  le  produit  des  axes  prin- 
cipaux est  un  minimum. 

Solution.  Adoptons  même  système  d'axes  que  pour  le  théo- 

L' 
rème  XXXÏIl  ;  faisant  z=  — ^ ,  il  faut  que  s  soit  un  minimum 

m 

(t.  I,  p.  493),  d'où 

d/fi  dh     dm         ^     dh 

ainsi  3BL  -f-  '^"^  =  0  ;  mais   4BL  =  —  2kk'  —  2mii  ;  ainsi 

3M' 4- //z/i  =  0  ;  3  — -f-v  =  0(1); 
m       k 

k'  n 

et —  est  l'ordonnée  du  centre;  —  est  l'ordonnée  du  pôle  de 
m  k 

l'axe  desjK  ;  l'équation  (1)  exprime  donc  la  relation  entre  ces 

deux  ordonnées  ,  pour  la  conique  qui  satisfait  au  problème. 

Développant  l'équation  3BL  -f-  mn  =  0  ,  et  ordonnant  par 

rapport  à  B  ,  il  vient 

FB^  —  2DEB^  +  [3AE'  -j-  3CD^  —  4ACF]  B  —  4ACDE  =  0  , 

ainsi  il  y  a  au  moins  une  racine  réelle  ,  et  trois  au  plus. 

En  résolvant,  on  a 

1    3    / rr  1       3 


FB  =  |dE--(1}3  y/'p  +  V/O— (1)3  ^P_V/q 
P  =  DeF  -  -^  D  E  +  F  (AE^  4-  CD^)  —  ~  ACfH 

0  =  P^  +  [  _  -^  D^r+F(AE'+  CD')  —  -  ACF'  1 

si  4  (D'F  4-  3ACF')  <  9F  (AE'  -\~  CD'),  Q  est  positif,  et  B 
n'a  qu'une  seule  valeur  réelle. 
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Observation.  La  valeur  de  B  est  indépendante  de  l'angle 
des  axes. 

XL.  Problème.  Parmi  les  coniques  louchant  les  côtés  d'an 

quadrilatère,  déterminer  celle  où  —  est  un  maximum. 

Solution.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite,  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  et  les  axes  rectangulaires  ; 
faisant  usage  des  fonctions  élémentaires  ,  l'équation  de  laco- 
nique devient  : 

{J^oir  p.  262)  ;  car  A:'  —  0  ,  ou  bien 

-^ )y—2?i'xr jr='+2-«>-+  2 x  + 

\m        mj  m  m  m  m 

il  IL 

+  /i" =  0,        ou        71——. 

m  m  m 

Chaque  côté  du  quadrilatère  fournit  une  équation  du  premier 

k      l      V 
degré  en  —  ,    -,  —  et /i' (t.  II ,  p.  108)  ;  mais  l'origine  étant 

m     m     ni 

sur  la  ligne  des  centres ,  trois  sufTisent  ;  on  a  donc  : 

h.=a  +  bn^;  -=^a!+  b'n'  ;  -  =  ci"+  b"n  ■ 
ni  m  ni 

rt ,  b  ,  a\  b\  a",  b"  sont  des  quantités  connues  ;  ainsi  l'équa- 
lion  prend  cette  forme  : 

{yn''+  P«'+  y)y—  2ii\zy  -\-  [a  +  b"n)  jr'+  etc.  =  0. 

a,  p ,  7  sont  des  quantités  connues. 

On  a  m  =y;/i'^-|-  qiî^-\-  /"«'+  s  ,   N  =y//z"-f-  qiî-\-  r'  ; 

les  sept  nouvelles  lettres  représentent  encore  des  quantités 
connues.  L'équation  de  maximia  donne  conmie  ri-dessus  : 

(IN  _  ^  f(m 
du'  du 
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ou  11  (jm"  +  qn"  +  /'«'+  s)  i^p'n'+q')  = 

=  (p'7i''+  q'n'+  r')  (3pn^'+  2qn'+  r) , 

équation  qui,  dans  le  cas  général,  est  du  quatrième  degré 
en  71. 

Observation.  L'équation  est  plus  compliquée  que  pour  le 
problème  analogue  (XXXVI)  relatif  aux  coniques  circon- 
scri  les;  c'est  ce  qu'on  rencontre  aussi  dans  la  géométrie  élémen- 
taire ;  il  n'y  a  qu'un  cercle  circonscrit  à  trois  points  et  quatre 
cercles  inscriptibles  au  système  des  côtés  d'un  triangle.  En 
général,  ce  genre  do  problème  se  réduit  à  rendre  maximum 
ou  minimum  ,  une  fonction  des  coelTicients  de  l'équation ,  ces 
coefficients  étant  chacun  fonction  d'une  seule  variable. 

M.  Ferriot  a  traité  d'une  manière  parfaite  et  complète  le 
cas  particulier  où  le  quadrilatère  devient  un  parallélogramme 
(application  de  la  méthode  des  projections,  p.  76,  1838. 
f^oir  aussi  Nouvelles  Annales ,  t.  II ,  p.  205  et  292).  Il  serait 
à  désirer  qu'on  pût  se  servir  de  la  méthode  des  projections 
pour  le  quadrilatère.  M .  Steiner,  dans  son  excellent  mémoire, 
n'a  pas  examiné  les  cas  actuels  des  maxima.  (  f^oir  Journal 
deLiouville,  t.  VI,  p.  105.  1841.) 

XLI.  Problkmk.  Trouver  Taire  d'une  ellipse  inscrite  dans 
un  triangle,  connaissant  les  points  de  contact. 

Solution.  Prenons  deux  des  côtés  du  triangle  pour  axes  ; 
et  soit  dy  -j-  ejr -(-/.-=  0,  l'équation  du  troisième  côté  ;  soit 
•r'  l'abscisse  du  point  de  contact  sur  l'axe  des  jc  ,  et  jr'  l'or- 
donnée du  point  de  contact  sur  l'axe  desj?^;  j:' et ^r' sont 
données  ;  faisons  de  plus  : 

—  =  ji-    f=^  —  ep  ;    /=  —  dq. 
m 

Faisant  /  =  /'  =  0  dans  l'équation  générale  qui  est  au  bas 
d(;  la  |)agc  2G2 ,  et  divisant  toute  l'équation  par  in\  il  vient 

ey—  9(ut  +  n')  xy  -f  iCx'-\-  1(?i'y  -f  2////i'.r  +  //'=  0. 


k 

A' 

—  —  t  : 

—  =.11 

m 

m 
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Faisant  jc  =  0  ;  on  a  : 


«'  ,         .  n 


ty-\-  /i'  =  0  ;  d'où  i  — ; ,  et  d(3  môme  z*  = -. 

Le  troisième  côté  tangent  donne  : 

d'où       —  2^ejcy»'+/'xy—  %fdny'—  2fen'x'  =  0  ; 


2^i'  = 


^y pqxy 


dex'y'-\-fdy-\-fex^         x'y — py' — qx'' 
Soit  A  l'aire  de  l'ellipse  ;  on  a  . 

4L'sin'7  . 


r?r 


or  L  =  D^'+  mF  ;  4L^  =  4DL^'+  4mLF  {^oir  1. 1 ,  p.  490), 

4L' 

et  4L'  =  2^^'rt  +  mn']      — ^  =  7i'  [2m^  4-  7i'] . 

Remplaçant  n\  u^  t  par  leurs  valeurs ,  il  vient  : 

4L'  _  n'\2n'+x'y')  _  pY_      x'y'\  x'—p  .  jk'—  7 

m^  ~       y/       ~  ~r  ■   {x'y—py—qxy  ' 

A.  =  -pq siny — n — -, t-tx/      ,  ,       , — ri.^- 

^  py-\-q^—xy  V  pf+q^'—xy 

XLIL  Problème,  x'  étant  donné,  quelle  valeur   faut-il 

donner  hy  pour  que  l'aire  de  l'ellipse  devienne  un  maximum  ? 

Solution.  Soit  z  (py+  qx  —  pq)^^=y*[q — y)  ;  il  faut  que 

dz 

-r-  =  0  ;  différentiant  dans  ce  sens  et  éliminant  ::: ,  il  vient  : 

dy 

{2q  -  3r')  {qx'+py-  xY)  =  3  (7  -y)  (  /;  -  x'}y  ; 

2qx' 

d'où  l'on  tire  :  y  =  — j-^r^ 

p  +  2x 

XLIU.  Théorème.  L'ellipse  qui  touche  les  trois  côtés  d  un 
triangle  aux  milieux  c.sl  IVllipse  inscrite  do  plus  grande  aire 
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Dcmonsf ration.  D'après  le  problème  précèdent,  on  doit 
avoir  simultanément  : 

^    '2q^'        ^,  ^ ^pr_    j,^ y^^^ ^.^^ a:'=^,cir'=^- 

et  la  valeur  de  Taire  de  l'clIipsc  maxima  est  : 
— 77^1/3.  sinv.Tr; 

coordonnées  du  centre  ,       ^  '   ^  j 

il  est  évident  que  le  centre  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle. 

Observation.  Ainsi  la  question  86  (  t.  111 ,  p.  256)  est  com- 
plètement résolue.  On  voit  que  la  première  partie  est  indé- 
terminée, vu  qu'on  peut  inscrire  dans  un  triangle  une  infi- 
nité d'ellipses  d'aires  équivalentes.  On  parvient  directement 
au  théorème  par  la  méthode  projcclive,  en  considérant  un 
triangle  quelconque  comme  la  projection  d'un  triangle  équi- 
latéral,  ce  qui  est  toujours  permis  {Foir  1. 1,  p.  397,  ^4  ). 
C'est  ainsi  que  M.  Ferriot  a  démontré  ce  théorème  dans  l'ou- 
vrage cité  ci-dessus. 

XLIV.  Théorème.  Le  polygone  circonscrit  à  l'ellipse  dont 
les  points  de  contact  sont  aux  milieux  des  côtés  est  un  poly- 
gone de  moindre  aire  parmi  tous  ceux  qui  sont  circonscrits 
et  d'un  même  nombre  de  côtés. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  pro- 
blème XI  (t.  III,  p.  186). 

XLV.  Théorème.  L'ellipse  de  moindre  aire  circonscrite  à 
un  triangle  est  semblable  à  l'ellipse  de  plus  grande  aire  in- 
scrite, d(;  dimension  double,  semblablomenl  située  et  con- 
centrique. 

Démonstration.  Soit  Al)(.   le   triangle;   taisons  A\l  =  p^ 
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AC  =  ^  ;  prenons  AB ,  AG  respectivement  pour  axes  des  jc 
et  des^.  L'équation  de  l'ellipse  circonscrite  est  : 

y+  Bxy  +  Cx'-  qy  —  C/7x  =.  0. 

m=:B^-4C^  L  =  C(C/— B/?^  +  ^');   ^=2B; 

dm  dh         ^  ^        ,      ^     dL  ^ 

Faisons  ^  =  2/71^  ;  les  équations  de  minimis  donnent  : 
^  dm  dh  ^^  dm  dh     ,  , 

-,    ,  dm     dh        dm  dh 

L'équation  (1)  développée  devient  : 

2Cp'{B'—  G)  —  Bpq  {B'+  2G)  +  q\B'+  2C)  =  0  ,• 
l'équation  (3)  donne  -. 

2hCp'—pq  (B'+  2G)  +  Bq'  =  0. 
Eliminant /7^  ,  il  vient  G/?' — ^"  =  0  ;  et  on  trouve  pour  B 

deux  valeurs  B  =  -  :  B  =  —  ;  la  première  donne  une  el- 
P  P 

lipse  minimum ,  et  la  seconde  deux  droites  parallèles.  Or  la 
langenle  à  l'origine  a  pour  équation  Cpx  -\-  qy  =  0.  Elle  est 
donc  parallèle  au  côté  BG  qui  a  pour  équation  py-\-q^=pq  ; 
donc,  si  par  les  trois  sommets  on  mène  des  parallèles  respec- 
tivement aux  côlés  opposés ,  on  obtient  un  Irianiçle  circon- 
scrit à  l'ellipse  d'aire  minima  et  les  points  de  contact  sont 
aux  milieux  des  côtés,  donc,  etc.  ;  et  l'airo  de  l'ellipse  mi- 
nima est 

-pq  K    3  .  Siny  .  77. 

Observation.  La  méthode  projoclive  donne  direclemcnl  le 
théorème  ;  mais  pas  l  aire  de  l'ellipse  circonscrite. 
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XLVI.  On  a  vu  que  l'espèce  de  laconique  inscrite  dans 

un  triangle  et  dont  le  centre  est  donné  dépend  du  produit 

4/i'  {2ut  +  n')  (p.  265) ,  remplaçant  n'  par  sa  valeur  donnée 

/■  /• 

au  même  endroit,  en  faisant  ^=  —  -  ;  e  =  —  -  ;  on  a 

^  P 

4/i'  {2ut-j-?l')  z=  {2u—q)  {2t-p)  {jyq—2pu—2qt)  ; 

et  on  trouve  la  même  expression  pour  déterminer  la  nature 
de  la  conique  circonscrite  au  triangle  et  dont  le  centre  est 
donné  (p.  261)  ;  ainsi  formant  le  triangle  qui  a  pour  sommets 
les  milieux  des  côtés  ,  si  le  centre  est  dans  l'intérieur  de  ce 
triangle  ou  dans  les  angles  opposés  aux  sommets ,  la  conique 
inscrite  est  une  ellipse  ;  si  le  centre  est  dans  un  bi-angle 
formé  par  un  c(Mé  et  les  prolongements  des  deux  autres ,  la 
conique  est  une  hyperbole  ;  lorsque  le  centre  est  sur  les  côtés 
du  triangle,  la  conique  se  réduit  à  une  droite.  Les  mêmes 
déterminations  pour  la  conique  circonscrite. 
XLVII.  Désignant  l'aire  de  l'ellipse  inscrite  par  A ,  on  a 

4L' 

A'  = r  sinN'n:3=7i'(2wr+«')sinW  = 

1 

=  -  {211  — q)  {<2t  —  p){2pu-\-2qi~pq)sm'y.n\ 
4 

M.  Steiner  a  donné  une  très-élégante  interprétation  géomé- 
trique. Soit  ABC  le  triangle  donné,  et  A' ,  B' ,  C ,  les  points 
milieux  de  BC ,  AC  ,  AB  ;  a,  p,  y  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  sur  B'C ,  A'C ,  A'B'  et  R  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC  ;  on  a 
{'2pu-\-qt — pq)s\lïy    o  _  (2" — q)s\\\y        __  2^ — ps\Tif 

et  r  est  la  longueur  du  côté  BC  ;  donc 

4y^  =  (2^^— g)  i^^~P){^PU-\-qt-pq)  sinyR  ^ 

8  r 

__  (2^  -  g)  (-jt  —p)  {2pu  +  qt  —  pq)  sin'  7 
""  16  ' 
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XLVIII.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  d'une  conique  pas- 
sant par  trois  points  donnés,  et  dont  le  rectangle  des  axes 
est  donné ,  est  une  ligne  du  sixième  degré. 

Démonstration.  Voir  IX  ,  page  265  ;  par  inadvertance , 
on  a  laissé  subsister  dans  les  deux  membres  de  l'équation 
finale ,  le  facteur  commun  {2pu-\-2fj[t—pqY  ;  en  le  suppri- 
mant ,  il  reste 

w't^{pU'{-qt)[pii-\-qt—^pq]=c{2u—q){^t'-pX'^pu-\-2qt—pq) 

courbe  du  sixième  degré  qui  passe  par  les  points  milieux 
des  côtés  ,  qui  sont  des  point  multiples  ;  les  côtés  sont  des 
asymptotes ,  ayant  chacun  à  l'origine  quatre  points  en  com- 
mun avec  la  courbe  ,  c'est-à-dire ,  étant  asymptote  à  quatre 
branches.  Voir  les  fig.  51 ,  52,  53,  qui  représentent  les  di- 
verses formes  de  la  courbe ,  selon  que  l'aire  donnée  surpasse 
l'aire  du  triangle  ,  est  égale  ou  inférieure  à  cette  aire. 

XLIX.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  d'aire 
donnée ,  touchant  trois  droites,  est  du  troisième  degré. 

Démonstration.  L'équation  de  cette  ligne  est 
(2  u^q)  &t—p)  {2  pu-\-2qt—pq)=c 

ou  c  est  une  constante.  (XLVII.) 

(  La  suite  prochainement.) 


THEOREMES  DE  M.  STEINER 

sur  la  division  du  plan  par  des  droites  et  des  cercles  ,•  et  sur  la 
division  de  l'espace  par  des  plans  et  des  sphères. 


Théorème   1.    Un   plan   esl   partage  par  //  droites  qui  \ 
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/                 ,        ,    '^  (/^  ■ —  ^  ) 
sont  situées   au  plus  en  1  + // H régions,  dont 

,   n(n  —  1  ) 
1  —  n-\ sont  entièrement  lermccs  au  plus,  et  2n 

indéfinies. 

Théorème  II.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  a, , 
a^,  a^  ....  an  parallèles,  chaque  S3stème  ayant  une  direction 
différente,  le  plan  sera  partagé  au  plus  eu  1  -|- A-}- B  ré- 
gions;   A  ==  a,-j- «,+  ....  âîn  ;    B  =  <2,^,-l-^.^3+  ••••  t^n-xi^n 

dont  2A  sont  infinies  et  1  —  A  -j-  B  fermées  au  plus. 

Théorème  III.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  ^,  , 
a^ ....  On  de  droites  parallèles  et  h  droites  non  parallèles ,  le 

plan  sera  partagé  au  plus  en  1  -|-  A  -{-  B  ~| —  régions 

au  plus ,  dont  2A  sans  bornes ,  A  et  B  comme  dessus. 

Théorème  IV.  n  circonférences  partagent  le  plan  au  plus 
en  Ji  (  n —  1  )  ■+-  2  régions ,  dont  une  seule  est  infinie. 

Théorème  Y.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  c, , 
^. ,  C3  ....  Cn  circonférences  concentriques,  chaque  système 
ayant  un  centre  différent;  le  plan  sera  partagé  en  1  -|-2B 
régions  au  plus  ,  B  -=  c,c,-f-  cfi^-\- ...  Cn-i  Cn  ,  dont  une  seule 
est  sans  bornes. 

Théorème  VÏ.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  divers 
de  ^z,,  a^  ....  an  circonférences  concentriques  et  b  circonfé- 
rences non  concentriques ,  le  plan  sera  partagé  au  plus  en 
2A  -f-  ^  (^  —  1  )  +  2  régions ,  dont  une  seule  est  sans  bornes. 

Théorème  VII.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  pa- 
rallèles a^.,  a^....  Un  et  m  systèmes  de  cercles  concentriques 
c, ,  c, ....  Cm,  le  plan  sera  partagé  au  plus  en  1  +  A  +  B  + 
+  2AA'-[-2B'  régions  ;  A  et  B  se  rapportent  aux  droites  ;  A' 
et  B'  aux  circonférences  ;  2B  sont  sans  bornes  ,  au  plus. 

Théorème  VIII.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de 
parallèles  ^, ,  a^  ....  an  et  h  droites  quelconques;  m  systèmes 
de  circonférences  concentriques,  c, ,  r, ,  ....  Cr^Cm-,  et  r/ cir- 
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conférences  quelconques,  le  plan  sera  partagé  au  plus  en 

bib—  1) 
l4-A+B-f-2AA'+2B'  +  -^— Lj^d(d—\  régions  ,  dont  2A 

sont  au  plus  sans  bornes. 

Observation.  Les  théorèmos  IV,  V,  VI  s'appliquent  égale- 
ment à  la  sphère. 

Espace. 

Tfiéoréme  IX.  71  systèmes  différents  de  plans  parallèles  ;  /?, , 
p^....  pn  partagent  l'espace  au  plus  en  l+A+B-f-C  régions  ; 

^=P.+P.+---Pn--,    B=p,p,...,+pn-t_pn;    G=PJ\P3+-.-- 

■  '•'  -\-pn-2pn-iPn',  donc  2B  -f-  2  sont  complètement  bornés. 

Et  dont  —  1  +  A.  —  B  +  C  sont  complètement  fermés  et 
forment  des  corps. 

Théorème  X.  n  plans  quelconques  ,  dont  trois  ne  sont  pas 

parallèles  à  une  même  droite,  et  dont  quatre  ne  passent  pas 

fi(n — 1) 
par  le  même  pomt,  partagent  l'espace  au  plus  i+n-\ 


•) 


n{n-i){n-2)      ,.                  (n  —  i){n  —  2){n  —  3) 
^ régions  dont — : sont 

complètement  fermées. 

Théorème  XI.  p.^p^-  - pn  systèmes  de  plans  parallèles 
et    m    plans    quelconques    partagent   l'espace  au  plus  en 

14-A+B+C+     \  ^    ^A+mB  +  m+      ,  ^     +— — -J^ 

1.2  1.2  X.l.à 

régions  ,  et  dont  2  +  2B  +  2mA  +  m  (m  —  1)  ne  sont  pas  com- 
plètement bornées  ;  A  ,  B,  G  comme  ci-dessus. 

Théorème  XII.  p,^p^ ....  pn  systèmes  divers  de  plans  pa- 
rallèles et  A\ ,  .s; ....  sm  systèmes  de  sphères  concentriques  par- 
tagent l'espace  au  plus  en  1+A+B+G+2BA  +2B'A+2A'+2G'i 
A ,  B ,  G  se  rapportent  aux  plans ,  et  A',  B',  G'  aux  sphères  ; 
2  +  2B  régions  sont  incomplèlement  bornées. 

Théorème  Xlll.  n  plans  quelconques  et  ni  sphères  quel- 
conques partagent  l'espace  au  plus  en 
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,  /i(n— 1)  .  /i(/i— t)(/i— 2) 
\-^n+— — ^ \-  /      +m«(/i-l)+//m(w— l)4-2m-l- 

,  2w(/7î— l)(m— 2) 

-  régions , 


1.2.3 

dont  2  +  7i(/i  —  1)  sont  incomplètement  bornées. 

Théorème  XIV,  /?,,/?,  ""  pn  systèmes  divers  de  plans  pa- 
rallèles et  m  plans  quelconques,  et  5,,  ç,  ....  Sq  systèmes  di- 
vers de  systèmes  concentriques  et  m'  sphères  quelconques 
partagent  l'espace  au  plus  en 

1  _(_  A+  B  +  G  +  2A'B  +  2B'A  +  2  A'+  2C'+ 
+  f^H^aL i  +  m' (m'—  i  )  +  2mm  |  A  +  (m  +  2m')  A  + 

+  2  {m+m')  AA'-i- {m -{-m'] {m+m' — 1) A'-i-2(m+  m')B'+  m+ 

,   m(m  —  1  )      m  (m  —  i)(m  —  2) 

H ^ +  — ^ i^ ~  +  772m'  m+m'— 2)+2m'+ 

~       1.2  1.2.3  ^ 

,       m'{m'—i)(m'^2)     ,   . 
+  2 ÏTâ""^ — ^  régions  , 

dont  2  +  2B  +  2wA  +  w(m — 1)  sont  incomplètement  bornées. 


THEOREME   SUR  LE  QUADRILATÈRE  SRHERIQUE. 

Par  M.  Remy.  (Crelle,  1. 111 ,  p.  85,  i828.  ) 


Théorème.  «,  ^,  c,  £3?  sont  les  côtés  et  e,yies  diagonales 
d'un  quadrilatère  sphériquc,  g  la  distance  sphérique  des  mi- 
lieux des  diagonales  ,•  on  a  : 

1         1 

cos  a  +  cos  b  +  cos  c  +  cos  c?  —  4  cos  -  e  cos  -fcosg . 

Démonstration.    Soit   le    quadrilatère  ABDC  ;   AC  =  a  ; 

AB=rZ^;    BD  =  c,    DC=:r/^    AI)=r/;    BC  =  C. 
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Soit  F  milieu  de  BCj  et  G  milieu  de  AD  ;  FG=^  ;  soit 
AF  =1  r  et  angle  AFC  =  a. 
Ainsi  dans  le  triangle  ACF  l'on  a  : 

1  .    1      . 

Cosa  =  cosrcos-e  +  cosa  sm-esinr, 

et  dans  le  triangle  ABF  : 

j  *  •    ^      • 

cosy  =  cosrcos-e  —  cosasm-esmr. 

2  2 

1 

Donc  cos«  +  cos^  =  2cosrcos-e  , 

i 

et  C0SC  +  C0Srt=:2C0SpC0S-e  ; 

p  est  l'arc  FD  ;  donc 

1 

cos^  +  cos  ^  +  cosc  +  cosc?  =  2  cos-  e  (cosr  +  COS  p)  ; 

i 
mais  cosr  +  cosp=2cos-/*cos^; 

donc,  etc. 

Note.  En  développant  les  côtés  en  séries,  on  peut  déduire 
de  ce  théorème  celui  d'Euler  sur  le  quadrilatère  plan. 


CONSTRUCTION 

approchée  du  périmètre  et  de  Vaire  du  cercle. 

Par  M.  Specht.  (  Crelle,  t.  III,  p.  83.  ) 


Soit  CBD  un  triangle  rectangle  en  B  ;  BC  rayon  d'un  cercle, 

et  BD  diamètre  du  même  cercle;  soit  prolongé  BD  d'une 

1 

longueur  \^a  égale  au  -  du  rayon  BC  ^  et  encore  d'une  Ion- 

3 

gueur  Mb  égale  aux  ~  du  rayon  ;  menez  les  droites  Qa ,  Cb  ; 
o 

prolongez  BG  en  A  jusqu'à  BA  ■=  Qa  j  par  A  menez  AE  pa- 
rallèle à  C^  ;  E  est  l'intersection  de  cette  parallèle  avec  BD 
prolongée;  alors    BE  sera  très-approchée   en   longueur  à 
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-  circonléronco  du  rayon  BC  ,  et  le  triangle  BCE  aura  à  peu 

près  la  même  aire  que  le  cercle  ;  en  effet ,  soit  BG  —  1  ; 
on  aura 

BD=2;Ba=:2-;BZ;  =  2-5 

=  \/39^84=2. 3, 141591953; 
mais  71  =  3,141592651...  etc. 

Le  même  auteur  donne  une  méthode  plus  approchée  en- 
core ,  mais  plus  longue  (Crelle ,  t.  III ,  p.  405). 

On  doit  ajouter  à  la  note  de  la  page  177 ,  cette  observation 
de  Legendre.  Pour  que  '^  -{-  \  soit  un  nombre  premier ,  il 
faut  que  l'exposant  n  soit  une  puissance  de  2.  Car  ,  si  n  ren- 
fermait le  facteur  impair  A:,  faisons  «  =  ^/  et  2^  =a  ;  alors 
2*"  -|- 1  =  ^''  -j- 1  ;  or  ^  étant  impair ,  rt*^  + 1 ,  est  divisible  par 
rt  + 1 ,  donc  2''-|- 1  n'est  pas  premier  ,  mais  la  réciproque  est 
fausse.  Ainsi ,  pour  zi  =  32  ;  on  a 

23^  -f  1  =  4294967297  =  641.6700417  , 
ainsi  que  l'a  remarqué  Euler. 

Faisant  : 
«  =  2  ;  on  a  les  polyg.  conséc.  3,4,5,  constructibles  géomé- 

15,16,17     triquement. 
255,256,257  Id. 

05535,65536,85537         Id. 


n  = 

4 

Id. 

n  == 

8 

Id. 

n^ 

16 

Id. 

car 

255 

=  3, 

.5, 

.17 

;256 

2';  65535==2"— 1==(2'+1)  (2'— 1)  = 
=  257.255. 
Cette  loi  Je  succession  s'arrête  là.  Car  ,  supposons  même 
que  2'^'^  +  1  soit  un  nombre  premier  ,  on  aura 

0<i4    _1    :=  (2^^-1-1)  (23^—  1); 

OU  2^'  +  1  ne  donne  pas  une  construction  géométrique. 
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NOTE 

sur  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

PAR  M.  P.  X.    CIROBI>E, 

Professeur  au  collège  de  Henri  IV. 


Rappelons  d'abord  quelques  définitions  et  quelques  prin- 
cipes qu'il  est  important  d'avoir  bien  présents  à  l'esprit. 

1.  On  appelle  quantité  entière  celle  dont  l'expression  ne 
renferme  ni  dénominateur ,  ni  radical.  Telles  sont  2a^0, 
3a^  —  bc  ,  etc. 

2.  On  nomme  quantité  première  toute  quantité  entière  qui 
n'est  divisible  par  aucune  autre  quantité  entière  qu'elle-même 
ou  V unité.  Ainsi  '^a — 2b  est  une  quantité  première,  mais 
a—  b""  n'en  est  pas  une. 

3.  Pour  qu'un  polynôme  entier  soit  divisible  par  un  divi- 
seur entier.)  indépendant  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  il 
est  ordonné ,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  diviseur  divise  chacun 
des  coelficients  de  cette  lettre. 

4.  Toute  quantité  première  qui  divise  le  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  entiers  divise  l'un  deux. 

5.  Une  quantité  entière  71' est  dècomposable  quen  un  seul 
f^ystème  de  facteurs  premiers. 

(j.  Le  plus  ^raud  commun  *\\\\sc\xv  de  plusieurs  quantités 
algébriques  est  le  produit  de  tous  leurs  facteui^  premiers 
communs  tant  égaux  qu'inégaux. 

7.  Nous  distini^ucrons  deux  cas  dans  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  algébrique  ,  selon  que  les  quantités 
entre  lesquelles  on  le  cbercliera  seront  monômes  ou  poly- 
nômes. 

An.\.  nr.  MvTUF.M.  IV.  o  *• 
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Si  les  quantités  proposées  sont  monômes ,  on  cherchera  le 
P.  G.  C.  diviseur  de  leurs  coefficients ,  et  on  le  fera  suivre  de 
toutes  les  lettres  communes  à  ces  monômes ,  en  donnant  à 
chacune  d'elles  le  plus  petit  exposant  dont  elle  s'y  trouve  affectée. 
Ce  produit  sera  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé^  car  il  est  clair 
qu'il  satisfait  à  la  défini  lion  du  n"  G. 

8.  Examinons  actuellement  le  cas  où  ies  quantités  propo- 
sées sont  polynômes,  et  d'abord  nous  observerons  qu'il  suit 
immédiatement  de  la  définition  (6)  que  la  recherche  duV.  G.  C. 
diviseur  de  plusieurs  polynômes  ne  dépend  que  de  la  détermi- 
nation de  celui  de  deux  polynômes. 

Soient  en  eiîet  les  quatre  polynômes  A,  B,  C,  D.  Opérons 
comme  il  est  prescrit  au  n"  79  de  nos  Leçons  d' Arithmétique  (*), 
et  désignons  en  conséquence  par  E  le  P.  G.  C.  diviseur  entre 
A  et  B,  par  F  celui  de  E  et  de  C  et  enfin  par  G  celui  de  F  et 
de  D  ;  G  sera  le  P.  G.  C.  diviseur  des  quatre  polynômes 
A,  B,  C,  D,  car  il  est  évidemment  le  produit  de  tous  leurs 
facteurs  premiers  communs. 

9.  ScHOLiE.  Dans  la  pratique,  on  devra,  après  avoir  ordonné 
les  polynômes  proposés  par  rapport  aux  puissances  d'un« 
même  lettre ,  chercher  d'abord  le  P.  G.  C.  diviseur  entre  les 
deux  polynômes  du  plus  faible  degré  ;  puis  celui  de  ce  P. G.  C. 
diviseur  et  du  plus  simple  des  polynômes  restants  ,  et  ainsi 
de  suite. 

10.  LtMML.  On%iUdtère  pas  le  P.  G.  G.  diviseur  de  deux 
quantités  A  et  B  en  multipliant  ou  en  divisant  lune  d'elles  par 
un  facteur  premier  avec  l'autre. 

En  effet  si  M  est  une  quantité  première  avec  B,  le  produit 
MA  n'ayant  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  M 
et  de  A  (5),  les  facteurs  premiers  qui  sont  communs  à  MA  et 


(')  Leçons  d'aritthiétique ,  par  P.  L.  CipOdde,  professeur  au  collège  de 
Henri  IV,  sixième  édition,  augmentée  de  la  méthode  de  division  abrégée  de 
M.  le  capitaine  Guy. 
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à  B  sont  ceux  mêmes  qui  l'étaient  à  A  et  à  B  ;  donc  le  P.  G.  C. 

diviseur  de  MA  et  de  B  est  le  même  que  celui  de  A  et  de  B  (6). 

On  verrait  de  même  qu'en  supposant  A  divisible  par  M  , 

le  P.  G.  C.  diviseur  de  --  et  de  B  est  identique  avec  celui 
de  A  et  de  B. 

11 .  Ce  Lemme  étant  ainsi  établi ,  occupons-nous  de  la  re- 
cherche du  P.  G,  C.  diviseur  de  deux  polynômes ,  et ,  pour 
considérer  d'abord  le  cas  le  plus  simple ,  supposons  que  les 
deux  polynômes  ne  renferment  qu'une  seule  lettre ,  et  que  de 
plus  tous  les  termes  de  chacun  soient  premiers  entre  eux. 

Désignons-les  par  A  et  par  B,  et  admettons  que  B  soit  au 
plus  du  même  degré  que  A.  D'après  la  définition ,  le  P.  G.  C. 
diviseur  demandé  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
communs  à  A  et  à  B  ;  donc  si  B  divise  exactement  A,  ce  poly- 
nôme sera  le  P.  G.  C.  diviseur  de  A  et  de  B,  puisqu'un  po- 
lynôme ne  peut  être  décomposé  qu'en  un  seul  système  de 
facteurs  premiers.  Eiîectuons  donc  la  division  de  A  par  B 
yoient  Q  le  quotient  et  R,  ie  reste  ;  nous  aurons 

A  =  BQ  +  B.: 

or,  je  dis  que  ,  si  le  quotient  Q  ne  rei^Tme  que  des  termes 
entiers,  le  P.  G.  C.  diviseur  de  A  et'de  B  est  le  même  que 
celui  de  B  et  de  R,.  En  effet,  tout  facteur  commun  à  A  et  à  B 
divise  A  et  BQ  et  par  conséquent  leur  différence  R,  ;  de  même 
tout  facteur  commun  à  B  et  à  R,  divise^V  ;  donc  !es  fai^teurs 
premiers  communs  à  A  et  à  B^ont  les  mêmes. que  ceux  qui 
sont  communs  à  B  et  à  II, ,  et  par  ionséquenl  le  P.  (i.  C.  di- 
viseur de  B  et  de  R,  est  le  même  que  celui  de  A  et  di*  B. 

Donc  lorsque  la  division  de  deux  polynômes  s  effectue ,  sans 
admettre  de  termes  fractionnaires  au  quotient^  le  P.  G.  C.  di- 
viseur de  ces  deux  polynômes  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  reste  de  leur  division  et  le  polynôme  qui  a  serin  de 
diviseur. 
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La  question  (  st  ainsi  ram^'îiée  à  chercher  le  P.  G.  C  divi- 
seur entre  les  polynômes  Ji  <;t  H..  On  divisera  donc  B  par  R.  ; 
si  la  division  réussit,  R,  sera  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé  ;  si 
non  ,  ce  P.  G.  C.  diviseur  sera  le  même  que  celui  de  R^  et  du 
reste  R.,  de  celte  deuxième  division  (on  suppose  toujours  que 
l'on  n'ait  écrit  que  des  termes  entiers  au  quotient).  On  divisera 
donc  R,  par  R,,  puis  le  reste  R^  par  celui  R3  de  la  troisième  di- 
vision, puis R3 par  le  reste R^  de  la  quatrième,  et  on  continuera 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à  un  reste  indé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice.  Si  ce  reste  est  liul,  le  dernier 
diviseur  est  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé;  sinon,  les  poly- 
nômes proposés  sont  premiers  entre  eux,  sans  quoi  le  P.  G.  C. 
diviseur  qui ,  sil  existe,  est  dépendant  de  Cette  lettre  (3) , 
puisque  tous  les  termes  de  chacun  sont  premiers  entre  eux  , 
par  hypothèse,  devrait  diviser  ce  dernier  reste,  qui  est  in- 
dépendant de  celte  même  letlre. 

12.  La  démonstration  du  principe  sur  lequel  estfondée  la  mé- 
Ihodo  que  nous  venons  de  développer  suppose  essentiellement 
que  les  quotients  successifs  aient  tous  leurs  termes  entiers,  car 
si  le  quotient  Q  de  la  division  de  A  par  Bétail  fractionnaire,  on 
naurait  pas  le  droit  de  dire  que  tout  facteur  qui  divise  B  divise 
BQ.  Or  on  sent  qu'il  arrivera  très-souvent  que  la  division  du 
coelTicient  du  premier  terme  d'un  dividende  partiel  par  celui 
du  premier  terme  du  diviseur  ne  s'effectuera  pas  exactement. 
Dans  ce  cas  ,  on  multipliera  le  dividende  par  un  l'acteur  tel 
que  le  terme  correspondant  du  quotient  soit  entier  (nous  in- 
diquerons tout  à  l'heure  ^\M)  comment  on  peut  déterminer 
ce  facteur) ,  et  cette  opération  n'altérera  pas  le  P.  G.  C.  di- 
viseur que  Ton  cherche,  si  ce  facteur  est  premier  avec  le  divi- 
seur (10).  Or  pour  que  ie  facteur  que  l'on  introduit  ainsi  soit 
certainement  premier  avec  le  diviseur,  il  suflit  que  les  coeffi- 
cients de  tous  les  termes  de  ce  diviseur  soient  premiers  entre 
i\]\  ,  puisque  U'.trc  fadeur  est  indépendant  de  la  lettre  or- 
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donnatrice.  En  conséquence  avant  de  prendre  un  reste  pour 
diviseur^  on  aura  soin  de  chercher  le  P.  G.  C.  diviseur  des 
coefficients  de  tous  ses  termes^  et  de  le  diviser  par  ce  P.  G.  C. 
diviseur^  ce  quil  est  permis  de  faire  (10),  puisque  le  dividende 
correspondant  a  déjà  tous  ses  termes  premiers  entre  eux. 

13.  Si  le  coefficient  du  premier  terme  d'un  dividende  partiel 
est  premier  avec  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur,  on 
naura  quà  multiplier  ce  dividende  par  ce  coefficient ,  et  alors 
le  coefficient  du  terme  correspondant  du  quotient  sera  évidem- 
ment entier.  Mais  si  les  deux  coefficients  dont  il  s'agit  ne  sont 
pas  premiers  entre  eux ,  il  vaudra  mieux  chercher  leurV.  G.  C . 
diviseur  et  multiplier  le  dividende  partiel  par  le  quotient 
obtenu  en  divisant  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur 
par  ce  P.  G.  C.  diviseur.  On  conçoit  en  elTet  qu'en  opérant 
ainsi ,  on  aura  rendu  le  coefficient  du  premier  terme  du  divi- 
dende divisible  par  celui  du  premier  terme  du  diviseur,  et 
que  le  facteur  introduit  de  celte  manière  dans  ce  dividende 
sera  le  plus  simple  possible.  {Leçons  d'arithmétique,  6*=  édit., 
n«93.) 

14.  On  voit  donc  que  pour  trouver  le  P.  G.  G.  diviseur  de 
deux  polynômes  il  faut  leur  appliquer  la  méthode  des  divisions 
successives,  comme  on  le  fait  dans  l'arithmélique,  avec  les 
modifications  nécessaires  pour  que  le»  termes  des  quotients  suc- 
cessifs que  Von  obtiendra  soient  tous  entiers  (13;,  et  avoir  bien 
soin  de  diviser  chaque  reste  par  le  P.  G.  C.  diviseur  des  coeffir 
dents  de  tous  ses  termes ,  avant  de  le  prendre  pour  diviseur. 
On  arrêtera  cette  série  d'opérations^  quand  on  sera  parvenu  à 
un  reste  indépendant  de  la  lettre  ordonnatrice  :  si  ce  reste  est 
nul,  le  dernier  diviseur  est  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé  ;  si- 
non, les  polynômes  proposés  sont  premiers  entre  eux. 

15.  L'application  de  cette  règle  né|^aurail  présenter  lie 
difficultés,  dans  le  cas  particulier  où  noiA  nous  somnus 
placés^  car  les  coefficients  du  polynôme  B  étant  supposés èlrc 
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tous  premiers  entre  eux ,  le  facteur  par  lequel  on  pourra 
multiplier  A  pour  renilre  la  division  par  B  possible  en  termes 
entiers,  sera  nécessairement  premier  avec  B,  de  soric  que 
l'introduction  de  ce  facteur  n'altérera  pas  le  P.  G.  C.  diviseur 
cherché.  D'un  autre  côté ,  les  coefficients  des  différents  termes 
de  chaque  reste  sont  numériques  et  la  recherche  de  leur 
P.  G.  C.  diviseur  se  réduit  par  conséquent  à  une  simple  opé 
ration  d'arithmétique. 

16.  Passons  actuellement  au  cas  général  et  considérons 
ainsi  deux  polynômes  entiers  quelconques  A  et  B.  Représen- 
tons par  A,  le  P.  G.  C.  diviseur  monôme  des  différents  termes 
de  A  et  par  A'  le  quotient  de  la  division  de  A  par  A,:  nous 


"^^rons 


A  =  A.A'. 


Désignons  de  même  par  B,  le  P.  G.  C.  diviseur  monôme  de 
tous  les  termes  de  B,  et  par  B'  le  quotient  de  la  division  de  B 
par  B, ,  de  sorte  que 

B==B,B'. 

Cela  posé,  supposons  que  Ton  ait  ordonné  les  polynômes  A' 
et  B'  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre ,  et  appe- 
lons A,  le  P.  G.  C.  diviseur  de  tous  les  coefficients  de  cette 
lettre  dans  A',  et  A3  le  quotient  de  la  division  de  A'  par  A, , 
nous  aurons 

A'=  A.Aj ,    et  par  conséquent    A  =  A^A^Aj. 

Supposons  que  l'on  ait  agi  sur  B'  comme  on  a  fait  sur  A'  et 
soit 

B'=:  B.B, ,     et  partant    B  ==  B.B^B,  : 

je  dis  alors  que  si  l'on  cherche  le  P.  G.  C.  diviseur  d,  de  A, 
et  de  B,  ;  celui  r/,  de  A^  ot  de  B^ ,  et  celui  d^  de  A3  et  de  B, , 
ie  produit         -^ 

d.dcL 
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sera  le  P.  G.  C.  diviseur  des  quantités  A  et  J3.  En  effet  tout 
îacîeur  polynôme  premier  dépendant  de  la  lettre  ordonna- 
trice qui  divise  A=:A.A  A3  et  B— B.B.Bj,  ne  pouvant  diviser 
aucune  des  quanlKés  A,  ,A, ,B,  ,B,,  divise  nécessairement 
A3  et  B3  (4),  et  est  par  conséquent  un  facteur  de  leur  P,  G.  C. 
diviseur  d^-^  donc  d,  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  poly- 
nômes premiers  qui ,  fonction  de  la  lettre  ordonnatrice,  sont 
communs  à  A  et  à  B.  On  démontrerait  de  même  que  d,  et  d^ 
sont ,  l'un  le  produit  de  tous  les  facteurs  monômes  premiers 
cciimuns  à  A  et  à  B,  et  l'autre  celui  de  tous  les  facteurs 
polynômes  premiers,  communs  à  A  et  à  B,  qui  sont  indépen- 
dants de  la  lettre  ordonnatrice.  Donc  d^d^d^csi  bien  le  produit 
de /OMS les  facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B-,  donc  il 
est  leur  P.  G.  C.  diviseur. 

17.  Occupons-nous  de  la  recherche  de  ces  différents  P.  G .  C. 
diviseurs.  La  détermination  de  A,,  de  B,  et  do  d,  ne  présente 
aucune  difficulté  (7)  ;  quant  aux  autres,  je  dis  que  si  l'on 
savait  trouver  le  P.  G.  C.  diviseur  des  polynômes  A'  et  B'  qui 
ne  renferment  plus,  chacun  ,  de  facteurs  monômes  communs 
à  tous  leurs  termes,  dans  le  cas  où  ils  sont  composés  de  71  let- 
tres au  plus  ^  il  serait  possible  de  le  déterminer  aussi ,  dans 
le  cas  où  ils  en  contiendraient  /z-j-  1 .  En  effet,  les  coefficients 
de  la  lettre  ordonnatrice  dans  A'  et  dans  B'  ne  renfermant 
alors  que  n  lettres,  on  pourrait,  d'après  notre  hypothèse  et 
en  vertu  du  principe  du  n°  8 ,  calculer  A,  et  B, ,  et  par  suite 
leur  P.  G.  C.  diviseur  d,^,  ainsi  que  les  quotients  A3  et  B3. 
Cela  posé,  j'observe  que  les  différente  termes  de  chacun  de 
ces  quotients  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  appliquer 
à  A3  et  à  B3  la  n^plhodc  du  n"  14  ;  car,  dans  les  raisonnements 
sur  lesquels  nous  l'avons  fondée,  nous  ne  nous  sommes  nulle- 
ment occupés  du  nombre  des  lettres  qui  pourraient  entrer 
dans  les  polynômes  proposés  (10,  11  ,  ri  et  13).  Ainsi  pour 
rendre  possible  la  première  division  partielle,  on  niuitiplieni 
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A 3  par  une  certaine  quantité  M  qui  sera  un  produit,  de  fac- 
teurs premiers  du  coefficient  du  premier  terme  de  B3  (13), 
et  celle  opération  ne  saurait  altérer  le  P.  G.  C.  diviseur  des 
polynômes  A3  et  B3,  puisque  tous  les  coelTicients  de  la  lettre 
ordonnatrice  dans  Bj  étant  premiers  entre  eux  ,  le  facteur 
par  lequel  on  multiplie  A,  est  nécessairement  premier  avec 
1^3(3).  Ayant  ainsi  effectué  entièrement  la  division  deA3parB3, 
on  pourra  supprimer,  dans  le  reste  de  celte  division ,  tous  les 
facteurs  monômes  qu'il  renfermera  (7),  ainsi  que  les  facteurs 
polynômes  indépendants  de  la  lettre  ordonnatrice  qui  leur 
seraient  communs,  car  il  suffira,  pour  cela  ,  de  chercher  le 
P.  G.  C.  diviseur  de  plusieurs  polynômes  de  n  lettres  au 
plus  (8).  On  procédera  ensuite  à  la  seconde  division,  en  pre- 
nant pour  diviseur  ce  reste  ainsi  modifié ,  et  on  continuera 
ainsi  de  suite.  Donc  on  arrivera  à  la  valeur  de  d^. 

Ainsi  la  délerminalion  du  P.  G.  C.  diviseur  de  deux  poly- 
nômes A'  et  B'  qui  contiennent  un  certain  nombre  de  lettres 
et  dont  les  termes  de  chacun  n'ont  d'ailleurs  aucun  facteur 
monôme  commun  ,  ne  dépend  que  de  celle  du  P.  G.  C.  divi- 
seur de  pareils  polynômes  qui  renfermeraient  une  lettre  de 
moins.  Or  nous  avons  donné  une  raclhode  complète  pour  cal- 
culer le  P.  G.  C.  diviseur  de  deux  polynômes  d'une  seule 
lettre  ,  tels  que  tous  les  termes  de  chacun  seraient  premiers 
entre  eux  (14)  ;  donc  on  pourra  trouver  le  P.  G.  C.  diviseur 
de  deux  polynômes  qui  renfermeraient  deux  lettres,  puis 
trois,  puis  quatre  ,  et  en  p^énéral  un  nombre  quelconque  de 
lettres, 

18.  Règle  générali:.  Pour  trouver  le  P.  G.  C.  diviseur  de 
deux  polynômes  A  et  H,  cherchez  leP.  G.  C.  diviseur  monôme 
A,  de  tous  les  termes  de  A  (7)  ^  celui  15,  de  tous  les  termes  de  B  ; 
puis  leV.  G.  C.  diviseur  (\,  de  A,  et  de  B,.  Mettez  d,  de  co/é,  et 
divisez  A  et  B  respectivement  par  A,  et  B, .-  vous  obtiendrez  des 
fjuotienls  A'  et  B'  que  v^us  ordonnerez  par  rapport  aux  puis- 
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sauces  d'une  même  lettre.  Calculez  leV.  G.  C.  diviseur  A,  des 
coefficients  du  polynôme  A',  celui  B^  des  coefficients  du  poly- 
nôme B\  et  le  V.  G.  C  diviseur  d^  de  A^  et  de  B^.  Mettez  d^  de 
côté ,  et  divisez  A'  et  B'  respectivement  par  A^  et  B,,  ce  qui  vous 
donnera  des  quotients  A3  et  B3  dont  tous  les  termes  seront  pre- 
miers entre  eux.  Cherchez  enfin  le  P.  G.  C.  diviseur  à^  de  ces 
deux  quotients ,  d'après  la  règle  du  n°  lï  ,  et  il  ne  s  agira  plus 
ensuite  que  de  multiplier  entre  elles  les  trois  quantités  d, ,  d, 
et  d^.  Leur  produit  résoudra  la  question. 

19.  Dans  le  cas  où  les  deux  polynômes  A'  et  B'  ne  renfer- 
meront que  deux  lettres  x  eij,  et  c'est  ce  cas  qui  se  prcsen- 
îora  le  plus  souvent,  on  pourra  simplifier  les  calculs  de  la 
manière  suivante.  On  les  ordonnera  par  rapport  à  y^  par 
exemple ,  et  on  cherchera  le  P.  G.  C.  diviseur  X  des  cocfïi- 
cicnls  de  cette  lettre  dans  A'  ;  puis  on  divisera  A'  par  X.  On 
ordonnera  le  quotient  A"  par  rapport  à  x,  et  on  cherchera 
îc  P.  G.  C.  diviseur  Y  des  coefficients  des  différents  termes 
de  A";  on  divisera  A"  par  Y,  et  en  appelant  A'"  le  quotient 
de  cette  division ,  on  aura 

A'r=XYA'". 

On  mettra  de  môme  le  polynôme  B'  sous  la  forme 

B'^X'Y'B'", 

et  en  formant  ensuite  le  produit  des  P.  G.  C.  diviseurs  des 
quantités  X  et  X',  Y  et  Y',  A"  et  B'",  on  obtiendra  le  P.  G.  C. 
diviseur  de  A'  et  de  B',  comme  il  est  facile  de  le  démontrer, 
à  l'aide  de  raisonnements  analogues  à  ceux  qu'on  a  employés 
au  n°  16. 

L'avantage  de  cette  méthode  consiste  à  faire  appliquer  la 
règle  du  n°  14  à  des  polynômes  de  degré  plus  faible  que  ceux 
sur  lesquels  on  devrait  opérer  d'après  la  règle  du  n'  18. 

20.  H  y  a  encore  un  cas  particulier  que  l'on  peut  traiter 
plus  simplement  que  par  la  règle  gcncrnlc  ;  c'est  celui  où  /'t/n 
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des  deux  polynômes,  A'  par  exemple ,  renfermera  une  lettre  x 
qui  ne  se  trouvera  pas  dans  l'autre  B'.  On  ordonnera  alors  A' 
par  rapport  à  x  ,  et  le  V,  G.  C.  diviseur  demandé  sera  celui 
même  qui  existera  entre  II'  et  les  coejficients  de  cette  lettre  x. 
Il  est  évident  en  effet  que  B'  étant  indépendant  de  x,  le 
P.  G.  C.  diviseur  demandé  ne  peut  contenir  cette  lettre,  et 
divise  en  conséquence  tous  les  coefiicients  de  jc  dans  le  poly- 
nôme A'  (3),  qui  est  de  la  forme 

aoc^  -\-bx  -\-  cx'  -]-  etc.  : 

donc  en  cherchant  le  P. G. G.  diviseur  des  quantitésB',/i^,^,c,... 
on  aura  celui  de  A'  et  de  B'. 

21.  Dans  la  théorie  générale  des  équations^  on  restreint  la 
définition  qucnous  avons  donnée  des  quantités  entières.  On 
y  regarde  comme  entière  toute  quantité  dans  V expression  de 
laquelle  les  inconnues  n'entrent  dans  aucun  dénominateur^  ni 
sous  aucun  radical ,  et  pour  qu'une  quantité  soit  dite  divisible 
par  une  autre  ,  il  suffit  que  leur  division  ne  donne  pas  de  reste 
et  que  le  quotient  soit  entier  par  rapport  aux  inconnues ,  de 

même  que  les  quantités  proposées.  Ainsi  x''-\ 6r% 

"1  — 

fonction  entière  de  x  et  dej,  est  divisible  par  -  x — jrl/2  , 

parce  que  le  reste  de  cette  division  est  nul  et  que  le  quotient 

-jt7-)- 3x1/2 ,  est  aussi  une  fonction  entière  de  x  et  dey. 

En  partant  de  ces  définitions,  on  démontre  facilement  : 
l""  que  tout  facteur  du  premier  degré  ax  +  fi  qui  divise  le  pro- 
duit de  deux  fondions  entières  de  x,  divise  nécessairement  l'une 
d'elles;  2°  qu'wne  fonction  entière  de  x  n'est  décomposable  qu'en 
un  seul  système  de  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  x. 

22.  On  appelle  P,  G.  C.  diviseur  de  plusieurs  fonctions 
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entières  de  x  le  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier  degré 
en  X  communs  à  ces  fonctions. 

23.  Si  l'on  applique  à  deux  pareilles  fonctions,  les  raison- 
nements du  n°  Il ,  on  verra  que  pour  trouver  leur  P.  G.  C. 
diviseur^  il  faudra  les  sournettre  à  la  méthode  des  divisions 
successives,  telle  qu'on  la  pratique  en  arithmétique,  en  arrê- 
tant l'opération  quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  indépendant 
de  X;  de  telle  sorte  que  si  ce  reste  est  nul ,  le  dernier  diviseur 
sera  leV.  G.  C.  diviseur  demandé ,  et  que  s'il  n'est  pas  nul , 
les  fonctions  proposées  n'ont  pas  de  diviseur  commun  en  x. 

24.  Remarquons  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  d'avoir  re- 
cours aux  modifications  prescrites  dans  le  n°  12 ,  parce  que 
la  démonstration  du  principe  fondamental  [leV.  G.  C.  diviseur 
de  deux  fonctions  entières  de  x  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  reste  de  leur  division  et  celle  qui  a  servi  de  diviseur) 
n'exige  pas  que  le  quotient  Q  soit  entier  par  rapport  aux 
coefficients  de  x;  il  suffit  qu'il  le  soit  par  rapport  à  cette 
lettre.  Toutefois  il  sera  plus  simple  de  réduire  tous  les  termes 
des  deux  fonctions  proposées  au  même  dénominateur,  de 
chercher  ensuite  le  P.  G.  C.  diviseur  des  deux  numérateurs, 
d'après  la  règle  du  n®  18,  et  enfin  de  diviser  le  P.  G.  C.  di- 
viseur trouvé  par  le  dénominateur  commun  ,  parce  qu'en  le 
supprimant  dans  les  fonctions  proposées ,  on  les  a  multipliées 
par  ce  dénominateur.  Dans  la  plupart  des  applications,  il 
sera  inutile  de  tenir  compte  de  ce  dénominateur. 

(  Extrait  d'un  ouvrage  inédit.) 
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EXAMENS  DE  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE  (*). 

Paris,  1845. 


Compositions  de  Mathématiques. 

Les  candidats  ont  été,  pour  les  compositions,  partagés  en 
huit  séries  ayant  chacune  une  composition  diflérentc. 

1'"''  série. 

Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  un  sommet  commun 
et  une  asymptote  commune. 
Théorie  de  la  division. 

2«  série. 

YOX  est  un  angle  droit,  A  est  un  point  de  OX ,  B  un  point 
de  OY;  on  mène  les  droites  AM,  BM  telles  que  l'angle 
MBY  =  2  .  MAX  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M. 

Construction  des  tables  de  logarithmes,  et  théorie  des 

logarithmes. 

3^  série. 

YOX  est  un  angle  quelconque,  A  un  point  fixe  de  son  plan  ; 
de  ce  point  on  mène  une  suite  de  droites  qui  coupent  les  cô- 
lés  de  l'angle  en  B  et  C  ;  on  prend  sur  chaque  sécante  un 
point  M  tel  que  BM  :  MG llm'.ji..  et  on  demande  le  lieu  de 
ce  point  M. 

Règ'e  des  signes  de  Dcsrarîes  ;  peut-elle,  dans  certains 
cas ,  servir  à  trouver  numériquement  toutes  les  racines  d'une 
équalion? 


(*)  Communiqué  par  M.  le  professeur  Aîuie.  On  insérera  les  solutions. 
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4^  série. 

Mener  un  plan  qui  coupe  une  sphère  en  deux  parties  dont 
Tune  soit  double  de  l'autre. 

D'un  point  M  de  la  circonférence  d'une  ellipse  on  mène 

deux  cordes  MF'Q ,  MFP  passant  par  les  deux  foyers;  dé- 

MF   ,  MF' 
montrer  que  la  somme  -— •  +  t^  est  constante. 

5*^  série. 
Construire  la  courbe  pz=  —- '-. 

1  -j-COScp 

Discuter  et  généraliser  les  formules  donnant  les  valeurs  de 
sin  («  db  b)  et  de  cos  (a  ±:b). 

6«  série. 

D'un  point  B  ,  pris  sur  le  côté  OX  d'un  angle  YOX  donné 
et  quelconque,  on  mène  une  tangente  aux  cercles  inscrits 
dans  cet  angle  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de  contact  de 
ces  tangentes. 

Développer  les  moyens  de  déterminer  la  valeur  numérique 

dCTT, 

T  série. 

Des  extrémités  M ,  M'  d'une  corde  i\ïFM'  passant  par  le 
foyer  d'une  parabole,  ou  abaisse  les  perpendiculaires  MP, 
M'P'  sur  une  droite  lixe  située  dans  le  plan  de  la  parabole  ; 

MP   ,   MF 

démontrer  que  la  somme  — -=  4-  ^777^7  est  constante. 
^  MF       Mr 

Développer  la  théorie  de  l'homogénéité  en  géométrie ,  en 

physique  et  en  mécanique. 

8*^  série. 

Trouver  le  lieu  des  milieux  dos  cordes  égales  d'une  ellipse 
(lor:née. 
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Démontrer  que  a",  log  (x) ,  Vf{x)  sont  des  fonctions  con- 
tinues de  X  ^J\x)  étant  une  fonction  algébrique  de  x. 

Lyon  1845. 

.      .            u            ^x  —  \ 
Construire  la  courbe  j^  = — — . 

Vx  —  i 
Expliquer  les  principes  de  la  transformation  des  équations. 

La  Flèche  1815. 

A  une  suite  d'ellipses  ayant  leurs  foyers  communs  F,  F', 
on  mène  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée  ;  trou- 
ver le  lieu  des  points  de  contact. 

Établir  les  six  équations  d'équilibre  d'un  corps  solide  libre 
dans  l'espace. 


QUESTION  D'ANALYSE 

proposée  au  concours  d'agrégation  de  Vannée  1845, 

PAR  M,  JUBÉ  (  EUGÈIffE  ) , 
Licencié  ès-sciences  physiques  et  mathématiques  ,  agrégé. 


Déterminer  sur  la  surface  d'un  cône  droit  la  courbe  qui 
coupe  les  généralrices  sous  un  angle  constant ,  et  qui  passe 
par  deux  points  donnés  do  cette  surface.  Calculer  la  longueur 
d'un  arc  de  cette  courbe  et  la  portion  de  surface  conique 
comprise  entre  cet  arc  elles  généralrices  qui  passent  par  ses 
extrémités.  Trouver  le  plan  osculateur,  le  rayon  et  le  centre 
de  courbure  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe ,  et  le 
lieu  des  centres  de  courbure.  Chercher  ce  que  devient  la 
courbe  quand  on  développe  la  surface  sur  un  plan. 

Prenons  pour  origine  le  sommet  du  cône ,  son  axe  pour 
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celui  des  z  et  nommons  a  l'angle  constant  que  fait  la  géné- 
ratrice avec  Taxe.  Le  cône  aura  pour  équation 

z'  tang'  a  =  Jc'  -{-y . 

Soient  jr,y,s  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe ,  elles  devront  satisfaire  à  l'équation 

, . .  X  dx  Y  dy  z  dz 

(A)  --— +-^,Z__  .21+  —=m, 

V  Jc'+y'+z'  ds      V  x'-YfrS^z^  ds      Vx'+r'-\-z'  ds 

qui  exprime  que  la  tangente  en  ce  point  fait  avec  la  généra- 
trice qui  la  rencontre  un  angle  dont  le  cosinus  est  m  ;   et 
d'après  la  condition  donnée ,  m  est  une  constante. 
L'équation  du  cône  donne  par  la  différentiation 

zdz  tang'a  =  xdx  -\-  ydj  ; 

d'où  l'équation  (t\.)  donne  en  ayant  égard  à  celle  du  cône  , 

dz 
[a)  -—zzzmcosu, 

as 

^  xdx-\-Ydy  . 

(L)  —  =  m  sin  ot.ds. 

Or,  ds"  =z  dx'  -\-  dy  +  ^z%  et  à  cause  de  (B) , 

dx^ -{-  dy  =:ds^{\  — //i' cos' a) . 

Mais  dx^ -\- dy  =dG\  a  étant  l'arc  de  la  projection  sur  le 

plan  xy^  donc  da=^  V 1 — nt'cos^a.uis^  et  a=]/i — m'cos^'a.A, 
rr  et  s  commençant  ensemble.  L'équation  (C)  donnera  donc 

xdx  -f-  Ydy  m  sin  a 

—  -  =    —  "  da  , 

V  x"  -\-y  X/i  —  //i"  CO s '  a 

et  en  faisant  rr=l/x'-j-y ,    0  =  arc  tang  -  ,  on  obtient 


dr  =  — da  ^  d  ou  r=:Ce    ,  JN  étant —  et 

y  1  —  m' COSV.  ^  \/  i^ni' 

C  une  constante. 


—  512  — 

La  nmrbe  domandcc  a  donc  pour  projection  sur  le  plan  .rj 
uno  spirale  logarithmique  qu'on  peut  représentçr  par  l'é- 
quation 


y 


h  .  Vx'  -\rf  =  L  .  C  -)-  N  arc  lang -. 

Cette  équation  jointe  à  colle  du  cône  détermine  complète- 
ment la  courbe.  La  constante  G  se  calcule  par  la  condition 
que  la  courbe  passe  par  deux  points  donnés.  Si  a^b,  et  a\b' ^ 
sont  les  coordonnées  de  ces  points  par  rapport  aux  axes  des  x 
et  des  j^,  et  que  n  soit  le  nombre  des  spires  aussi  donné  que 
la  courbe  doit  faire  pour  passer  du  premier  point  au  second , 
on  aura  pour  déterminer  G  et  N  et  par  suite  m,  les  deux 
équations 

L  \/a'-\-b'  —  LG  +  N  arc  tang  -  , 

a 


L  [/a"  +  b^'  z=  LC  +  n(  2/t7:  +  arc  lang-^ ) . 
Si  les  deux  points  sont  sur  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 


base  du  cône,  on  aura  ]/d'-\-b''=:\/ a^'-\-b'''  puisque  les  or- 
données en  s  seront  les  mêmes  et  par  suite 

..  r  ^  ^'"1 

N    arc  tang 2w7r  —  arc  tang  -  ^0 , 

d'où  N=0  et  par  suite  m=:0.  La  courbe  cherchée  coupera 

dz 
les  génératrices  à  angle  droit,  et  comme  alors  —  =  0,  on 

voit  que  c'est  une  circonférence  dont  le  plan  est  parallèle  à 
la  base  du  cônu. 

Si  les  deux  points  sont  donnés  sur  une  même  génératrice , 
ou  sur  deux  génératrices  faisant  entre  elles  l'angle  2a,  on  a 

■  =    , ,  ce  qui  donne  L  \/a-hO'=:  L  \/a''^b'''  —  ^2nKN., 
il       a 

équation  qui  déterminera  N  d'après  la  valeur  donnée  à  n.  Si 
/i=0,comme\/^'-|-^'difi"éredeK  «"-(-^'  ,ilfi>ut  Que  N=x 
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d'où  m=i  :  ]a  courbe  se  confond  alors  avec  la  génératrice. 
L'équation  déjà  obtenua  (7  =  sl^\  —  m'cos'a  indique  que 
le  rapport  entre  une  portion  quelconque  de  la  courbe  et  sa 
projection  est  constant ,  de  sorte  qu'il  suffit  de  calculer  un 
arc  de  la  spirale  logarithmique  pour  avoir  celui  de  la  spirale 
conique  qui  lui  correspond. 

-^    ,, ,        .       ,  msiiia  , 

De  lequation  dr=z  —  —  da  ,  on  lire 

wsina 

.g  — r-f-A; 


Kï 


m'eos  a 


A  étant  une  constante  qui  se  déterminera  tn  mettant  pour  r 
la  valeur  du  rayon  vecteur  qui  correspond  au  point  où  l'arc 
commence  sur  la  spirale  logarithmique,  et  on  aura 


/?isina5  =  A-|-  V  x^-^-y". 

Comme  le  plan  tangent  au  cône  fait  toujours  le  même 
angle  a  avec  l'axe  des  z ,  il  y  aura  toujours  le  même  rapport 
entre  Faire  d'un  élément  de  surface  conique  comprise  entre 
deux  génératrices  et  l'arc  de  la  courbe,  et  la  projection  de 
cet  élément  sur  le  plan  xy  :  il  suffira  donc  de  calculer  un 
secteur  de  la  projection  ,  et  de  le  diviser  par  sina  pour  avoir 
celui  de  la  surface  conique  dont  il  est  la  projection. 

On  trouve  ainsi  pour  ce  secteur  conique  : 

—   -r— +B,  ou  bien  -^   :^J:^+B, 
4i\    sni«   '  4N      sma      ' 

B  se  déterminant  par  la  condition  que  l'aire  commence  en  un 
point  donné. 

Pour  avoir  le  plan  osculateur,  il  faut  calculer  dx,  d\i\, 
dy^  dy  :  on  sait  déjà  que  dz  =  niœso^dsy  et  que  d'z^=:i) ,  cm 
prenant  s  pour  variable  indépendanle. 

Or  .r  =  rcosO  et  j^z^rsinO,  d'où  on  tire  on  observant 

Ann.  de  Mathémat.  IV.  35 
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que  dr  =  ms\  it  y  as  ,    et   /^/r  =  JN  m6 ,    a  ou    aO  =  — — —  ds  , 

msina  ,       -       ,ivT  .  /s  I        ^,  ^isina   , 
^x=:(Ncos6— sHi'^)— — —  ^5,  cÇ;-=(NsinO  +  cosO)— — -c?6-. 

Le  plan  osculateur  a  pour  équation,  en  remplaçant  cos9  par 

.r  r 

,  et  sinO  par 


\/a:'+y  [/^'+y 


N'+l 


Ce  plan  fait  avec  celui  des  xy  un  angle  dont  le  cosinus  est 
=  \/ 1  —  m'cos'a.  Il  est  donc  tou- 


V 


1  + 


(N'+l)  tangua 

jours  incliné  d'une  même  quantité  sur  le  plan  de  la  base  du 
cône ,  et  son  inclinaison  est  la  même  que  celle  de  la  tangente 
à  la  spirale  conique.  Le  plan  normal  aura  pour  équation  : 

[x-a:'}  (Nx  —y)  +  [j  —f)  (N^  +  ^)  + 

N 


langa 
Le  cosinus  de  l'angle  qu'il  fait  avec  la  base  est  m  ces  a  ,  va- 
leur  trouvée  pour  —,  ce  qui  doit  être. 

Il  suit  <le  là  que  si ,  par  un  point  de  l'espace  ,  on  mène  des 
plans  parallèles  aux  plans  osculateurs ,  chacun  d'eux  sera 
tangent  à  un  même  cône  droit,  qui  sera  leur  enveloppe,  et 
dont  l'axe  sera  parallèle  à  celui  du  cône  donné.  11  en  sera  de 
même  pour  des  plans  parallèles  aux  plans  normaux. 

En  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure,  on  a  générale- 
ment : 
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+ » 


\/(î)'H?y+ (; 


d'où  ici 

NV 


Ce  rayon  de  courbure  est ,  comme  on  voit ,  dans  un  rapport 
constant  avec  le  rayon  vecteur  de  la  spirale  logarithmique 
mené  à  la  projection  du  point  qu  on  considère  sur  la  spirale 
conique.  De  plus ,  ce  rayon  de  courbure  est  toujours  parai  • 
lèle  à  la  base  du  cône ,  puisque  le  cosinus  de  l'angle  qu'il  fait 

avec  l'axe  des  z  est  proportionnel  à —  ,  quantité   nulle.    Il 

est  donc  projeté  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  xy^  et  sui- 
vant la  direction  du  rayon  de  courbure  de  la  spirale  loga- 
rithmique ,  avec  lequel  il  coïncidera  en  partie  ;  et  lui  sera 
proportionnel,  car  j/  étant  ce  dernier,  on  a  û'=r\/i  4-N*, 


d'où 


m\sin'a{l  +  N'j        1— m'cos'a" 

pV/i'cOS'a 


On  voit  de  plus  que  p  surpasse  J  de 

1  —  m'^cos^y. 

Il  suit  de  ce  qui  {irécèdc  qae  r  étant  le  rayon  vecteur  de 
la  projection  du  centre  de  courbure  pour  le  point  de  la 
spirale  conique  auquel  se  rapportent  r  et  0,  on  aura  : 


-V 


^    ,  1  2  eus  6) 

1+ 


o)  étant  l'angle  que  tait  p  avec  /•,  et  qui  a  pour  tangente  ia 

conslante  N.  Donc  r  =:iMr=  lie    ,  M  et  K  étan!  constants. 

Le  lieu  des  centres  de  courbaie  est  projeté,  comme  on 
voit,  suivant  une  spirale  logarithmique. 

C  >mmc  le  centre  de  courbure  a  la  même  ordonnée  en  - 
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que  le  point  de  la  courbe  qu'on  considèro,  eu  nommant  x\ 
y  ses  deux  autres  coordonnées,  et  remplaçant  dans  l'équa- 


1 


tion  du  cône  \/ x''-\-y'  par  ^^'•^"H-.r'%  on  trouvera  : 

zM  tanga  =  \/x''J^y\ 

Ce  sera  la  seconde  équation  du  lieu  des  centres  ;  ce  lieu  est 
donc  une  spirale  conique  analogue  à  la  première  ,  tracée  sur 
un  cône  dont  l'angle  a  pour  tangente  Mtangc^. 

Quand  on  développera  le  cône  sur  un  plan  ,  comme  on  a 

trouvé  V  Jc'-\-y-\-  z^  =  ms ,  on  aura  sur  ce  plan  R  =  m^  , 


d'où  R  =  Ce  ^~"''  pour  l'équation  de  la  courbe  :  c'est 
encore  une  spirale  logarithmique.  Enfin  la  développante  de 
la  courbe  cherchée  est  plane,  et  c'est  encore  une  autre  spi- 
rale logarithmique  située  sur  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 
base  du  cône. 


NOTE 

mr  V équation  aux  quotients  des  racines. 


I.  Soient  «,,  a^^  a^ .  ...  am  les  m  racines  d'une  équation 
du  degré  m.  Désignons  par  S  les  sommes  des  puissances  des 
racines  ,  relatives  à  cette  équation  ;  et  par  s  les  sommes  ana- 
logues pour  les  racines  de  l'équation  aux  quotients  ;  on  a 
évidemment  : 


/fi 


(i) 


s     ~ 
p 

...  — P 

d'où  l'on  lire  : 

^  =  ^Ap  - 

-  ni' 
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Coroll.  1 .  Faisant /?  :=  0  ,  on  a  s^=:  ni" — m  =  m  [m  —  1  )  ; 
«n  effet,  l'équation  aux  quotients  est  du  degré  m  {m  —  \). 

Coroll.  2.  5_p  =  S_j,Sp — m,  donc  s_^z=s^\  ce  qui  doit 
être ,  puisque  l'équation  aux  quotients  est  une  équation  réci- 
proque ;  elle  peut  donc  se  ramener  à  une  équation  du  degré 

m  {ni  —  1  ) 

— - — - — .  Il  suffit  de  calculer  s,^  5,,  53 ^wrm-i)  ;  au 

i  .2 

moyen  de  ces  valeurs,  ou  trouvera ,  par  les  formules  connues, 
les  coefficients  de  l'équation  aux  quotients. 

Coroll.  3.  Si  tous  les  coefficients  de  l'équation  sont  des 
nombres  entiers,  et  si  les  coefficients  du  premier  terme, 
ainsi  que  le  terme  tout  connu  ,  sont  chacun  égal  à  l'unité, 
alors  Sp  et  S_p  sont  des  nombres  entiers.  Par  conséquent ,  5 
est  aussi  un  nombre  entier  ;  et  les  racines  ne  sauraient  être 
commensurables,  à  moins  d'être  égales  à  l'unité. 

Coroll.  4.  Si  l'équation  donnée  est  réciproque,  on  a 
Sp  =:  S_p  ;  donc,  dans  ce  cas ,  s^  =z Sp" —  m. 

II.  Soit  une  seconde  équation  quelconque  cny  du  degré  n  ; 
faisons  z=xx,  et  éliminant  jr  et  jr  entre  les  (rois  équations,  il 
vient  une  équation  en  z  du  degré  mn ,  ayant  pour  racines  1rs 
produits  qu'on  obtient,  en  multipliant  chr.cunedesm  racines  de 
la  première  équation  en  jc ,  par  chacun  des  n  racines  de  l'é- 
quation en  jr  ;  si  on  prend  pour  équafion  en  y  la  réciproque 
de  l'équation  donnée,  alors  l'équation  en  z  du  degré  w'  ren- 
ferme les  racines  de  l'équation  aux  quotients  et  en  outre  m 
racines  égales  à  l'unité  ;  divisant  donc  le  polynùme  en  z  par 
{z  —  1)*",  on  obtient  encore  l'équalion  aux  quotients. 

III.  Si  l'équation  donnée  a  p  racines  éjTales,  l'équation 
aux  quotients  aura  j){f)  —  1)  racines  égales  à  l'unité.  Donc 
cette  équation  peut  faire  découvrir  le  nombre  des  racines 
égales. 
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IV.  1"  exemple  : 

A,a:'+A,x  +  A,  =  {), 

AoA,x'+(iiAoA,— A/)x  +  AoA,=  0.  Êq.  aux  quotients, 
ou  bien  : 

AoA,(:c+ir  =  A>. 

'■2'^  exemple  • 

jo^ -\-  A2>r -{-  A  3=^  0, 
(«o  ^o  «3). 

L'équation  aux  quotients  étant  réciproque,  se  réduit  à  une 
équation  du  troisième  degré  ;  représentons  par  z  l'inconnue 
(le  cette  dernière  équation,  nous  aurons  : 

faisant  z  -[-  2  =  ^  ,  les  trois  racines  seront 

a^         a^         a^ 


a^a%  '      <2,a3  "^      a^a^  ' 


ou ,  ce  qui  revient  au  même  : 


a^       — al        —  a,^ 


A,    '       A3    '        A3     ' 


'■3 


d©nc,  faisant  A3M  =  —  v ,  les  racines  de  l'équation  en  v  sont 
les  cubes  des  racines  de  l'équation  donnée  ;  on  trouve  facilc^- 
menl  : 

v3+3A3'/+(A,'+3A3)vH-A33r=:0    ou     (v  + A3)^  +  A;^v==0. 

Remplaçant  v  par  —  A3  (z  +  2) ,  on  obtient , 

Aa^l  —  z)'+  K'  (Z  4-  2)  =^  0.  Tm. 


QUESTION    D'EXAMEN 

sur  les  racines  des  équations. 

Problème.  Trouver  l'équation  aux  moyennes  géomélri- 
fjues  des  racines  de  l'équation  a.-*-{-  2  =z  0. 
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Solution.  Soient  x',  x"  deux  racines  de  l'équation ,  et  {ai\- 

snns  j-=:jc'jc"'^  on  a  x^-{-2  =  0  ;  j:"^-{-'2  =  0.  Éliminons 

X  et  x"  ;  il  vient  x'  =  ^\  y^-\-  2jc"4  =  0.  Il  faut  remplacer 

jr"  par  ses  quatre  valeurs  ;  donc  l'équation  est  {y'' — 4)*=0. 
Il  en  faut  ôter  les  valeurs  de  y  qui  répondent  à  j/^:  j:",  c'est- 
à-dire,  l'équation  aux  carrés  des  racines  de  la  proposée.  Celte 
équation  est  (^r'+  2)'^  donc  l'équation  cherchée  est  : 

\J    'y  "^1 

OU  simplement  r 

(y-^ir(y+2)==o. 

Telle  est  Téqualion  aux  produits  des  racines  prises  deux  à 
deux;  faisant  jK  =  2.%  il  vient    (z^— 2)"  (zi-f2)  =  0.  C'est 
l'équation  cherchée. 
Vérification.  Les  quatre  racines  sont  .- 

^  =  I>2  [1  VI  (l  +  V/=l)]  =  a  , 

=  V'2[— îj/i(l+|/^)  \=c, 

iib  =  \/i;      ac  —  —  \/'^^;     ad  =  —  VÏ; 

bc  =  —  V'2i     bcl  =  V  —  i;     cd=V^; 
d'où 

if  -  y-2)\y+v:;^i)\y+y—2){y-y—,) =(_y._2nr -+2) = 0 

comme  ci-dessus. 
Autrement.  On  a  ; 


X 


X 


X 


y' 


4  =  0;     d'où     r  =  ±:\/2. 
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Soient  x',  j:",  x'",  x'"  les  quatre  racines;  donc  j:V  .r"jt'*=2. 
mais  a:'jc"  :=\/ '2;  donc  a.'"  jo'''=\/ 2;  il  y  a  donc  deux  ra- 
cines égales  à  y  2 ,  deux  racines  égales  à  —  Kl  y  l'équation 
complète  est  : 

(^4_4)  (^+1/2)  (^_|/2)=(^^'-4)Cy-2)=:(^^+2)(y-2y. 


SOLUTION  DU  PROBLÈIME  82  (t.  IIJ ,  p.  kO). 

PAR  M.   GILAIHr, 

à  Bruxelles. 


Soit  l'équation  : 


\/\+a:  +  Vi—xz=i.  (a) 

Si  j'avais  considéré  cette  équation  en  elle-même,  c'est-à- 
dire,  si  je  n'avais  eu  égard  qu'aux  résultats  auxquels  elle 
peut  nous  conduire ,  je  ne  me  serais  certes  pas  attaché  à  la 
discuter.  Mais  je  me  suis  convaincu  qu'elle  signale  une  erreur 
de  théorie ,  que  je  vais  tâcher  d'examiner  aussi  succincte- 
ment que  possible. 

On  démontre  facilement  que  l'équation  {a)  n'a  pas  de  ra- 
cines réelles  ;  je  vais  prouver  qu'elle  n'en  peut  avoir  d'ima- 
ginaires. A  cette  Cn  ,  je  pars  d*^  ce  prémisse  évident,  qu'une 
quantité  réelle  ne  peut  être  égale  à  une  quantité  imaginaire. 
Par  conséquent ,  pour  que  des  valeurs  imaginaires ,  substi- 
tuées à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée ,  puissent  la 
satisfaire,  il  faut  que  l'imaginarité  introduite  par  cette  sub- 
stitution disparaisse  dans  le  premier  membre;  en  d'autres 
termes,  il  faut  que  les  quantités  imaginaires  se  détruisent 
mutuellement.  D'où  l'on  conclut  nécessairement  qu'il  faut, 
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pour  que  des  racinos  imaginaires  puissent  satisfaire  l'équa- 
tion (a)  :  r  que  la  partie  imaginaire  de  ces  racines  sorte  des 
radicaux  sous  lesquels  elle  se  frouve  engagée  ;  2*"  que  la  par- 
tie imaginaire  du  premier  radical  soit  égale  et  de  siiçne  con- 
traire à  celle  du  second.  Or,  pour  que  les  quantités  imagi- 
naires se  dégagent  des  radicaux ,  il  faut  qu'elles  entrent  dans 
la  composition  de  carrés,  dont  la  somme  générale  sera,  en 
ayant  égard  à  la  seconde  condition  : 

(a  +  pl/ZIT)'    et    (v-pl/ITT)'.  (b) 

Reste  à  déterminer  les  valeurs  des  quantités  « ,  p  et  7  qui 
satisferont  à  l'équation  (a).  Pour  que  celle-ci  puisse  avoir  des 
racines  imaginaires,  on  doit  trouver  des  valeurs  réelles  pour 
chacune  de  ces  quantités.  Or,  en  mettant  les  carrés  {b)  à  la 
place  des  expressions  (1  -|-  x)  et  (1  —  x)  dans  l'équation  pro- 
posée ,  elle  devient  : 

\/(a  +  pl/-i:ï)'+\/(7-pl/IIÏ)'=a+p|/=T4- 

Par  conséquent , 

1  —.rz=:{y^^\/^~\Y  =/  — 27pV^-^l'  —6'; 
d'où 

X  =  a  +  2«p  V^— f  —  |3'  —  1  , 


(1) 


et  puisque  a  a  la  même  valeur  dans  les  deux  expressions,  ii 


vient 


a^+  2;tp  K—  1  —  P'—  1  =:  1  — /+  27P  y—  1  4-  .V, 

dont  on  déduit  les  deux  égalités  : 

2aP  V/^^  =  27f:l  \/^\  ,      d'oÙ      a  =  7  , 
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4 

Mais,  d'après  (1),  a-(-7=  1  ,  par  conséquent,  a  =  7  = 
Substituant  ces  valeurs  dans  (i2) ,  on  trouve  : 


1  1 

4       '  4       "^ 


d'où  l'on  tire  : 


P 


-V-i 


On  arrive  donc  à  des  valeurs  imaginaires  pour  p.  Ce  qui 
nous  prouve  que  l'équation  ne  peut  avoir  de  racines  imagi- 
naires ;  d'un  autre  côté,  on  démontre  qu'elle  n'en  a  pas  de 
réelles  ;  nous  devons  donc  en  conclure  que  l'équalion  {a)  n'a 
pas  de  racines. 

Cette  conclusion  pourrait  étonner  certains  esprits,  car  ou 
croit  généralement  que  toute  équation  algébrique  a  au  moins 
une  racine  sinon  réelle ,  du  moins  imaginaire.  C'est  là  une 
erreur  qu'il  importe  de  déraciner  ('). 

Une  quantité  imaginaire,  quoique  n'ayant  aucune  traduc- 
tion dans  le  monde  réel ,  n'en  a  pas  moins  de  la  réaiilé,  si  je 
puis  m'exprimer  ainsi,  en  mathématiques.  Un  résultat  ima- 
ginaire dénote  toujours  une  absurdité  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème ;  mais  il  n'indique  pas  une  absurdité  dans  l'équation 
qui  en  est  la  traduction  mathématique.  Ainsi  les  racines 

jc  z=:±:  y  —  a 

satisfont  à  l'équation  : 

x^  z=z  a  ^ 

parce  que,  dans  cette  substitution  ,  on  défait  l'opération  qui 
a  conduit  à  l'impossibilité  ,  qui  a  fait  donner  le  nom  d'imagi- 
naires à  ces  quantités.  On  doit  donc  bien  distinguer  une  ab- 
surdité mathématique,  d'une  absurdité  hypothétique  dans 
l'énoncé  d'un  problème.  C'est  ainsi  que 

jr''=  —  a 


(*)  C'esi  plutôt  rcttc  conclusion  (|ui  est  une  erreur  à  rléraciner.  Nous  y  rr- 
viendron».  Tm. 
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n'indique  qu'une  absurdité  d'hypothèse,  tandis  quo 

-j-  vjc  =  —  a 

marque  en  outre  une  absurdité  mathématique  ;  puisque  au- 
cune valeur  algébrique  substituée  à  la  place  de  x  dans  cette 
équation  ne  peut  la  satisfaire.  C'est  précisément  parce  que  le 
calcul  ne  peut  conduire  à  aucun  résultat  dans  un  cas  sem- 
blable, que  l'on  peut  avoir  confiance  pleine  et  eniiére  dans 
ceux  auxquels  il  nous  conduit.  Si,  au  contraire,  le  calcul 
pouvait  donner  la  solution  d'une  absurdité  manifeste,  on  ne 
pourrait  plus  accorder  aucun  crédit  aux  résultats  auxquels 
on  arriverait  par  cet  intermédiaire.  Le  calcul  ne  peut  donc 
pas  assigner  des  racines  à  l'équation  {a} ,  puisqu'elle  est  une 
absurdité  mathématique.  Ceci  résulte  de  ce  que  les  consé- 
quences ne  peuvent  jamais  détruire  les  principes  sur  lesquels 
elles  reposent,  aussi  longtemps  que  l'on  se  conforme  rigou- 
reusement à  ces  principes.  A  moins,  toutefois  ,  que  ceux-ci 
ne  soient  faux  eux-mêmes ,  ce  qu'il  est  toujours  facile  de 
vérifier  à  priori. 

Le  signe  U^  marquant  une  opération  inverse,  il  faudra 
toujours  passer  par  l'opération  mère  ,  pour  arriver  aux  ra- 
cines d'une  équation  dans  laquelle  l'inconnue  sera  engagée 
sous  ce  signe.  Mais  une  équation  d'un  degré  quelconque  ne 
jouit  pas  de  toutes  les  propriélés  de  l'équation  d'un  degré 
supérieur  qui  en  est  une  conséquence.  On  doit  donc  toujours 
bien  s'assurer,  quand  on  déduit  celle-ci  de  celle-là,  quelles 
sont  les  propriélés  de  la  seconde  qui  conviennent  aussi  à  la 
première.  Pour  rendre  ceci  plus  clair,  donnons  un  exemple. 
Soit  l'équation  : 

on  en  déduit  : 

x=.\.  (3) 

4 
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Or  la  sccondo  équation  est  égaloiiKMit  satisfaite  par  les  deux 

valeurs  a:  =  zh\/  '- ^   tandis  que    la  première  n'admet 

\     /3 
que  la  première  de  ces  racines  ,  x  ~  -{-\/   -La  seconde 

valeur  de x  appartient  à  une  autre  équation, 

\/l  — X  —  \/i-\-x  =  1  , 
dont  (3)  est  aussi  une  conséquence. 

Ainsi ,  je  le  répète,  ce  qui  est  vrai  d'une  équation  ne  Test 
pas  toujours  de  l'équation  d'un  degré  inférieur  qui  en  est 
une  conséquence.  D'un  autre  côté,  toutes  les  propriétés  de 
l'équation  inférieure,  étant  renfermées  dans  celle  d'un  degré 
supérieur,  la  première  ne  peut  jouir  de  propriétés  dont  ne 
jouisse  pas  la  seconde.  C'est  pourquoi  l'équation  (3) ,  n'ad- 
mettant pas  déracines  imaginaires,  l'équation  {a) ,  dont  on 
peut  la  déduire ,  n'en  admet  pas  non  plus. 

Quelques  mathématiciens  pensent,  peut-être,  qu'il  pour- 
rait exister  des  valeurs  symboliques  autres  que  les  imagi- 
naires ordinaires ,  satisfaisant  1<  s  équatiofis  telles  que 
-4-  \/ x=z —  a.  Mais  une  pareille  opinion  est  complètement 
chimérique  ;  car  un  symbole  n'a  de  valeur  que  pour  autant 
qu'il  indique  une  opération  connue  Or,  pour  que  l'équation 
-|-  \/ X  =.  —  a  y  par  exemple  ,  puisse  êire  salislaite  par  une 
valeur  de  x ,  cette  quantité  doit  être  telle  qu'en  lui  faisant 
subir  l'opération  inverse  de  l'élévation  au  carré,  on  arrive 
à  la  quantité  —  a  ;  condition  qu'il  est  impossible  de  remplir 
aussi  longtemps  que  l'on  astreindra  le  radical  à  rester  poii- 
lif  ^  car  la  solution  x  =  ( —  aj'  =  a'  s'applique  à  i'équation 
—  y  X  =  —  a. 

Note.  Toute  cette  discussion  rouie  sur  un  mal-entendu. 
Le  signe  plus  représente  une  addition^  mais  pas  toujours  une 
augmentation.  En  algèbre ,  ces  deux  mots  ne  sont  pas  syno- 
nymes ;  de  même  que  la  soustraction  algébrique  n'est  pas  sy- 
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nonyme  à  diminution.  Ainsi ,  lorsque  le  terme  +  j:  se  ren- 
contre dans  une  équation,  on  ne  sait  pas  d'avance  si  ce  +  -^ 
produira  une  augmentation  ou  une  diminution,  selon  que  x 
est  positif  ou  négatif  ;  mais  si  vous  mettez  impérativement 
la  condition  que  ce  terme  produise  une  augmentation,  la 
question  peut  devenir  impossible ,  sans  que  cette  impossibi- 
lité soit  représentée  par  un  symbole  imaginaire. 

Soit ,  par  exemple  .  l'équation  2  -\-jc=  i;  l'algèbre  ré- 
pond x  =  ~i.  En  effet ,  2-{-{—i)  =  i  ;  mais  si  vous  tenez  à 
ce  que  x  soit  positif,  à  ce  que -{-^produise  une  augmentation, 
il  y  a  impossibilité  logique  ;  2  ne  peut  augmenter  de  manière 
à  devenir  1  ;  il  en  est  de  même  dans  1  équation  proposée 

1/ 1  4-  -^  +  f^l  ~  X  =  1  -^  l'algèbre  répond  x  =  zb  -  \/3. 


Si  l'on  exige  que  -}-|/l — jo  soit  une  augmentation,  la  question 
est  impossible  ;  mais  si  on  laisse  le  sens  algébrique ,  la  ques- 
tion est  possible;  car  elle  répond  à  celle-ci:  2-j-2\/l— x'=l; 

et  2+  2  (  —  -  j  =  1 ,  solution  réelle.  Ainsi  toute  équation  a 

une  racine  réelle  on  imaginaire.  Mais  si  on  y  ajoute  une 
condition  de  plus,  en  dehors  de  l'équation,  alors  elle  peut 
n'avoir  aucune  solution  possible.  L'équation  ax  =  b  a  tou- 
jours une  ratine  ;  mais  si  vous  {«joutez  que  cette  racine  doit 
être  un  nombre  entier,  elle  peut  devenir  impossible  ;  Tima- 
ginarité  annonce  une  impossibilité;  mais  la  réciproque  est 
fausse.  Toute  impossibilité  ne  se  résout  pas  par  des  imagi- 
naires. Trouver  deux  nombres  impairs  dont  la  somme  soit 
impaire  est  une  impossibilité  qu'on  ne  peut  représenter  par 
le  symbole  imaginaire.  On  peut  dire ,  en  général ,  que  toutes  les 
fois  qu'une  quantité  susceptible  d  un  maximum,  positif  ou 
négatif,  est  égalée  à  une  quantité  qui  surpasse  ce  maximum  , 
l'analyse  indique  l'impossibilité  par  le  symbole  imaginaire 
qui  ne  repond  qu'à  ce  genre  d'impossibilité  et  pas  à  d'autres. 

Tm. 
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RELATIONS  D'IDKNTITE 


et  équations  fondamentales  relatives  aux  courbes  du  second 

degré. 


(V.  p.2'.) 


LXI.  Théorème  de  Carnot  sur  les  segments. 
Théorème.  Soit  une  ligne  de  de^ré  m  et  un  polygone  de  n 
côtés  tracés  dans  le  même  plan-,  A„  A„  A3...,  A„  désignant 
les  sommets  consécutifs  du  polygone.  Considérant  successive- 
ment A. ,  A, ....An  comme  des  points  flxes,  les  sécantes  A^A,, 
A2A3,  A3A4....AnA,  formeront  chacune  m  segments,  et  en 
tout  mn  segments  ;  relativement  aux  points  ûxes  A„ ,  A„_i , 
A„_2....A.,  les  sécantes  A„A„_i,  A„_iA„_2,  A,j_2A„_3....  AgA^, 
forment  mn  autres  segments  ;  le  produit  des  mn  premiers 
segments  est  égal  au  produit  des  mn  seconds  segments. 

Démonstration.  Par  un  point  quelconque  O  pris  dans  le 
plan  de  la  ligne,  menons  n  parallèles  aux  côtés  A^xA^, 
A^Aj ....  A„A,  du  polygone.  Ces  parallèles  formeront  chacune 
m  segments,  comptés  du  poinlO;  désignons  par  (1)  le  produit 
des  segments  formés  par  !a  parallèle  à  A,A^  ou  A,A,;  par  (2) 
le  produit  des  sej^ments  formés  par  la  parallèle  à  A^A3  ou  A3A, 
et  ainsi  de  suite  ;  représentons  de  même  par  1,2  le  produit  des 
segments  formés  par  la  sécante  A,A^,  comptés  du  point  A,  et 
par  2,1  le  produit  des  segments  formés  par  la  même  sécante , 
mais  comptes  à  partir  de  A,  et  ainsi  des  autres. 
Le  théorème  de  JNew  ton  donne  (t.  IJl ,  p.  510)  : 

1^2  ^  (n       2^3  ^  (2)  _     3^  ^  (3)  ^^,1       ^      jn) 

!,«""(«)'    2,1  ""ri)'     3,2        (2)""/^«— 1  {n  —  \)' 
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multipliant  ces  équations  ensemble  ,  membre  en  membre  , 
on  obtient 

1,2X2,3x3,4x...w,l=1,'iX4,tX3,2x...«,n— IC.Q.F.D. 

Observation.  Carnot  énonce  cette  propriété  seulement  pour 
le  triangle  [Gèom.  de  position,  p.  289) ,  mais  il  est  évident 
que  sa  démonstration  est  applicable  à  un  polygone  quelconque  ^ 
et  l'on  voit  que  ce  théorème  général  est  un  corollaire  immé- 
diat du  théorème  de  Newton.  Les  segments  doivent  toujours 
être  pris  dans  les  sens  analytique  (t.  III,  p.  512,  observ.  1). 

LXYII.Lemme.  Soit  Ay+Bjcj--^Cjc'+Dy^E:c-{-F=0; 
(1)  l'équation  d'une  conique  passant  par  quatre  points  dont 
les  coordonnées  sont  connues  ^  substituant  dans  celte  équation 
successivement  les  valeurs  données  des  coordonnées ,  on  ob- 
tient quatre  équations  du  premier  degré  ;  d'où  l'on  tire 

p,q,  p\q'.-'  sont  des  fonctions  algébriques  connues  des 
coordonnées  des  quatre  points;  ainsi  l'équation (1)  prend  celte 
forme  <p(>a^,:r)  +  F^(-^>r)  =  0  (1),  cp  et  ^!^  sont  des  fonctions  du 
second  degré  à  coefïicients  connus  ;  soient  encore  deux  autres 
coniques  passant  par  les  quatre  mêmes  points  ;  elles  auront 
pour  équation 

^(x, j)  +  F'^x,y)  =  0  ;  (2)  et  ^{x^y)  +  F^JO^y)  =  0  ;  (3) 

on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  X   et  X'  tels  que 

F"=XF  +  X'F';  /+)/=1i  donc  (3)=X(1) -|-X'(2)  =  0  ,  ou 
bien  (t)+  tJ^(2)  =  (3),  telle  est  ia  relation  qui  existe  entre  les 
trois  équations  de  trois  coniques  passant  par  les  quatre 
mômes  points. 

LXVIII.  Involution  de  Desargues. 
Soient 

Ay  +  Hjy  4-  Cy  -t- 13/  -r  K-i-  +  l'^  =0  -, 

Ay  +  B V  +  C V  -{-  D> -t-  Ex  +  F'  =  0  ; 

A'y  +  R'V  I-  C'V +!)';>-  +  E".r  +  F"^  0  ; 
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les  équations  de  trois  coniques  passant  par  les  quatre  mêmes 
points. 
On  a  donc,  d'après  le  lemme  précédent  : 

A"  =  A4-aA';  IV'=B  +  (xB';  C"=C4-(xC',  etc., 

faisant jr=0  dans  les  trois  équations,  il  vient  : 

Cjc'  -{-Ex  +  F  =  C{jc  —  r)  {x  —  s); 
CV  +  E'x  +  F'  =  C'(x  —  r'}  [x  —  s')  ; 
C V  +  E"^  +  F"  =  G\x  -  r")  {X  —  5")  ; 
d'où 

Cr"4- Er"-t- F  +  a(CV'^  +  EV"  4- F')  =  0  , 
C^"  -t-  E5"  +  F  +  [x(C'5"^  4-  E'5"  4-  F')  =  0  , 

éliminant  [i.  et  considérant  queCr"'+Er"+E=C(r"— r)(r"-  s) 
et  ainsi  des  autres  trinômes,  il  vient 

{r''-r)[r"-s)    ^  [r^' -r'){r'^  ~  s^) 

(s"  —  r){s"—s)  {s"—r)[s"-s')    ^'' 

Soient  A, A'  les  points  d'intersection  de  la  première  conique 
avec  l'axe  des  x  \  B,B'  de  la  seconde  conique  ;  C,C'  ceux  de  la 
troisième  conique  avec  le  même  axe.  L'équation  (1  )  interprétée 
géométriquement  donne 

C  A  .  C A' .  CB  .  C'B'  =  CE  .  CB' .  C'A  .  C'A'  (2)  ; 

désignons  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  sous  les  noms  de  premier, 
deuxième  et  troisième  groupe  de;?om/s  conjugués.  Alors  l'é- 
quation M)  peut  s'énoncer  ainsi  ;  le  produit  des  distances  de  C 
aux  points  du  f)remier  groupe,  par  le  produit  des  distances 
de  C  aux  points  du  deuxième  groupe,  est  égal  au  produit  des 
distances  do  C  î«ux  points  du  deuxième  groupe  par  le  pro- 
duit des  distances  de  C  aux  points  du  premier  groupe.  11 
est  évident  qu'cm  peut  les  grouper  dans  tel  ordre  qu'on  veut; 
on  a  donc  encore  ces  deux  équations  : 

lîA  .  BA' .  B'C  .  B'C'=:  BC  .  BC  .  B'A  .  B'A'  (2) , 
AB  .  AB  .  A'C.  A'C'=  A'B.  A'B'.  AC  .  AC  (3)  ; 
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i'une  de  ces  équations  entre  six  points  en  enveloppe  deux 
autres  j  c'est  ce  qui  a  porté  Desargues  à  dire  que  ces  points 
sont  en  involution ,  et  de  là  ,  le  théorème  suivant  qui  porte  le 
nom  de  son  inventeur  : 

Théorème  de  Desargues.  Lorsque  trois  coniques  passent 
parles  quatre  mêmes  points,  une  sécante  les  coupe  en  six 
points  qui  sont  en  involution. 

Observation  I.  Le  ttiéorème  subsiste  même  lorsque  'des 
points  deviennent  imaginaires,  et  pourvu  que  l'on  ait  la 
relation  : 

(3)  ==(!)  + (^(2). 

Observation  IL  En  mullipliant  les  équations  (1),  (2),  (3), 
deux  à  deux,  on  en  déduit  ces  quatre  équations  : 

AB' .  BC  .  CA'  r=  AC  .  CB' .  B A'  (4), 
AB' .  BC  .  C'A'=  AC  .  C'B'.  BA'  (5), 
AB  .  BC.  CA'  =  AC.  CB  .  B'A'(6), 
AB  .  BC  .  CA'  =  AC  .  CB .  B'A' (7), 

qui  expriment  des  relations  entre  trois  segments. 

Observation  IIL  Si  la  sécante  devient  tangente  à  Tune  des 
courbes,  par  exemple  à  la  première  conique  :  alors 

CA=:CA',  CA=:CA',  AB  =  A'B,  AB'=A'B'j 

on  obtient  les  sept  équations  relatives  à  l'involution  des  cinq 
points  A,B,B',C,C';  le  point  A  est  dit  double. 
Observation  IV.  Si  C  est  à  l'infini ,  l'équation  (1)  se  réduit  à 

CA.CA'  =  CB.CB'. 

Alors  le  produit  des  distances  du  point  C  aux  points  du 
groupe  A, A'  est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point 
C  aux  points  du  groupe  B,B'. 

Observation  \ .  On  a  l'identité  : 

C(.r  -  r)  {jc  —  s)  +  p.C(.r  —  /•')  {.v  —  s')  =  C"{x  —  r")  ( ,r—s")  ; 
Ann.  de  Mathém.  IV  36 
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doue 

si  l'origine  O  est  telle  que  l'on  ait  rs=r's',  on  aura  aussi 
rs==r"s"  ;  e'est  ce  point  O  que  M .  Chasles  désigne  sous  le  nom 
i\c  point  central  des  trois  groupes  en  involution^  et  lorsqu'il 
existe  un  tei  point,  les  six  points  sont  en  involution.  (Histoire 
des  méthodes  y  p.  3!  2.) 

Observation\ï.  Si  le  point  O  est  tel  que  l'on  ait  r+s=r'+s\ 
on  aura  aussi  r+sz^r'  +  s''. 

Observation  YII.  11  est  facile  d'étendre  le  théorème  d'in- 

volution  à  trois  lignes  quelconques,  passant  par  m  points  et  dé- 

,  ,            .          .^        m[m  —  1) 
terminées  complètement  par  m  -\-\  pomts.  On  a 

systèmes  d'involution  de  '6m  points.  Tm. 


PROPRIÉTÉ    DU    QUADRILATERE 

situé  dans  le  plan  d'une  conique. 


1.  Définition.  Un  triangle  élunt  situé  dans  le  plan  d'une 
conique  ,  les  trois  droites  conjuguées  aux  trois  côtés  et  pas- 
sant respectivement  par  les  sommets  oppo&és ,  se  rencontrent 
en  un  méiue  point  [Foir  p.  432).  Dans  ce  qui  suit,  nous  dé- 
signons ce  point  sous  le  nom  dQpoint  de  rencontre. 

JI.  Théorème.  Un  quadrilatère  étant  tracé  dans  le  plan 
d'une  conique ,  si  on  prolonge  suffisamment  les  côtés  oppo- 
sés, on  obtient  quatre  triangles.  Dans  chaque  triangle,  il  y  a  un 
point  de  rencontre.  Les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur 
une  même  droite. 

Démonstration.  Soit  RCG'R'  le  quadrilatère  ;  A  le  point 
d'intersection  des  côtés  opposés  BB',  Cd'.  Prenons  ABB'  pour 
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axe  des  x  et  ACC  pour  axe  des  j^.  Soit  AB  =  ^  ;  AB'  =  a  ; 
AC  =  b  ;  AC  =  b'  ;  l'équation  de  la  conique  est  à  six  termes. 
Dans  le  triangle  ABC,  Ton  a  : 

2Ay  -\-ViJc=:ial^  (1),  conjugué  de  AC  passant  parB, 
BjK  -j-  2Cjf  =z  bU  (2) , de  AB C. 

Dans  le  triangle  ABC,  l'on  a  : 

2AjK  +  Bx  =  ^'B  (3) ,  conjugué  de  AC  passant  par  B', 
By  +  2C.r  =  b'il  [k] , de  AB' C 

Soit  M  le  point  d'intersection  des  côtés  opposés  BC  ,  B'C  ; 
on  trouve,  d'après  l'équation  (5)  (t.  I,  p.  495),  dans  le 
triangle  BMB'  : 

b  (2  ^y  4-  Bx)  —  rz  (Br  -{-  2Cx)  =  ba'B  —  2aa'C  (A) , 

équation  de  la  droite  conjuguée  à  BM  et  passant  par  B'; 

b'{2Ay  +  Bx)  —  a'{By  +  2C:r)  ~  b'aB  —  <2aa'C  (B) , 

équation  de   la  droite  conjuguée  à  B'M  et  passant  par  B  ; 
d'où  l'on  tire: 

^^•>'  +  «-  = ±^. K     (5) 

«^  +  .C..  =  "^^''-'-'Hl^-f'^-^'''.        (6) 

a  b  —  au  ^  ' 

Les  droites  (1),  (3),  (5)  sont  parallèles;  de  môme  les 
droites  (2).  (4),  (6). 

Désignant  par/", ,/,,  f\,J\^J\,fe.  les  quantités  toutes  con- 
nues dans  les  six  équations  ;  pour  que  les  trois  points  d'inter- 
section des  droites  (1)  et  (2),  (3)  et  (4),  (5)  et  (6)  soient  sur  une 
même  droite,  on  doit  avoir  la  relation  : 

A/; +./:./; +74/;=/;/;+./:./^ +/../;  (/«irp.  463)  ^ 

or  cette  relation  exist«%  et  les  trois  points  d'intersection  sont 
les  trois  poinbde  rencontre  des  triangles  BAC  ,  BAC,  BIMB'  ; 
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donc  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite;  donc  aussi  les 
quatre  points  de  rencontre  des  quatre  triangles  BAC,  B'AC, 
BMB',  CMC  sont  en  ligne  droite.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Lorsque  la  conique  est  un  cercle  ,  le  point  de 
rencontre  est  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  du 
triangle.  On  a  ainsi  la  solution  de  la  question  101  (p.  370), 
telle  qu'elle  a  été  proposée,  pour  ce  cas  particulier,  par 
M.  Heinen  ( Crelle ,  t.  III,  p.  285,  1828).  Ce  ne  sont  )à  que 
des  vérifications  ,  en  attendant  une  démonstration  directe. 

III.  On  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats  d'une  manière 
plus  simple,  sans  recourir  à  l'équation  de  condition  de  la 
page  463.  Soient  x',  y  les  coordonnées  du  point  d'intersec- 
tion de  (1)  et  de  (2)  ;  J^",y'  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section de  (3)  et  (4)  ;  on  obtient  : 

,       B(^B  — 2aC)  ,       B(aB—2bA) 

J.     —  ;  y     =  ; 

m  m 

„      B(^'B~2^'C)  ,,      B{a'B~2b'A) 

jc't= ■ ;        y  =z . 

m  m 

La  droite  qui  passe  par  ces  deux  points  a  pour  équation  : 

{a— a')  (Bj^-f2Cjr)  -{-{b-b')  (9.Ay-\-Bx)  ==  Eiab'—a'b).     (7) 

On  parvient  à  cette  même  équation  en  soustrayant  membre 
à  membre  î'équalion  (A)  de  (B).  Ainsi  l'intersection  de  (A)  et 
(B)  est  sur  la  droite  donnée  par  l'équation  (7).  C.  Q.  F.  D. 

IV.  Pour  que  la  droite  des  rencontres  devienne  un  dia- 
mètre delà  conique  ,  il  faut  que  l'équation  (7)  soit  satisfaite 

k  k' 

nar  a:  =  —  -,    r  =  —  ;  ^'^nc  on  a  pour  condition  : 
^  mm 

(a'—  ^)  E  -}-  (U—  b)M—B  {ab'^  a'b). 

Y.  aU—  a'b  =  a  {b'—  b)  —  b  {a' —  a)  ;  ainsi  les  points  B  et 
C  restant  fixes ,  si  C  et  B'  se  meuvent  de  manière  que  le  rap- 

pQft  '  =  J-- ,  reste  constant,  la  droite  des  points  de 

^        a  —  a        BB 
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rencontre  reste  ûxe.  On  sait  qu'alors  l'enveloppe  de  la  droite 
mobile  B'C  est  une  parabole  (t.  III ,  p.  183). 

Vï.  Construisant  les  parallélogrammes  CABA',  C'AB'A  ', 
la  droite  qui  passe  par  les  sommets  A',  A"  a  pour  équation  -. 

j'  [a  —  a')  -\-  X  [b' —  b)  =  ab' —  ab  ; 

les  intersections  de  cette  droite  avec  les  axes  donnent  les  va- 

,            ,     a'b  —  ab'         ,     a'b  —  ab' 
leurs  de  — ; et  de  —- — r-- 

a  —  a  b'  —  b 

VU.  Si  la  conique  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  ,  alors  A  =  C=  0  ,  et  l'équation  de 
la  droite  des  points  de  rencontre  devient  : 

jr  (^  —  a')  +  X  {b  —  b')  =  ab'—a'b, 

VIII.  Si  les  axes  sont  conjugués,  B=  0  ;  dans  ce  cas,  la 
droite  de  rencontre  passe  par  l'origine  ;  elle  y  passe  encore 
lorsque  BC  est  parallèle  à  B'C  et  que  le  quadrilatère  devient 
un  trapèze  j  car  on  a  ab' —  a'b  =  0. 

IX.  11  existe  une  démonstration  géométrique  du  théorème, 
fondée  sur  les  propriétés  de  l'hexagone  à  côtés  opposés  pa- 
rallèles. (Crelle,  t.  V,  p.  163  ,  1830,  par  Aubert.)     Tm. 


SUR  UNE  CERTAINE  DECOMPOSITION 

d'expressions  fractionnaires  contenant  plusieurs  variables. 

D'après  M.  Jacobi.  (  Crelle,  t.  Y,  p.  344.  1830.  ) 


Nous  allons  donner  une  idée  succincte  de  cet  exercice  al- 
gébrique {exercitatio  a/gehraica)  que  l'illustre  analyste  a 
écrit  en  latin. 
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ah' —  db 
I.  Soit ,    ■   ^ ,,, — ; — 7—    une  f'raclion  algébrique  ; 

[ax  +  by)  (by-^-ax) 

ab'—  a'b 
qu'on  développe  — ,      suivant  les  puissances   décrois- 

ax  -)-  by 

santés  de  a  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  Jt  ;  et  ensuite 

1 

-77 ~-  suivant  les  puissances  décroissantes  de  b^  ou  de>, 

by  -f-  dx 

et  qu'on  multiplie  les  deux  produits,  on  obtient  trois  sortes  de 
termes  :  1"  les  exposants  de  x  et  de  y  sont  négatifs  simulta- 
nément ;  '■1°  l'exposant  de  x  est  négatif  et  celui  de  y  positif  ; 
3*^  celui  de  x  est  positif  et  celui  de  jr  négatif.  Il  n'y  a  aucun 
terme  où  x  et  jr  soient  positifs  simultanément  :  or,  on  peut 
décomposer  celte  fraction  on  trois  a^itres  telles  que  chacune, 
étant  développée  de  la  même  manièr3  que  la  fraction  propo- 
sée ,  donne  respectivement  les  trois  sortes  de  termes  et  avec 
des  coelTicients  finis  ;  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi  la  somma- 
tion de  séries  infinies.  £n  effet,  Ton  a  les  identités  : 

ab'—ab  ai  a'  i 


[ax  +  by)  {b'y  -\-  a'x)       y  '  ax  -\- by       y  '  b'y  +  a'x' 
ai  i  i  b 

-•■      ,  ;   = . — ;r-r-5  W 

y    ax-f-  by       xy       x    ax  -j-  by 
d'où 

ab'—a'b  11  b  i .  a' 


(ax  -\-  by)  [b'y  +  a'x)       xy      x   ax  -\-by      y    b'y -{-  a'x 

Ce  sont  là  les  trois  fractions  ;  dcsi^^nanl  la  première  par  L, 
la  seconde  par  L,,  et  la  troisième  par  L^ ,  si  on  développe 
chacune  suivant  les  puissances  décroissantes  de  a  et  b',  L 
donne  les  ttTmcs  de  la  première  espèce,  L,  de  la  seconde,  et 
L,  de  la  troisième  espèce. 

ab' —  a'b  ,        ^    , 

II.  Soit —, —77 — \ — ; r  ou  ^  et  /  sont  dos 

[ax  -\-  by  —  0  [by  4-  a  x  —  L  ) 

constantes. 
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Soient/?  et  q  les  valeurs  de  x  etjr,  qui  annulent  les  fac- 
teurs du  dénominateur  ;  de  sorte  qu'on  a  : 

yt  _  it!  at!  —  a!t 

^  ^  aU-  a'b  '       '^  ^  ab'—a'b  ' 

remplaçant  x  ei  y  dans  les  trois  fractions,  par  x  —  p  et 
j  —  q  y  il  vient  : 

ah'— a'b  ab'—a'b 


L  = 


iab'—  a'b)  x  —  b't-\-  bl'  '  [a'b  —  ab')y  —  at'-{-  a't 
ab'—a'b  b 


j 

{ab'—  a'b)  x  —  b't  -\- bt' '  ax -[- by  —  t' 

ab' —  a'b  a 

'  ~  ~~  [ab'—a'b)y  —  at:-^a't  '  b'y -\- a'x-^t'  ' 

ab'—a'b  ,    ,    X     .    , 

et —. TTi-T-J—i 7^  =  L  +  L.  +  L,.       (2) 

[ax  -{- by  —  t)  \b  y -\-  a'x  —  t) 

Développant  l'équation  (2)  d'après  les  puissances  décrois- 
santes do  a  eî  //,  le  premier  mem^re  donne  les  trois  sortes  de 
termes  avec  des  coefficients  en  séries  infinies  ;  le  second 
membre  donne ,  savoir  V  L  les  termes  où  les  exposants  do 
X  Qij  sont  négatifs  ;  2**  L,  ceux  où  x  a  un  exposant  négatif 
et  y  positif;  3°  L,  ceux  où  l'exposant  de  x  est  positif  et  colni 
de^  négatif,  et  avec  des  coefficients  en  nombre  fini  de  termes. 

L'auîeur  étend  ces  théorèmes  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs  linéaires  élevés  à  des  puissances  quelconques,  et 
s'appuie  sur  les  propriétés  de  la  déterminante^  nom  qu'on  a 
donné  à  la  fonction  cramérienne  ou  au  dénominateur  des 
inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré,  qui  occupe 
une  place  si  importante  dans  toutes  les  branches  de  l'analyse, 
et  qu'en  France  aucun  élève  ,  même  parmi  les  plus  forts,  ne 
sait  former  :  on  ne  l'enseigne  pas.  Les  fonctions  génératrices 
de  Laplace  mènent  aussi  aux  résultats  obtenus  dans  ce  mé- 
moire, si  digne,  comme  tout  ce  qui  vient  de  celte  source  , 
d'être  bien  médilé. 
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THÉORÈMES  POSTHUMES  D'ABEL. 

(  Crelie,  t.  V,p.  336.  ) 


I. 

Si  uoe  équation  du  cinquième  degré,  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  rationnels ,  est  résoluble  algébriquement  ^ 
ses  racines  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 

x  =  c  -\-  Aa'afaja,'  -\-  h,  .  a^" a^ a^ a    + 
+  A, .  a^'a^^aa^'  -\-  A3  .  a^" a  a^^ a^\ 

^  =  m  +  7.  (1  +  e^)  '  +  b'\\\^  e-A-  (î  -\-ey  \  ^ , 
^.=  m-/.(1+e-f +  //^Ll  +  ^-(l+^^)  J. 

a3  =  m-7z(l  +  er-^ll+e'+(l  +  0~J^ 

K=k  +  kUi,-\-k"a+k"'a^a;  A,=  k-^  kUi.  +  k"  a,  +  k"'a,a,. 

Les  quantités  c  ^  b ,  e ^  m  ^  n  ^  k ^  k',  k'\  k'"  sont  des  nom 
bres  rationnels. 

Toutefois  l'équation  a.-^ -\-ax-{-  b=  0  ne  peut  se  résoudre 
de  cette  manière,  lorsque  a  ci  b  sont  des  quantités  quel- 
conques. 

•<  J'ai  des  théorèmes  analogues  pour  les  équations  des  7% 
11%  13%  etc.  degrés.  »  Frejberg  (dans  le  IJartz),  14  mars 
1826  (traduit  de  l'allemand ), 
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II- 

Soient  x,^jc^^x\ jc^  des  quantités  inconnues  quel- 
conques et   (f{x^^x^ xj  une  fonction  entière  de  ces 

quantités  du  degré  m,  m  étant  un  nombre  premier  quel- 
conque :  si  Ton  suppose  entre  j^',^  J^\ ^„  les  n  équations 

suivantes  : 

(p(jr,,  X, ....  Jfj  =  0;   cp(x,,  jf3 x\,  a:,)  =  0  , 

?(-^3,-^4 ^ni  Jc^,a:J=zOi  (p(x^,x, ,  j:, x„_,)=0  , 

on  en  pourra  généralement  éliminer  ?i  —  1  quantités,  et  une 
quelconque  x-  sera  déterminée  à  l'aide  d'une  équation  du 
degré  ni".  Il  est  clair  que  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion sera  divisible  par  «^  (x,x  ,  jt jc)  qui  est  du  degré  m. 

On  aura  donc  une  équation  en  jc  du  degré  m" —  m. 
Cela  posé ,  je  dis  que  cette  équation  sera  décomposable  en 

équations ,  chacune  du  degré  /i  et  dont  les  coeffi- 
cients seront  déterminés  à  l'aide  d'une  équation  du  degré 

n 

m  —  m 


-.  En  supposant  connues  les  racines  de  cette  équa- 
tion ,  les  équations  du  degré  /^  seront  résolubles  algébrique- 
ment. 

Par  exemple ,  si  l'on  suppose  «  =:  2 ,  a;/  =  3  ,  on  aura  une 
équation  en  x  du  degré  3' — 3  =  6.  Cette  équation  du  sixième 
degré  sera  résoluble  algébriquement ,  car,  en  vertu  du  tliéo- 
rèmc  ,  on  pourra  la  décomposer  en  trois  équations  du  second 
degré. 

Pareillement ,  si  l'on  cherche  les  valeurs  inégales  de  a-, , 
x^ ,  ^3  propres  à  satisfaire  aux  équations 

__  <z  +  bx^-\-  cx^  rt  4-  bx.^^  cx^  a-V  bx., + cx^' 

on  aura,  pour  déterminer  j:,  ,  x^^x^  une  équation  du  sixième 
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degré ,  mais  décomposablc  en  deux  équations  du  troisième 
degré,  les  coefficients  de  ces  équations  étant  déterminés  par 
une  équation  du  second  degré. 

ill. 

Si  trois  racines  d  une  équation  quelconque  irréductible  , 
dont  le  degré  est  un  nombre  premier,  sont  liées  entre  elles 
de  sorte  que  l'une  de  ces  racines  peut  être  exprimée  ration- 
nellement par  les  deux  autres,  l'équation  en  question  sera 
toujours  résoluble  à  l'aide  de  radiciux. 

ÏV. 

Si  deux  racines  d'une  équslion  irréductible ,  dont  le  degré 
est  un  nombre  pre2:iier,  oal  enlre  elles  un  rapport  tel ,  qu'on 
peut  exprimer  une  des  deux  racines  rationnellement  par 
l'autre,  celte  équation  sera  tcujoi^rs  résoluble  à  l'aide  de 
radicaux. 

(  Les  trois  derniers  théorèmes  sont  en  français  et  datés  de 
Christiania ,  îs  18  octobre  1828.) 

V. 

Une  propriété  générale  de  toutes  les  fonctions  dont  la  dif- 
férentielle est  algébrique  coiîsiste  en  ce  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  ces  fonctions  peut  s'exprimer  par  un 
nombre  déterminé  des  mêmes  fonctions  ,  savoir  : 

<F  W  +  ?  (^"J  +  ?  (-^3)  + +  ?  (^i^)  = 

=  V  -  h  W  +  ?  (^J  -f 'P  (23)  + +  ?  WJ- 

jc^^x\ x^  sont  des  quantités  quelconques  ;  z, ,  ^, ,  7,^  sont 

des  fonctions  algébriques  de  ces  quantités  ,  et  v  est  une  fonc- 
tion algébro-logarithmiquc  ;  n  est  un  nombre  déterminé  dé- 
pendant do  [j.  ;  par  exemple,  si  <p  est  une  fonction  algébrique, 
alors ,  comme  l'on  sait ,  nr=i\.  (  Voir  Legendre,  Théorie  des 
fonctions  elliptiques.) 

Mais  lorsque  la  fonction  n'est  pas  elliptique ,  on  n'en  con- 
naît aucune  propriété. 


—  539  — 

Je  transcris  le  cas  suivant ,  comme  un  des  plus  remar- 
quables : 

(a  -|-  pjc)  dx 


Si  (i^x  = 


C 


^x^  +  a^x^  -j-  a^x'^  +  a^x^  -\-  a^x^)  ' 
alors    ?(^J+TW  +  ?(^3)=C-[<p(r.)  +  ?(rJ],    (1) 

où  X,,  x\^  X3  sont  trois  grandeurs  variables  arbitraires,  C 
une  constante ,  et  j^, ,  y^  les  deux  racines  de  l'équation  : 

Les  quantités  c ,  c,,  c,  sont  déterminées  par  ces  trois  équa- 
tions linéaires  : 

C  -\-  c^x^-\-c^x^^-{-  x,"^  =  (<2  -f-  a^x^-\-  a^x^-\-a^x'^-\- ....  afpc^)  ' . 

On  obtient  les  deux  autres  équations  en  changeant  succes- 
sivement x^  en  x^  et  en  .^3. 

Toute  la  théorie  de  îa  fonction  cp  (.r)  est  donnée  par  l'équa- 
tion (1) ,  parce  qu'on  peut  démontrer  que  la  propriété  qu'elle 
exprime  détermine  compLViement  cette  fonction.  (  Paris  ,  le 
9  août  1826)  (traduit  de  l'allemand). 

VI. 

Lorsqu'on  construit  îa  courbe  AMBN  dont  l'équation  est 

z  =  V/cos2(p  ou  s  =  xVM  et  <p  =  <;  31 AB ,  alors  l'arc  AM 
de    cette  courbe    est   donné    par   Texpression    suivante   : 

dépend  ainsi  des  fonctions  elliptiques. 


Ç      dx  , , 

A    , ,  et  dcj 

}{/i-x^^ 


J'ai  trouvé  qu'on  peut  toujours  diviser  le  périmètre  de  la 
courbe  géométriquement  (par  la  règle  et  le  compas)  on  n 
parties  égales ,  lorsque  n  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
2"*+  1  ou  lorsqu'on  a 
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(     (A) 
^t  =  2P(2*»  +  l)(2^''+l)(2»»"4-1)  (2»»    +1 

ou  2»^+l,  2"»'4-letc. 

sont  des  nombres  premiers. 

Ce  théorème  est  le  même  que  celui  de  Gauss  pour  le  cercle. 
J'ai  été  amené  à  ce  théorème  par  ma  théorie  des  équations 
combinée  avec  la  théorie  des  nombres.  J'ai  lieu  de  croire  que 
Gauss  y  est  aussi  parvenu. 

Paris ,  4  décembre  1826  (  traduit  de  l'allemand  ). 

Note.  Il  s'agit  ici  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  ;  l'hyper- 
bole équilatère  est,  parmi  les  hyperboles ,  ce  que  le  cercle 
est  parmi  les  ellipses  ;  la  circonférence  est  une  lemniscate  à 
elle-même  -,  de  sorte  que  les  deux  lemniscates  ,  circulaire  et 
hyperbolique,  jouissent  de  la  même  propriété.  Il  serait  fort 
intéressant  de  connaître  les  propriétés  de  lemniscates  prove- 
nant des  courbes  données  par  l'équation  jr"*±:x'"  =  <2"*, 
M.  Serre t ,  dans  un  mémoire  extrêmement  remarquable, 
en  généralisant  une  certaine  propriété,  non  encore  signalée, 
de  la  lemniscate ,  vient  de  trouver  une  foule  de  courbes  algé- 
briques, dont  la  muîtiseclion  peut  s'opérer  algébriquement. 
(Liou ville,  X,  p.  257,  1845.  )  Tm. 

yiï. 

J'ai  trouvé  la  somme  de  la  série  suivante  : 

/Z  Cl  Cl 

sin  <p  .  — ; 1-  sin  3'^  — ; — -  +  sin  5cp -,  +  .  . . . 

{aei(f  sont  des  quantités  réelles  quelconques)  et  d'autres 
séries  analogues.  On  peut  l'exprimer  en  fonctions  elliptiques. 

Christiania  ,  1 5  novembre  1 827  (  en  allemand  ) . 

Il  y  a  encore  plusieurs  théorèmes  très-intéressants  sur  les 
fonctions  elliptiques,  en  français  ;  mais  tous  ces  théorèmes 
sont  malheureusement  énoncés  sans  démonstration. 
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THEOREMES 


Sur  les  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  ou  inscrites  ; 
de  même  à  un  triangle-^  théorème  de  M.  Steiner. 

(  Suite,  V.  p.  491.  ) 


L.  [Fig.  5i).  A'  désignant  Taire  de  l'ellipse  circonscrite  au 
triangle  ABC ,  on  a 

A  = r.  sin  77T  —  - — ' — — — — .  sin  7 .  7t 

m^         '  {2u—q)(2t^p){2pu-{-'2qt~pq)  ' 

(t.  IX,  p.  265)  ;  soient  a, (3, 7,  les  perpendiculaires  abaissées 
du  point  {t^u)  sur  les  trois  côtes  B'C,  A'C,  A'B'  du  triangle 
A'B'C  et  a',pV/,  i^s  trois  perpendiculaires  abaissées  du  ménae 
point  sur  les  trois  côtés,  BC,AC,  AB  du  triangle  ABC. 

On  a 

{2u^q){;lt^p){^pa-{-2qt- pq)  =  i^^  (p.  490); 

Sin  Y 

or,  p'rrr^  siny ,  7  =  zf  sinv  ,  et  7^7'+  ^yP'+  rc^=^pq  siny ,  ou  r 
est  la  longueur  du  côté  BC  ;  d'où 

a!=,lLl L LL L^  et  r=2Rsin7; 

r 

substituant  les  valeurs  dans  A'',  on  obtient 

expression  élégante  qu'on  doit  à  M.  Steiner. 

CoROLLAinR  J.  On  a  AA'=27T'Ra',''''7' j  désignons  par  A,,  A/, 
les  aires  des  ellipses  inscrites  et  circonscrites  au  triangle  A'B'C 
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cl  ayant  toujours  même  cenirc  (/,a).  11  devient  —,  et  a',13',7' 
se  changent  en  a, fi, 7  ;  donc 

Corollaire  II.  Par  les  sommets  A,B, C,  concevons  des 
droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  BC,  AC,  AB  du 
triangle  ABC  ;  on  aura  un  nouveau  triangle  DEF,  dans  le- 
quel ,  si  nous  inscrivons  du  mt^'me  centre  (/,«)  une  ellipse 
dont  l'aire  soit  A, ,  on  aura ,  d'après  le  corollaire  précèdent 

A;  =  4AA'; 

mais  d'après  le  théorème  d'Euler,  lorsqu'un  triangle  est  à  la 
fois  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  co- 
nique, il  y  a  une  infinité  d'autres  triangles  à  chacun  des- 
quels, les  mêmes  coniques  sont ,  l'une  inscrite  et  l'autre  cir- 
conscrite ;  à  chacun  de  ces  triangles  correspond  un  triangle 
DEF  ;  ainsi  les  ellipses  inscrites  dans  ces  derniers  triangles 
et  du  même  centre  ont  toutes  la  même  aire. 

Ces  deux  beaux  corollaires  sont  aussi  de  M.  Steiner. 

LI.  (Fig.  51.)  Théorème.  Parmi  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  un  triangle  ABC  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite 
donnée ,  il  y  en  a  deux  dont  le  produit  des  axes  principaux 
est  un  maximum.  Le  point  I  de  moyenne  distance  des  centres 
E  et  E'  de  ces  deux  coniques  est  le  même  que  le  centre  de 
moyenne  dislance  des  trois  points  d'intersection  de  la  droite 
fixe  avec  les  trois  côtés  A'B',  B'C,  C'A'  du  triangle  A'B'C, 
passant  par  les  milieux  A',B',C'  des  côtés  BC,AC,AB;  dé- 
signant ces  trois  points  respectivement  par  c^a,b^  on  a 

IF  =  lE'^  =  -  {\d'+  W  +  le'). 
6  '  ' 

Démonstration.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  inscrite 
au  triangle  ABC  et  dont  le  produit  des  axes  principaux  est 
donné,  est  représenté  par  l'équation 
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{2u—q)i2t—p){2pu  +  2qt~pq)  =  c    (v.  p.  491)  ;      (1) 

les  t^u  se  comptent  sur  les  côtés  AB,  AC  de  sorte  que 

2u  —  q  =  0,  2t~p  =  0,    2pii-\~2qt—pq=i0 

sont  les  équations  des  côtés  A'C,  A'B',B'C'  du  triangle  A'B'C  ; 
faisons 7?  =  2/?',  q=2q\  et  changeant  de  coordonnées,  on  a 
en  général 

t=:a-\-bx-\-cj,  u:=^  a' -\- b' X -\- c'y  \ 

prenant  la  droite  fixe  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  E 
et  E',  pour  axe  des  .r,  et  pour  origine  le  point  a,  ou  cette 
droite  coupe  lecôtéB'C'j  soient  x\x"  les  abscisses  des  points 
b\c'  d'intersection  de  celte  même  droite  avec  les  côtés 
A'C',A'|j',  de  sorte  qu'on  a 

p'a-\-q'a—p^q'  =  0{2); 
les  équations  des  côtés  A'C',A'B'  deviennent 

a!  -[-  yjc  -{-c'y  —  ^'  =  0 ,  a-]-bx  -\-cy  — p'  =  0  ; 
faisant  jk  =  0 ,  on  a 


.'       j 


.      q  —  a'        ,,       p  — a  ,    ,,       ,    „       aa 

Substituant  dans  l'équation  (1),  à  la  place  de  u  et  t  leurs  va- 
leurs, on  a  l'équation  du  lieu  rapporté  aux  nouveaux  axesj 
le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  doit  devenir  un 
maximum  lorsque  j>^  =  0  ;  il  suflit  de  substituer  a-\-bxpour  t 
et  a  -\-b'x  pour  a,  et  on  obtient  pour  ce  premier  membre  : 

{a-\-b'x  —  q')(a  +  bx—p)[x{b'p'-\-bq')-{-p'a'-\-q-a—p'q'], 

il  suflit  donc  de  rendre  au  maximum  le  produit 

x{a  -\-  bx  — p'){^^'  +  ^'-t'  —  q')  = 

=  bb'x^—  x^biq'--  a)  -f- b'{p'^ a)]  +  aa'x  = 

=  bb'[x^—  x\x'-{-x")+xx'x"-, 

pour  que  ce  produit  soit  au  maximum  Ton  doit  avoir  : 

Xr'  —  2x{x'+  x")  +  x'x"  =  0  j 


—  hhk  — 
d'où 

a:=z^{x'+\r")±:-\/jc"-'x'jc"  +  x''\ 
o  o 

Telles  sent  les  abscisses  cherchées  des  centres  E  et  E';  le 

1 

point  I,  milieu  de  EE'  a  pour  abscisse  -  (j:' -f- x') ,  qui  est 

o 

aussi  le  point  de  moyenne  distance  des  trois  points  ût,^,c; 
on  a 

9  I         ^  ' 


or 


donc 


donc 


la  =  ^-(x'  +  jc"),    Jb=Ia  —  x'; 


1  1 

16  =    ir"  —  ^x') ,   de  même  le  =  -  ix^  —  2x")  : 
3    .  '  3 


IE'=*  (I^^  +  I^'  +  Ic').   C.Q.F.D. 

Observation.  Supposons  que  le  centre  parcoure  la  droite 
flxe  dans  la  direction  abc  et  qu'il  vienne  de  l'infini  -,  à  ce 
point  de  départ,  la  conique  est  une  parabole  et  le  produit  des 
axes  principaux  est  infini  -,  tant  que  le  centre  reste  dans 
le  triangle  formé  par  les  prolongements  de  A'B',  A'C,  la  co- 
nique est  une  hyperbole ,  et  le  produit  des  axes  va  sans  cesse 
en  diminuant;  parvenu  en  a  sur  B'C,  le  produit  est  nul  j 
pénétrant  dans  l'intérieur  du  triangle,  la  conique  devient  une 
ellipse  ;  arrivé  en  b  sur  A'C,  ce  produit  est  derechef  nul  ; 
ainsi  entre  <^  cl  /^,  il  y  a  un  produit  maximum ,  répondant  à 
une  ellipse  ;  tant  que  le  centre  resi e  dans  l'angle  formé  par  C'A' 
et  le  prolongement  de  B'A',  laconique  est  une  hyperbole  et  en 
c  sur  A'B'  lo  produit  est  une  lroisi<kne  fois  nul  ;  donc  entre  b 
et  c  il  y  a  un  produit  maximum  répondant  à  une  hyperbole  ; 
le  centre  entrant  dans  l'angle  opposé  à  C'A'B',  la  conique 
devient  et  reste  constamment  une  ellipse  ;  le  produit  des  axes 
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va  sans  cesse  croissant, et  à  l'intini ,  l'ellipse  devenani  une  pa- 
rabole ,  le  produit  des  axes  est  encore  infini. 
Faisant 

jr' -{- x' —  z  ,   x'jc'^zv\    - — —[b'p'-{-bq')  =  d-^ 

4  •  Ai 

on  aura  pour  le  produil  des  carrés  des  demi-axes  principaux , 
correspondant  au  maximum  ,  l'expression 

LU.  Théorème.  Parmi  toutes  les  coniques  inscr;tes  à  un 
quadrilatère,  il  y  en  a  deux  dont  le  produit  des  axes  princi- 
paux est  un  maximum  ;  les  centres  sont  sur  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales  et  leurs  positions  sont  déter- 
minées par  le  Ihéorèioe  précédent. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Newton  sur  les  coniques  inscrites  aux  quadrilatères 
et  du  théorème  précédent. 

Observation.  Ce  théorème  important  qui  donne  la  solution 
d'un  problème  qui  a  résisté  aux  etîorts  d'un  Euler  et  d'un 
Gauss  est  une  des  plus  belles  inventions  de  M .  Steiner,  qui  a 
énoncé  le  théorème  précédent ,  sans  démonstration. 

Corollaire.  Dans  le  quadrilatère,  on  peut  choisir  trois  côtés 
quelconques  ;  il  y  a  donc  quatre  moyens  de  construction  qui 
doivent  auirner  au  même  résultat  ;  ce  qui  donne  de  nouvelles 
j.ropriélés  géomélriques  du  quadrilatère,  JNousrenKuquerons, 
par  occasion,  que  le  théorème  de  Newton  <<oiine  cette  belle 
propriété  du  pcntaj^one.  Si  Ton  en  supprime  un  côlé  quel 
conque,  il  resie  un  quadrilatère  ;  qu'on  mène  la  transversale, 
passaiitparlesmilieux  desdia{,^onalcsdu  quadrilatère^  les  cinq 
Iransvcrsaîes  qu'on  obtient  de  cotte  manière  passent  par  le 
même  poini  ,  qui  n'est  autre  que  le  centre  de  la  conique  in- 
scrite au  penlajçone.  Nous  recoinuiandons ,  comme  utile 
exercice  ,  de  démontrer  cette  propriété,  directement.     Tm. 

Ann.  t)F,  Matiilm.  IV.  Oi 
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JMOGRAPHIE. 

(Extrait  de  la  Biographie  universelle,  t.  LXXI ,    p.   «75,   1842  (article  de 

M.Parisot).(*) 


Legendre  (  Adrien-Marie  ) , 

Né  à  Toulouse  en  i  752  (**)^  envoyé  de  bonne  heure  à  Paris, 
il  termina  au  collège  Mazarin  ses  ctudes  classiques,  et  il  lui 
resta  toujours  un  goût  prononcé  pour  la  littérature  des  an- 
ciens ;  et  une  rare  vénération  pour  leur  génie  scientifique. 
Mais  il  se  livra  avec  prédilection  à  l'étude  spéciale  des  ma- 
thématiques ,  sous  la  direction  de  l'abbé  Marie,  célèbre  pro- 
fesseur (***)  ;  vers  1775,  il  obtint,  à  la  recommandation  de 
d'Alembert,  une  chaire  de  mathématiques  à  l'école  militaire 
de  Paris  :  Euler  devint  l'objet  de  ses  méditations  assidues, 
et  l'on  peut  dire  qu  il  savait  par  cœur  les  ouvrages  de 
cet  analyste  sans  égal.  En  1 783 ,  il  devint  membre  de  l'Aca- 
démie des  sciences,  et  en  1787  il  fut  chargé,  conjointement 
avecMéchain  et  Gassiui ,  de  procéder  ,  pour  la  France,  à  la 
réunion  trigouoméirique  des  observatoires  de  Paris  et  de 
Greenwich  ;  en  1795,  il  fut  nommé  membre  de  l'agence 
temporaire  des  poids  et  mesures  ,  et  y  resta  jusqu'en  1805  , 
où  cette  agence  fut  réunie  au  ministère  de  l'intérieur.  Lors 
de  la  création  de  l'Université  ,  il  fut  nommé  conseiller  hono- 
raire à  vie ,  et  membre  de  la  commission  d'instruction  pu- 


(')  Sous-chef  à  la  section  histori(|ue  des  archives  de  la  nnarine,  mort  en  no- 
vembre 1840  ,  àgc  de  cin(|uante-sept  ans. 

(**)  Un  homme  digne  de  foi ,  géomètre  dislingue,  m'a  assuré  que  cette  nais- 
sance présente  des  circonstances  analogues  à  celle  de  d'Alembert.         Tm. 

('")  Marie  (  Joseph-François),  ne  à  Rhodez ,  le  25  novembre  1738,  successeur 
de  Lacaille  au  collège  Mazarin  ,  auteur  d'une  bonne  Mécanique  ,  mort  à  Varso- 
vie le  2')  janvier  I80i. 
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blique.  Déjà  ,  ii  élail  membre  du  bureau  des  longitudes,  et 
examinateur  de  sortie  à  l'École  polytechnique  La  restaura- 
lion  ne  lui  laissa  que  ces  deux  dernières  places.  «  Du  reste , 
Legendre  était  très-peu  ambitieux,  et  trouvait  satisfaisante 
une  position  de  fortune  peut-être  un  peu  au-dessous  de  son 
mérite.  »  Une  survécut  pas  longtemps  à  la  dernière  révision 
de  ses  immenses  travaux  ;  il  mourut  le  10  janvier  1833. 

Liste  de  ses  ouvrages. 

I.  Eléments  de  géométrie ^  Paris,  1794  ,  in-8,  douzième  édi- 
tion, 1823,  et  depuis  un  très-grand  nombre  de  tirages^  les 
premières  éditions  ne  comprennent  pas  la  trigonométrie. 
Voici  comment  M.  Parisot  s'exprime  sur  cet  ouvrage  en 
deux  endroits  différents  :  «  Ce  dernier  ouvrage ,  bien  quil 
n'ait  jamais  été  un  litre  pour  un  mathématicien  tel  que 
Legendre,  doit  pourtant  être  nommé  ici ,  parce  qu'il  contri- 
bua certainement  plus  que  tout  le  reste  à  populariser  son 
nom  en  France ,  et  aussi ,  peut-être ,  afin  de  rappeler  aux 
savanis  d'ordre  supérieur  que  véritablement  il  ne  faut  pas 
toujours  dédaigner  de  descendre  à  ce  qu'on  appelle  des  ou- 
vrages de  compilation  :  par  eux  aussi  on  peut  rendre  des 
services  éminenls  ,  on  peut  joindre  à  la  gloire  des  droits  la 
gloire  des  faits.  D'ailleurs  il  n'est  pas  donné  à  tous  de  dispo- 
ser avec  méthode,  d'exposer  avec  élégance  les  premiers 
principes,  qu'on  trouve  si  simples  quand  on  sait,  et  qui  res- 
tent rebutants  ou  incompris  pour  presque  tous  ceux  qui 
commencent ,  •»  p.  177  ,  et  plus  loin  ,  p.  178  ,  179  •  «  Comme 
il  n'est  personne  qui  n'ait  vu,  nous  dirions  presque  qui  n'ait 
étudié  cet  ouvrage,  qui  fut  classique  dès  l'origine,  il  serait 
supertlu  d'en  {jarler.  D'ailleurs  il  est  tout  à  fait  élémentaire, 
et  quelque  élégantes  que  puissent  être  sa  disposition ,  sa 
rédaction,  pour  un  homme  tel  que  Legendre,  ce  n'est  point 
là  un  titre.  11  faut  dire  aussi  que,  trop  préoccupé  d'I'lucliih', 
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et  cédant  à  son  insu  à  une  manie  rrcqucnle  alors,  de  prendre 
ies  manières  des  Grecs  el  des  Uomains  (*) ,  Legendre  eut 
tort  de  garder  l'ancienne  et  vicieuse  définition  de  l'angle, 
el  de  ne  pas  adopter  la  Ihéorie  des  parallèles  de  Bertrand. 
Du  reste  il  a  été  vt;i  ilablemenl  neuf  dans  une  partie  de  son 
volume  :  c'est  en  considérant  pour  la  première  fois  l'égalité 
par  symétrie  des  aires  courbes  et  des  volumes.  Quelques 
belles  propositions  de  M.  Gauchy  l'aidèrent  à  la  détermina- 
lion  rigoureuse  de  cette  égalilé.  Les  Eléments  de  Legendre 
ont  élé  traduits  dans  les  principales  langues  de  l'Europe 
Ils  l'ont  même  été  en  arabe  ,  à  l'usage  des  écoles  créées  par 
le  pacha  d'Egypte ,  el  nos  anciens  maîtres  d'algèbre  sont 
venus  apprendre  de  nous  leur  géométrie  oubliée.  En  France 
même,  la  vogue  des  Eléments  de  géométrie  est  un  peu  passée 
à  présent  ;  des  géométries  élémentaires  jp/ws  hautes,  parce 
qu'en  général  on  a  plus  l'habitude  d»^  Vatmospkère  mathéma- 
tique ,  ont  pris  la  première  place.  D  ailleurs,  au  temps  même 
de  la  splendeur  de  Legeridrc,  le  Bezoul  de  Reynaud  et  la 
géométrie  étaient  encore  plus  usuels  que  ses  Eléments.  La 
différence  de  prix  n'en  était  pas  la  seule  cause»  Nous  croyons 
devoir  consigner  ici  quelques  observations.  L'auteur  de  l'ar- 
ticle nous  apprend  lui-même  qu'il  a  puisé  dans  une  notice 
qu'on  doit  à  M.  Maurice  de  Genève,  un  des  plus  savants 
disciples  de  l'illustre  compatriote  de  Fermât.  En  effet ,  on  lit 
dans  celte  notice,  que  M.  Parisot  reproduit  presque  littéra- 
lement :  «(  On  peut  pourtant  regretter  que  dans  le  corps 
même  de  son  livre  ,  M.  Legendre  ait  tenu  à  (onserver  l'an- 
tique et  vicieuse  définition  de  l'angle  donnée  par  Euclide  ;  et 
qu'en  n'adoplant  pas,  comme  on  commence  partout  aie 
faire,  celle  qu'on  doit  à  Bertrand  ,  il  ail  laissé  imparfaite  la 


1 


(')Celto  manie  vaut  au  moins  celle  qui  est  si  fréquente  aujourd'hui  de  prendre 
\es  manières  des  barbares  du  moyen  âge.  Tm. 


I 
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théorie  des  parallèles  par  les  simples  élémenls.  »  (  Bibl.univ. 
de  Genève,  secl.  Sciences,  t.  LU ,  p.  65.  1833.)  Or,  quelle 
est  la  déOnilion  d'Euclide?  «  Un  angle  pian  est  l'inclinaison 
de  deux  droites,  qui  se  renconîrent  sans  former  une  seule 
ligne  droite.  »  C'est  la  huilième  définitiorî  du  premier  livre. 
Loin  d'être  vicieuse  ^  celle  déflnitionest  l'ex}  ression  claire  de 
la  notion  intime  que  nous  avons  de  l'angle  Car,  selon  une 
observation  de  Kanl,  consignée  dans  la  crilique  delà  raison 
pure ,  l'idée  du  mouvement  est  antérieure  dans  l'intelligence 
à  celle  de  1  espace.  En  effet ,  pour  nous  représenter  une  ligne  , 
le  rayon  visuel  la  décrit,  soit  en  réalité,  soit  mentalement , 
en  se  mouvant  d'une  extréiïjité  à  l'autre  extrémité  de  la  ligne. 
Le  sentiment  intime  et  indéfinissable  de  la  direction  ,  insépa- 
rable de  l'idée  du  mouvement,  est  figurée  extérieurement 
par  la  droite,  Toi  me  indéfinissable,  parce  qu'on  ne  définit  pas 
des  notions  premières ,  de  même  qu'on  ne  démontre  pas  les 
principes  premiers  ^  car,  pour  ces  définitions,  pour  ces  dé- 
monstrations, il  faudrait  employer  des  mots,  s'appuyer  sur 
des  principes  antérieurs  aux  mots  et  aux  priiicipes  premiers , 
entreprise  absurde  ;  l'identité  de  direction,  jointe  à  la  difté- 
rence  de  position  ,  constitue  le  parallélisme  et  est  aussi  une 
notion  première  qu'Euclide  a  placée  avec  raison  ,  et  avec  sa 
bonne  foi  ordinaire,  parmi  les  axiomes  \  axiome  qui  se  résume 
dans  cet  énoncé  :  par  le  mémo  point  ne  passe  qu'une  droite 
ayant  même  direction  qu'une  autre  droite  ;  ou  autrement ,  par 
le  même  point ,  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une 
droite;  les  efforts  qu'un  fera,  pour  établir  la  théorie  sur  un 
principe  plus  simple,  resteront,  je  le  crains,  éternellenjcnt 
des  efforts  slériles.  Entre  autres ,  on  peut  appliquer  à  l'essai 
de  Bertrand  K:s  paroles  que  ?.îontaigne  adresse  aux  métaphy- 
siciens :  pour  m'ôtcr  un  doute ,  vous  m'en  donnez  trois,  ^'ous 
exigez  que  je  rejette  comme  vicieuse  la  définition  si  conscien- 
cieuse de  l'angle  ,  portant  sur  1;\  diversité  do  direction,  mnis 
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que  par  contre  j'admeKo,  comme  chose  excellente,  que 
l'angle  est  une  surface  infiniment  grande  du  second  ordre , 
au  regard  de  laquelle  disparaît ,  comme  rien  du  tout ,  la  sur- 
face infiniment  grande  du  premier  ordre,  bornée  par  deux 
droites  parallèles  1  Car,  en  écartant  les  paralogismcs,  les  faux- 
fuyants  ,  les  illusoires  constructions  qui  servent  de  plâtrage, 
le  fond  de  la  théorie  n'est  que  la  hiérarchie  infinitésimale 
leibnitzienne  ,  transportée  aux  abords  de  la  géométrie.  Telle 
elle  a  été  développée ,  sans  aucun  déguisement ,  par  Legendre 
lui-même,  dans  un  mémoire  posthume  inséré  dans  les  Mém. 
del'Acad.  des  sciences  (t.  X).  Tout  en  approuvant  ce  système 
hiérarchique,  Legendre  s'est  bien  gardé  de  le  faire  entrer  dans 
les  Eléments.  En  efiet,  le  système  en  lui-même  n'est  pas  faux 
Imaginez  un  rectangle  à  base  constante,  à  hauteur  variable  ; 
comparez  son  aire  à  celle  d'un  secteur  circulaire ,  à  angle 
constant  et  d'un  rayon  égal  à  la  hauteur  du  rectangle;  cette 
hauteur  allant  en  croissant,  l'aire  du  rectangle  divisée  par  l'aire 
correspondante  du  secteur,  va  en  diminuant  et  a  zéro  pour 
limite;  ce  qu'on  exprime,  par  une  locution  adoptée,  en  disant 
que  l'aire  infinie  du  rectangle  est  nulle  relativement  à  l'aire 
infinie  du  secteur.  Mais  ceci  repose  sur  la  théorie  des  aires  ; 
et  avant  d'avoir  établi  la  théorie  des  parallèles ,  loin  de  con- 
naître l'aire  du  rectangle,  on  peut  même  mettre  en  doute 
l'existence,  la  possibilité  d'un  rectangle. 

Admettez  cette  possibilité ,  et  tout  est  démontré.  Aussi , 
dans  la  théorie  de  Bertrand ,  cette  admission  est  tacitement 
accordée  ;  mais  pour  la  masquer,  on  enlève  un  côté  au  rec- 
tangle ;  c'est  un  coffre  sans  couvercle.  Peut-on  attacher 
aucun  sens  raisonnable  de  grandeur,  à  un  espace  ouvert  non 
limité?  Aussi,  quoique  cette  théorie  ait  acquis  les  suffrages 
honorables  de  géomètres  très-dislingués ,  je  la  crois  pour- 
tant très  -  vicieuse ,  d'après  le  principe  admis  en  géométrie, 
qu'il  ne  faut  pas  /?/ rare  tn  vcrba  magistri. 
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Voici  la  liste  des  ouvrages  de  Legendrc  ,  outre  sa  Géoraé- 
trie,  parvenue  à  la  IS*"  édition. 

JI.  Exposé  des  opérations  faites  en  France  en  1 787  pour  la 
jonction  des  observatoires  de  Paris  et  de  Greenwich ,  par 
€assini,  Mechain  et  Legendre,  avec  la  description  et  l'usage 
d'un  nouvel  instrument  propre  à  donner  la  mesure  des  angles 
à  la  précision  d'une  seconde.  Paris  ,  1  vol.  in-4. 

III.  Exercices  de  calcul  intégral  sur  divers  ordres  de  trans- 
cendantes et  sur  les  quadratures.  Paris  ,  1807,  3  vol.  in-4*'. 

IV.  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  eulé- 
riennes,  avec  des  tables  pour  en  faciliter  le  calcul  numérique. 
Paris,  1827-1832/3  vol.  in-4o. 

V.  Théorie  des  nombres.  Paris,  1830,  2  vol.  in-4^  {V*"  édi* 
lion,  1798  ;  2^  édition  ,  1808  ;  r'  supplément ,  1816  ^  2«  sup- 
plément, 1825). 

VI.  Dix-neuf  Mémoires  insérés  dans  les  divers  recueils  des 
Mémoires  de  l'Académie  des  sciences ,  et  cinq  autres  Mé- 
moires et  Dissertations  particulières,  parmi  lesquelles  on 
trouve  la  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  proposée 
par  l'Académie  des  sciences  de  Prusse  pour  le  prix  de  1782. 
Ikrlin  ,  1782  ,  in-8  (très-rare). 

C'est  par  erreur  que  l'auteur  de  l'ariicle  compte  parmi  les 
ouvrages  de  Legendre  une  brochure  ayant  pour  titre  :  Nou- 
velle Théorie  des  parallèles  avec  un  appendice  contenant  la 
manière  de  perfectionner  la  théorie  des  parallèles  de  Le- 
gendre. Paris,  1803  ;  cette  brochure  est  de  M.  Kircher,  mé- 
decin à  Mayence,  mort  en  1804  ou  1805. 


(  Biographie  universelle,  f.  LXXll,  p.  i  ,  i«43.  Article  ;»nonynie.) 

LiDOiNNE  {Nicolas- Joseph). 

l\é,  le  9  juillet  1757,  à  Périgueux  ,  professeur  de  malhé- 
matiques  avant  la  révolution  ;  chef  de  division  au  miiustère  de 
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la  justice  en  1793  ,  mort  en  février  1830.  Outre  de  nombreux 
innnuscrils  sur  diverses  parties  des  mathématiques,  on  a  de 
lui  :  r  Tables  de  tous  les  diviseurs  des  nombres  calculés  de- 
puis un  jusqu'à  cent  mille,  suivies  d'une  dissertation  sur 
une  question  de  stéréotomie,  extraite  de  quelques  auteurs 
du  dernier  siècle.  Paris,  1808,  in-8°. 

Cette  dissertation  renferme  la  description  et  le  calcul  des 
trois  polyèdres  semi-réguliers,  dils  corps d' Archimède.  Nous 
nous  proposons  d'en  parler  dans  ce  journal,  comme  sujets 
d'exercice  ;  ainsi  que  dos  quatre  nouveaux  polyèdres  réguliers 
de  M.  Poinsot.  Les  tables  de  Lidonne,  quoique  fort  commo- 
des ,  n'ont  plus  de  valeur  depuis  que  l'on  possède  les  tables  des 
diviseurs  pour  les  trois  premiers  millions,  publiées  par  Burck- 
hardt(J.-Ch.)en1817,in-4°(1)i  ouvrage  si  éminemment  utile 
aux  calculateurs  ;  il  donne  les  diviseurs  des  nombres  depuis 
1  jusqu'à  3036000  avec  les  nombres  premiers  qui  s'y  trouvent. 

S''  Tableau  analytique  propre  à  diriger  les  jeunes  gens  qui 
étudient  les  mathématiques.  Paris,  18-28. 


QUESTION  D'EX/VMElN. 

Note  sur  les  unités  en  mécanique. 

:  V.  525,  7"^  série.  ) 


J.  La  difïiculté  de  créer  de  nouveaux  mots,  d'introduire  de 
nouvelles  locutions  est  un  des  principaux  avantages  de  l'i- 
diome français.  Ici  encore,  comme  en  morale  et  en  poli- 
tique ,  ce  qui  nous  paraît  être  des  entraves  sont  souvent  des 


'')  Gel  ouvrage,  qui  coùlailjaLiis  36  fr.,  st;  iro'jvc  inaintenanl  au  prix  de  5  fr,. 
chez  tnaflanie  vpuvo  Durand  ,  23  ,  nie  (ie  Lille. 
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éléments  de  force.  Si  donc  je  fais  usage  de  nouvelles  déno- 
minations, ce  n'est  nullement  avec  le  désir  et  moins  encore 
avec  l'espoir  de  les  voir  adopter  :  je  m'en  servirai  transitoi- 
rement  pour  éclaircir  quelques  idées  enveloppées  ordi- 
nairement, chez  les  étudiants  en  mécanique,  de  beaucoup 
d'obscurité. 

H.  Mesurer  un  objet,  c'est  chercher  le  nombre  qui  ex- 
prime combien  de  fois  cet  objet  contient  un  autre  objet 
connu,  donné  d'avance,  et  de  même  nature  que  l'objet  à 
mesurer.  Cet  objet ,  connu  et  donné  ,  se  nomme  unité.  Ainsi , 
mesure^  nombre  ,  unité ,  homogénéité  ,  sont  quatre  idées  insé- 
parables. 

m.  On  rencontre  ,  en  mécanique,  quatre  sortes  de  quan- 
tités :  Vétendue ,  sous  ses  trois  formes ,  longueur,  aire ,  vo- 
lume ;  la  masse  •  le  temps;  la  force. 

Faisons  connaître  les  unités  adoptées  pour  mesurer  ces 
quatre  quantités. 

IV.  Unité  de  longueur.  La  dix-millionième  partie  du  quart 
du  méridien  qui  passe  par  Paris  ;  cette  unité  se  nomme 
mètre. 

Unité  de  superficie,  mètre  carré;  unité  de  volume,  mètre 
cube. 

Ainsi ,  la  mesure  d'un  volume  est  le  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois  le  volume  donné  contient  de  mètres  cubes  ; 
mais  ordinairement  on  se  sert  de  cette  locution  elliptique  ; 
on  supprime  le  mot  mesure,  et  l'on  dit  :  le  volume  est  le 
nombre  qui  exprime  .  etc.  11  est  essentiel  de  se  rappeler  sans 
cesse  que  le  mot  volume  ,  en  mécanique  ,  désigne  unnombre; 
de  même  pour  les  aires  et  pour  les  longueurs. 

V.  Unité  de  temps.  L'intervalle  qui  s'écoule  entre  l'arrivée 
d'unméri(tien  terrestre  dans  une  position  et  son  arrivée  dans 
la  position  parallèle  la  plus  prochaine ,  se  nomme  jour  sidé- 
ral ;  cet  intervalle  est  adopté  comme  une  quantité  constante. 
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Le  jour  est  divisé  en  vingt-qualrc  heures  sidérales;  Theure 
en  soixante  minutes ,  el  la  minute  en  soixante  secondes  si- 
dérales, (/est  cette  seconde  sidérale  qui  devrait  être  l'unité 
de  temps  ;  mais  les  usages  de  la  vie  civile  ont  fait  adopter  la 
seconde,  subdivision  du  jour  astronomique  moyen.  Ainsi,  la 
mesure  du  temps  est  un  nombre  qui  désigne  combien  de  fois 
le  temps  donné  contient  la  seconde  (temps  moyen) ,  ou  ellip- 
tiquement ,  le  temps  est  un  nombre  ,  elc. 

VI.  Unité  de  masse.  On  a  adopté,  pour  cette  unité,  la 
masse  contenue  dans  un  mètre  cube  d'eau  distillée  à  la  tem- 
pérature de  quatre  degrés  centigrades.  Nous  désignerons 
cette  unité  ,  à  laquelle  on  n'a  pas  donné  de  nom  particulier, 
sous  le  nom  de  molide  La  mesure  d'une  masse  est  donc  le 
nombre  qui  exprime  combien  la  masse  donnée  contient  de 
molidcs  ,  ou  la  masse  est  le  nombre.,  etc.  Il  faut  donc  ne  ja- 
mais oublier  qu'en  mécanique  la  masse  désigne  un  nombre. 

Vil.  On  appelle  densité  le  nombre  qui  exprime  combien 
de  fois  la  masse  d'un  mètre  cube  d'une  substance  contient  de 
molides. 

VIII.  D'après  les  §  VI  et  VII ,  on  voit  donc  que  le  nombre 
masse  est  égal  au  produit  des  deux  nombres,  volume  et 
densité. 

IX.  Unité  de  force.  Les  limites  de  nos  sens  et  de  nos  in- 
struments nous  obligent  à  distinguer  deux  espèces  de  forces. 
Les  unes  produisent ,  dans  un  temps  inappréciable  à  nos  sens 
el  à  nos  instruments,  ou  autrement  dans  un  instant,  une  vitesse 
finie,  mesurable.  On  les  nomme  forces  impulsives  ou  instan- 
tanées. Les  autres  ne  produisent  une  vitesse  mesurable  qu'en 
agissant  pendant  un  temps  appréciable;  on  les  nomme  forces 
compressives  ou  permanentes ,  et  aussi  forces  accélératrices , 
ou  retardatrices  ,  attractives,  répulsives  ^  selon  leurs  divers 
modes  d'action.  Une  force  instantanée,  disparaissant  immé- 
diatement après  son  action ,  la  vitesse  qu'elle  a  communiquée 
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au  corps  est  mesurablr  ;  une  force  compressive  ,  disparais- 
sant immédialement,  la  vitesse  communiquée  échappe  à  nos 
sens.  La  mesure  de  ces  deux  espèces  de  forces  nécessite  deux 
espèces  (Vunités, 

X.  Unité  de  force  impulsive.  C'est  la  force  capable  de 
donner  à  un  raolide,  en  agissant  inslantanément,  un  mètre 
de  vitesse  ;  nous  désignerons  cette  unité  sous  le  nom  de  dy- 
namite. La  mesure  d'une  force  impulsive  est  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  cette  force  contient  de  dynamites, 
ou  combien  il  faut  de  dynamites  pour  faire  équilibre  à  cette 
force.  Ainsi ,  en  mécanique  ,  la  force  impulsive  désigne  un 
nombre. 

XI.  Lorsque  deux  masses  animées  de  vitesses  directement 
opposées  se  font  équilibre  ,  on  dit  que  les  deux  masses  sont 
animées  de  forces  égales.  Cet  équilibre  a  lieu  lorsque  les 
nombres  masses  sont  en  rapport  inverse  des  nombres  vitesses. 
Ainsi ,  une  masse  M  ,  animée  d'une  vitesse  Y,  pourra  être 
tenue  en  équilibre  par  MY  dynamites  ;  la  force  est  d(mc  égale 
à  MV  dynamites ,  c'est-à-dire  la  force  nombre  est  égal  au  pro- 
duit des  deux  nombres  ,  masse  et  vitesse;  produit  qui  est 
connu  sous  le  nom  de  quantité  de  mouvement.  Répétons  donc 
que  la  quantité  de  mouvement  est  un  nombre  qui  marque 
combien  de  dynamites  sont  contenus  dans  la  force  impulsive 
qu'on  veut  mesurer. 

XII.  Unité  de  force  permanente  constante.  Une  force  per- 
manenlc  est  constante  quand  elle  reste  toujours  égaie  à  elle- 
même.  La  force  permanente  constante  capable  de  donner  à 
un  molide,  en  agissant  pendant  une  seconde,  une  vitesse 
d'un  mètre,  est  l'unité  des  forces  permanentes  constantes. 
Nous  désignerons  cette  unité  par  le  nom  de  dynamide.  Ainsi 
une  force  impulsive  constante  est  un  nombre  qui  désigne 
combien  elle  contient  de  dynamides  ,  c'est-à-dire  ,  à  combien 
do   dynamides  elle  peut  faire  équilibre.  On  peut  appliquer 
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ici  ce  qni  a  été  dit  au  paragraphe  précédent;  ainsi  le  nombre 
force  pn'manente  e  t  égal  au  produit  des  deux  nombres 
masse  et  vitesse  produite  au  bout  d'une  seconde;  ce  produit 
est  appelé  force  motrice. 

XIII.  Une  force  permanente  variable  est  connue  lors- 
qu'on sait  à  chaque  instant  combien  elle  contient  de  dyna- 
mides  :  la  variabilité  de  ce  nombre  constitue  la  variabilité  de 
la  force. 

XIV.  La  pesanteur  est  une  force  permanente  constante.  Sa 

mesure  est  exprimée  par  le  nombre  9,8 ,  c'est-à-dire  le 

molide  animé  de  la  pesanteur  peut  tenir  en  équilibre  9,8  ... 
dynamides.  Ce  nombre  est  ordinairement  représenté  par  la 
lettre  italique  g. 

XV.  Le  poids  est  la  force  motrice  due  à  la  pesanteur  ; 
ainsi,  M  désignant  le  nombre  masse,  le  poids  est  Mg  (XII). 

XVI.  Les  poids  sont  donc  proportionnels  aux  masses  ; 
c'est-à-dire  les  nombres  poids  sont  dans  le  même  rapport  que 
les  nombres  masses. 

XVII.  Le  nombre  poids,  divisé  par  le  nombre  i^,  donne 
pour  quotient  le  nombre  masse. 

XVIII.  La  pesanteur  spécifique  d'une  substance,  c'est  le 
poids  d'un  mètre  cube  de  cette  substance. 

XîX.  Los  pesanteurs  spécifiques  sont  donc  proportionnelles 
aux  densités  (VII). 

XX.  Le  poids  de  la  millième  partie  d'un  njolide  (VI;  se 
nomme  kilogramme.  On  a  adopté  la  millième  partie  du  kilo- 
gramme ou  le  gramme  pour  unité  de  poids. 

XXI.  Le  poids  d'un  corps  qui  contient  t' mètres  cubes,  et 
dont  la  pesanteur  spécifique  est  d^  est  donc  égal  au  pro- 
duit i^d  ;  c'est  ce  qu'on  énonce  en  disant  que  le  poids  est  égal 
au  produit  du  volunae  par  la  pesanteur  spécifique;  et  comme 
la  table  des  pesanteurs  spécifiques  est  aussi  celle  des  densi- 
tés ,  les  mêmes  nombres  désignant  les  unes  et  les  autres,  on 
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peut  dire  que  le  poids  esi  égal  au  produit  du  volume  par  la 
densifé  ;  et  en  multipliant  ce  produit  par  le  nombre  g  (XIV), 
on  a  le  no«>bre  do  dynamides  qui  font  équilibre  au  poids. 

XXIi.  Pour  mesurer  la  quantité  de  travail^  on  a  adopté 
une  unilé  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  dynamo  C'est  le 
travail  nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  à  la  hauteur 
d'un  métré.  Ainsi  la  quantité  de  travail  est  le  nombre  qui 
désigne  combien  le  travail  exécuté  ou  exécutable  contient  de 
dynames.  Cette  quantité  de  travail  est  aussi  quelquefois  dési- 
gnée sous  le  nom  de  force  vive;  c'est  celle  qu'on  paye,  comme 
s'exprime  Mon tgol fier. 

XXni.  En  résumé,  en  mécanique,  toute  équation  où  il 
entre  des  volumes,  des  masses,  densité,  quantité  de  mouve- 
ment, forces,  forces  vives,  temps,  etc.  sont  des  équations 
entre  des  nombres^  et  pas  autre  chose.  C'est  ce  qu'il  faut 
toujours  rappeler,  parce  qu'on  l'oublie  souvent.  Tra. 


QUESTION  D'EXAMEN 

sur  /es  coniques  à  coejficicnts  variables  et  principalement  sur 
les  coniques  bicon focales. 

(  V.  p. 520. ) 


1.  PuoBLÈMK.  Dans  une  équation  à  six  termes  d  une  co- 
nique ,  on  supjose  que  tous  les  coelTicients  sont  des  fonctions 
connues  d'une  même  variable  ;  à  chacune  de  ces  coniques,  on 
mène  une  tangente  ayant  une  direction  donnée j  trouver  le 
lieu  géométrique  du  point  de  contact. 

Solution.  Soit  une  équation  du  second  degré  à  six  termes  : 
^}  -f-  /'x  -f-  5  =  0  ,  l'équation  de  la  tangente  où  r  est  connu. 
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Soit  z  la  variable  dont  tous  les  coefticioiUs  de  l'équation  sont 
des  fonctions  connues  ;  la  relation  de  tangence  donne  : 

/'—  2rn  +  lr-\-  ms'-{-  2k's  +  ^krs  =  0     (t.  II ,  p.  108). 

/',  n ,  /,  m  ,  k\  k  sont  aussi  des  Fonctions  connues  de  z.  Rem- 
plaçant 5  par  —  [y-{-  fjr) ,  il  vient  : 

l'—2rn-\-lr'-}-m{j-{-rx'y—2{y-\-rjc){/£'-î-2kr)  =  0.  (1) 

Eliminant  z  entre  cette  équation  et  celle  à  six  termes  , 
on  obtient  une  équation  en  se  et  y,  qui  est  celle  du  lieu 
cherché. 

Observation.  La  même  solution  subsiste  évidemment  lors- 
que cinq  coeiïicients  sont  fonctions  du  sixième  ,  ou  lorsqu'un 
certain  nombre  de  coefficients  étant  connus,  il  existe  des 
relations  entre  les  coefficients  restants  ,  etc. 

II.  applications,  i"  A  est  variable  et  les  cinq  autres  coeffi- 
cients sont  donnés. 

Alors  /',  n,  A'  sont  connus  ;  remplaçant  /,  wi ,  k  par  leurs 

valeurs,  savoir  :  /=:D'— iAF,  m=B^-4AC,  /i=2AE— BD, 

l'équation  (1)  se  compose  de  termes  ne  renfermant  pas  A, 

et  d'autres  comprenant  A  au  premier  deii:ré.  Remplaçant  A 

Ba7j^  +  C.r^+ Dr -fEa:  + F     ^, ,         .      ^^^ 
par  sa  valeur ' '—^ — ' ■ — ,  l  équation  (1) 

devient  : 

y'[V—  2nr  -|-  DV^+  B'  {y  +  r^y'-  2{y -f  rx)  {k'—  2BD)  ] 
-j-4(BjrK+Ca:'+Dr+E.r+F)  [C(jK-+-/'.r)'^4-2E^lr+r.r)+Fr']  r=0, 

équation  du  quatrième  degré  qui  représente  généralement 
une  ligne  à  branches  infinies.  L^'S  termes  du  quatriénic  degré 

^oui  [y  ^  rx'Y  {^y -\- ^Qix)' ;  de   même  quand   C  est  seul 
variable. 

2**  F  est  variable  et  les  cinq  autres  coefficients  sont  donnés  ,• 
le  lieu  est  une  coniqu<'. 
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3°  B  seul  est  variable  ;  le  lieu  est  du  sixième  degré 

4**  D  ou  E  seulement  variable  ;  lieu  du  qualriéme  degré. 

III.  Théorème.  Une  conique  ayant  un  centre  et  un  foyer 
fixe  et  toucbant  une  droite  donnée  de  direction  ,  le  lieu  du 
point  de  contact  est  une  hyperbole  équilalère  concentrique  à 
la  conique  et  passant  par  les  foyers  de  l'eliipse. 

Démonstration.  Ellipse.  Soit  {b^-{-c')y-{-b''x^=b\b^-{-c')  • 
l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux^  2b 
est  le  petit  axe  et  c  l'excentricité;  b  est  variable  et  c  est  con- 
stant. On  a  ici  : 

Substituant  ces  valeurs  dans  (1) ,  divisant  par  ib^ib''-^- c"") , 

b'a: 
et  résolvant  par  rapport  à  r,  il  vient  r  =  — — — - — ,  expres- 

{b  -j-  c  )y 

sion  qu'on  pourrait  trouver  directement ,  d'après  l'équation 

rcW 

connue  de  la  tangente.  Donc  ,  b'  = ;  substituant  dans 

jc  —  ry 

l'équation  de  l'ellipse ,  on  a  ry'—  rx^-\-  xy  (y — i)-|-rc'=  0 , 

hyperbole  équilatère  concentrique  à  Tellipse. 

On  y  satisfait  en  posant  x  =  c .,  jr  =  o. 

Dans  cette  équation  m  =  (r'-f- 1)"  ;  L  =  rc%r''-\-  1)^  ■  ainsi 

le  demi-grand  axe  =  c  1   /  (  f^oir  t.    I ,  p.  493)  ; 

l'excentricité  =-2c\/ ;    et  les   équations   des   axes 

principaux  sont  : 

y{r-{-\)+x{r-\)  =  0,     r(r-1)  — x(r+l)=r:0. 

{f^oir  t.  1,  p.  496.) 

Lorsque  /•  =  1  ,  les  axes  principaux  sont  ceux  de  l'ellipse, 
et  les  sommets  sont  les  foyers  de  l'ellipse.  L'équation  de  Th}- 
perbole   équilatère   étant    indépendante   de    //,    il   s'ensuit 
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ijucllc  resle  la  môme  lorsqu'on  romplace  rellipso  par  une 
hy[>frbole. 

Observation.  Le  Ihéorèmecsl  de  M.  Fregicr  (Corresp.  sur 
l'École  polyt.,  t.  III ,  p.  17,  1814)  ;  mais  il  n'est  énoncé  que 
pour  l'ellipse.  ïm. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


103.  Un  angle  constant  étant  circonscrit  à  une  courbe 
plane  géométrique ,  la  tangente  au  lieu  géométrique  de  ce 
sommet ,  menée  par  ce  sommei ,  est  aussi  tangente  au  corde 
qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact  cor- 
respondants. 

104.  Une  droite  interceptée  entre  deux  faces  d'un  polyèdre 
donné  est  divisée  en  plusieurs  segments.  Sur  chaque  segment 
on  construit  un  polyèdre  donné  ;  le  segment  étant  homologue 
à  la  droite  interceptée^  l'aire  du  polyèdre  donné  est  égale 
au  carré  de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  po- 
lyèdres segmentaires  ;  le  volume  du  polyèdre  donné  est  égal 
au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des  polyèdres 
segmentaires  (Olivier). 

105.  Considérant  comme  coordonnées  rectangiîlairesd'un 
point,  les  rayons  de  courbure  des  extrémités  des  diamètres 
conjugués  d'une  même  ellipse,  le  lieu  du  point  est  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante,  inscrite  dans  un  angle 
droit  (Brassine). 
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DETERMINATION 

Des  n  derniers  chiffres  de  ^^N  par  une  aimple  division. 

PAR  M.  I.ÉON  AlffNE, 
Ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique. 


Quand  on  a  obtenu  (/i+f^-f- 1  )  chiffres  de  la  racine  m*^»»^ 
d'un  nombre  N,  n  étant  le  nombre  des  chiffres  qui  restent  à 
obtenir,  et  fx  le  nombre  des  chiffres  du  nombre  m  ; 

Si  l'on  divise  le  reste  R  auquel  on  est  parvenu  par  rn  fois 
la  (m— l)*è»we  puissance  de  la  partie  obtenue  [cette  {m — iyème 
puissance  étant ,  bien  entendu,  suivie  de  {m—i)  fois  n  zéro] 
le  quotient  de  cette  division  diffère  de  la  partie  qu'il  reste  à 
obtenir  de  moins  d'une  unité  en  plus  ou  en  moins. 

Soit  a  la  partie  obtenue ,  b  celle  qu'il  reste  à  obtenir,  r  la 
différence  entre  N  et  la  plus  grande  m'^éme  puissance  exacte 
contenue  dans  Net  soit  posé  a.  10''=A,  on  a  d'après  l'énoncé: 

N = (a.  10"+ Z'r+^= (A +//r+r, 

N— A"_  m  —  i    b^  b"^  r 

r  peut  être  égal  ou  supérieur  à  m{h.-\-  by'"'  sans  que  (A-|-//) 
cesse  d'être  le  nombre  le  plus  grand  dont  la  m^'^'""  puissance 
peut  se  retrancher  de  N ,  ainsi  le  second  membre  de  celte 
égalité  peut  être  Z^  ou  (b-{-i).  Comme  il  va  être  démontré 
qu'il  est  toujours  inférieur  à  (^+2),  et  comme  l'on  ne  prend 

que  la  partie  entière  du  quotient ^^^^  pour  coinplèmenl 

de  la  partie  obtenue,  il  s'ensuit  que  cette  méthode  donn*» 

ANN.  DE  MVTUÉM.    IV.  38 
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{\J^Ij)  ou  (A  +  ^  +  1  )  pour  VN,  c'est  à-dire  le  nombre 
cnlier  immédiateraenl  supérieur  ou  immédiatement  inférieur 

à  I^N.  Nétantauplusé{?alà  (A  +  /;  +  1  )*"— 1,  il  suffît  pour 
établir  le  théorème  de  prouver  que 

OU 

{A  +  b~\-i  r  <  A"*  +  /7^ .  A"-'  {b+i  )+m  .  A"-  4-  1  ; 

supprimant  A'^^  7??  .  A'"~'  (b-\-i)  dans  les  deux  membres, 
et  les  divisant  ensuite  tous  les  deux  par  A*"  et  enûn  posant 
(^  +  1)  =  B,  ona: 

cette  inégalité   sera  à  fortiori   vérifiée   si   elle   existe  en 

remplaçant   chaque   coefficient    du   premier  membre  par 

un  coefficient  plus  grand ,  et  si  en  même  temps  l'on  di- 

1 
minue  le  second  membre  de  -— j  car  les  inégalités  M  <N, 

A. 

N<P,  P<Q  donnent  évidemment  M<CQ;  or 

donc  l'inégalité  précédente  sera  à  fortiori  vérifiée  si  Ton  a  : 

(?)+(?)■+■- H?)"<r 

le  produit  de  deux  facteurs  a  autant  de  chiffres  qu'il  y  en  a 
dans  les  deux  facteurs  réunis  ou  un  de  moins  ;  b  ayant  n 
chiffres ,  B  =:  (  ^  +  1  )  en  a  /i  ou  (  /i  +  1  ) ,  donc  niB  en  a  au 
plus  (p  +  71+  1  ) ,  et  comme  A  en  a  (2/^  +  p+  1  ),  il  s'ensuit 

qiic  (— )  est  une  fraction  proprement  dite  [son  numéra- 
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teur  ayant  moins  de  chiffres  que  son  dénominateur]  et  l'on 
peut  mettre  l'inégalité  précédente  sous  la  forme  : 


A  /         \  A  y  m 

/mB\  '^A 


OU 


1  — 

\A 

m'B'   .  m'B       /mB\*"  +  ' 


7)1 

A' 
ou,  multipliant  les  deux  membres  par  — , 

m 

m  +  1 


'■'«■+»>-^X?)  < 


si  B  a  /i  chiffres,  sa  plus  grande  valeur  est  (10*" — 1),  et  dans 
cette  hypothèse 

B'+B=:B(B+1)=(10"— 1)10", 

c'est-à-dire,  est  un  nombre  formé  de  7i  chiffres  9  à  la  suite 
desquels  sont  écrits  n  zéro ,  au  total  2n  chiffres  ;  donc  (B'-f-B) 
ne  peut  avoir  plus  de  2n  chiffres,  et  par  suite  w^B^-j-B)  ne 
peut  en  avoir  plus  de(a-[-2«)  ;  ainsi  m(B'-{-B)  ayant  au  moins 
un  chiffre  de  moins  que  A,  l'inégalité  précédente  est  vérifiée. 

Dans  le  cas  où  B=(^ -j- 1  )  aurait  {fi-\-i)  chiffres,  on  aurait 
au  plus  B  =  1 0*",  alors 

mB'-f  /7?B  =  m  .  W-{-m  .  10"; 

cette  somme  ne  peut  avoir  au  plus  que  (2/i  +  jx  +  l)  chiffres, 
c'est-à-dire  autant  que  A,  à  moins  que  l'indice  m  do 
la  racine  ne  soit  un  nombre  formé  de  plus  de  n  chiffres  9 
[n  est  le  nombre  de  chiffres  qui  restent  à  obtenir).  Ce  cas  est 
donc  le  seul  qui  puisse  offrir  quelque  incertitude  ,  mais  alors 
il  est  facile  de  la  lever  en  calculant  un  chiffre  de  plus,  c'est- 
à-dire  (rt4-f-  +  2)  au  lieu  de  (n-f-p+l). 
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Remarque.  Dans  l'extraclioii  d'une  racine  dont  l'indice  est 
inférieur  à  10,  c'est-à-dire  dont  l'indice  n'a  qu'un  chiffre,  il 
faut,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  partie  obtenue  ait  au 
moins  deux  chiffres  de  plus  que  la  partie  qui  reste  à  ob- 
tenir pour  pouvoir  achever  l'opération  par  une  simple  divi- 
sion; cependant  cette  condition  se  simplifie  pour  la  racine 
carrée ,  car  il  suffit  que  la  partie  obtenue  ait  un  seul  chiffre 
de  plus  que  la  partie  restant  à  obtenir. 
Pour  le  prouver,  prenons  le  cas  le  plus  défavorable  : 

N  =  (10".  a  +  by+  2(10*^.  a  +  b), 

N  =  10'".  à'-\-2.  10".  a,b-}-b'+2.  10".a  -f-2^, 

:=:  y  -j-  1  -|- 


2.  10".  a  '         '    2.  10".  a 

la  plus  grande  valeur  de  6  est  (10" —  1)  nombre  formé  de 
n  chiffres  9,  dans  cette  hypothèse 


6^=10'"— 2.  10"+ 1 
2^  =  2.  10"— 2 


U'+2^  =  10'"— 1; 


b'JL2b 
ainsi  le  numérateur  de  la  fraction  — --^r —  est  alors  un 

2 .  10  ,a 

nombre  formé  de  2n  chiffres  9,  et  comme  le  dénominateur  a 

(2«+l)ou  {'2n+2)  chiffres,  il  s'ensuit  que  cette  fraction  est  plus 

]V  —10"".  a' 

petite  que  l'unité,  donc  le  quotient  de  la  division  —- — -— 

2  .  10  .  a 

est  b  ou  (b-{-i)^  c'est-à-dire  que  cette  méthode  donne  ou 

(10".  a+b)  on  (10".  a  +  ^  + 1)  pour  \/N;  donc  enfin  l'on 
trouve  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  ou  immé- 
diatement supérieur  à  VIS. 
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PROBLEME  DE  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 

PAR.  Ttl.  BECK, 

Professeur  au  collège  de  Verviers. 


On  donne  la  projection  horizontale  d'une  droite  et  l'angle 
que  cette  droite  fait  avec  un  plan  D  :  trouver  la  projection 
verticale. 

(Fïg.  54)  La  droite  cherchée  étant  supposée  déterminée , 
toutes  les  droites  qui  lui  seront  parallèles  et  qui  seront  dans 
le  plan  vertical?,  qui  la  projette  horizontalement,  répon- 
dront pareillement  à  la  question  ;  il  y  a  donc  une  infinité 
de  solutions. 

Par  suite ,  en  prenant  un  point  quelconque  a  dans  ce  plan 
P,  ce  point  pourra  être  considéré  comme  appartenant  à 
l'une  des  droites  cherchées  ,  droite  qui  serait  déterminée  si 
Ton  connaissait  un  second  de  ses  points. 

Or,  nous  pouvons  supposer  que  le  point  a  est  le  sommet 
d'un  cône  droit  dont  la  base  serait  sur  le  plan  donné ,  et  dont 
les  génératrices  feraient  avec  ce  plan  l'angle  donné  j  pour 
avoir  la  droite  demandée ,  il  faut  chercher  celle  de  toutes 
ces  génératrices  dont  l'extrémité  est  dans  le  plan  P,  et  cette 
extrémité ,  que  nous  désignerons  par  a: ,  étant  connue  par 
ses  projections,  serait  le  second  point  cherché  j  rien  de  plus 
facile  que  de  la  déterminer ,  car  ce  point  .r  est  situé  sur  la 
circonférence  de  la  base  du  cône,  circonférence  qui  se  trouve 
dans  le  plan  donné,  il  doit  se  trouver  dans  le  plan  P  et  par 
conséquent ,  c'est  le  point  de  rencontre  de  cette  circonférence 
avec  la  ligne  d'intersection  du  plan  P  et  du  plan  donné. 
Comtruction.  —  Pour  résoudn*  le  problème  ,  il  laul  donc. 
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aGu  (le  coniiaîUe  le  rayon  de  la  base ,  commeneer  par  dé- 
UTminer  le  triangle  rectangle  générateur  du  cône  droit  : 

Pour  cela  abaissons  du  point  a  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  donné ,  et  cherchons  le  point  où  elle  perce  ce  plan  :  ce 
point  est  le  centre  de  la  base  du  cône. 

Pour  le  déterminer  ,  rabattons  sur  le  plan  horizontal  l'axe 
du  cône  en  faisant  tourner  le  plan  qui  projette  cet  axe  hori- 
zontalement, autour  de  sa  trace  horizontale  comme  charnière? 
l'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  donné  rabattue  est  mn  ; 
le  rabattement  a'  du  sommet  a  du  cône  se  trouve  en  élevant 
au  point  a  de  la  charnière  une  perpendiculaire  égale 
à  la  distance  a^'g  de  ce  sommet  a  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal ,  et  par  conséquent  en  menant  ac  perpendiculaire  à  mn , 
on  aura  le  rabattement  de  l'axe  du  cône  sur  le  plan  H  ;  pour 
avoir  le  triangle  générateur  ca! r  ^  il  suffit  de  faire  au  point 
a!  un  angle  a  égal  au  complément  de  l'angle  donné ,  et  l'on 
trouve  ainsi  que  cr  est  le  rayon  de  la  circonférence  dont  c 
est  le  centre. 

Telle  est  la  première  partie  de  la  construction. 
11  faut  maintenant  construire  cette  base  dans  le  plan  D  ; 
pour  cela  rabattons  le  plan  donné  sur  le  pian  H  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  trace  horizontale  A  comme  charnière  ^ 
le  centre  c  ,  qui  se  trouve  aussi  dans  le  plan  projetant  hori- 
zontalement la  perpendiculaire ,  vient  en  c'  sur  la  projection 
horizontale  de  celte  j.erpendiculaire  à  une  distance  de  la 
charnière  marqué  par  cm  ;  le  point  r  vient  en  r';  donc  si  du 
point  c'  comme  centre  avec  c'r'=rc  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence ,  celte  circonférence  sera  celle  de  la  base  du 
cône  rabattue  sur  ie  plan  H- 

Nous  avons  encore  à  rabattre  la  ligne  d'intersection  des 
plans  P  et  D;  le  point  K  de  cette  intersection,  se  trouvant 
sur  la  charnière,  reste  immobile;  il  suffit  donc  de  rabattre 
un  second  point  de  cette  droite  ,  le  point  b  ,  par  exemple  ; 
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ce  point  se  meut  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  charnière, 
il  viendra  se  rabattre  en  h'  sur  la  trace  horizontale  b^q  de  ce 
plan  à  une  distance  du  point  q  marquée  par  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit 
sont  hU"  et  b^q-^  la  ligne  d'intersection  rabattue  est  donc  Uk. 

Cette  ligne  d'intersection  rencontre  la  circonférence  dr 
en  un  point  d  qui  est  l'extrémité  x  cherchée  rabattue  sur  le 
plan  OH  ;  c'est  ce  point  dont  il  faut  chercher  les  projections  : 
pendant  sa  rotation ,  ce  point  s'est  mù  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  charnière  ;  sa  projection  horizontale  doit  donc 
être  située  sur  la  trace  horizontale  dp  de  ce  plan ,  et  comme 
elle  doit  se  trouver  aussi  sur  la  projection  A^'  de  la  droite  , 
elle  sera  en  d^  à  la  rencontre  de  A''  et  de  la  perpendiculaire 
dp-^  sa  projection  verticale  doit  se*  trouver  en  r/  à  une  dis- 
tance de  la  ligne  de  terre  marquée  par  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'autre  côté  est  d^p  et 
dont  rhypoténuse  est  dp\  par  conséquent  en  joignant  a^'d", 
on  a  la  projection  verticale  cherchée. 

L'intersection  Uk^  rencontrant  la  circonférence  cr\  en  un 
second  point  /,  qui  est  projeté  verticalement  en  /"*,  on  a,  eu 
joignant  a*'/^,  la  projection  verticale  d'une  seconde  droite 
passant  par  le  point  a  et  qui  répond  à  la  question. 


PROBLÈME  DE  COMBINAISON,  t.  Ilï,  p.  537. 


Il  est  essentiel  de  remplacer  depuis  la  dernière  Ijgne  de  la 
page  547  jusqu'à  la  fin  de  l'article ,  le  mot  personne  par  le 
mot  objet  et  vice  versa. 

Le  même  problème  a  été  résolu  parM.  Brianch-n  (Torrcs/;. 
sur  V École  Polytechnique ,  t.  111  à  la  fin). 
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NOTE 

Sur  la  limite  supérieure  du  nombre  de  divisions  à  faire  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 

PAR  M.  G.  H.  IffIEVElffGI.OSKI, 

Rcpélileur  au  Collège  royal  de  Saint-Louis. 


I. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  dont  on  cherche  le  plus  grand 
commun  diviseur.  On  sait  qu'aucun  reste ,  sauf  le  dernier, 
ne  peut  être  égal  à  la  moitié  du  diviseur  respectif  ;  car  si 
cela  avait  lieu  pour  un  reste  quelconque,  il  serait  le 
plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent  il  devrait 
être  le  dernier,  ce  qui  n'est  pas  ;  d'après  cela ,  appelons 
R. ,  R,,  R3, . .  Rn  les  restes  successifs,  mais  chacun  plus 
petit  que  la  moitié  du  diviseur  respectif,  en  forçant  bien  en- 
tendu les  quotients  s'il  le  faut ,  comme  on  le  fait  ordinaire- 
ment pour  abréger  les  calculs. 

On  aura  : 

2 

R. 

R.<- 

'      2 


d'où  en  multipliant  membre  à  membre 

R"  <  -. 
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Il  est  clair  que  le  nombre  des  divisions  indiqué  par  celui 
des  restes,  sera  le  plus  grand  possible,  lorsque  A  et  B  sont 
premiers  entre  eux  ; 
alors  Rn  =  l.   et  2"  <  B. 

Il  s'agit  de  savoir  quelle  est  la  plus  grande  valeur  entière 
de  n. 

Or,  si  chaque  reste  était  égal  à  la  moitié  du  diviseur  res- 
pectif, on  aurait  .- 

2*^=B  d'où  n=^. 
log2 

En  appelant  k  le  nombre  des  chiffres  de  B ,  comme 

logB<^,log2>0,3, 
il  viendrait  : 

^    3 
et  n  devant  être  entier  quel  que  soit  k ,  on  aurait  : 

c'est-à-dire ,  qu'en  supposant  chaque  reste  égal  à  la  moitié 
du  diviseur  respectif,  n  serait  tout  au  plus  égal  à  3A;  mais 
ces  restes,  sauf  le  dernier,  sont  tous  plus  petits  que  la  moitié 
des  diviseurs,  donc  n  <^  3A. 

11  résulte  de  là  que  le  nombre  des  divisions  pour  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  est  toujours 
moindre  que  le  triple  des  chiffres  du  plus  petit  nombre. 

Prenons  pour  exemple  19G  et  75.  Comme  le  plus  petit  nom- 
bre a  deux  cbiflVes ,  le  nombre  de  divisions  pour  trouver  le 
plus  grand  diviseur  commun  est  moindre  que  3x2:  en  elïet , 
on  trouve  pour  restes  :  29, 12,5,2, 1  ;  ce  qui  indique  bien 
cinq  divisions  (*). 

(*)  Voir  louie  IV,  p.  71.  Im- 


-  570  — 

II. 

Sur  la  détermination  du  reste  lorsqu'on  a  trouvé  par  la  di- 
vision la  seconde  partie  d'une  racine  carrée. 

Soit  N  un  nombre,  a  la  partie  trouvée  contenant  k-\-i 
chiffres  de  sa  racine  carrée.  On  sait  comment  se  trouvent 
par  une  simple  division  les  A  chiffres  suivants  de  cette  ra- 
cine ;  mais  pour  être  plus  clair  dans  la  suite ,  je  demande  la 
permission  de  reprendre  les  raisonnements  qui  conduisent  à 
cette  opération. 

Soit  b  la  partie  inconnue  de  la  racine  cherchée,  on  a  : 

iv         ^  /  * 

ou  bien ,  en  appelant  rj  le  quotient  entier  et  r  le  reste  de  la  di- 
vision de  'N~a\ 

^    '  2a  'la  ^  ^ 

On  a  évidemment  r<i2a,  b^<^a;  car  la  valeur  relative 
de  a  contient  2/c+l  chiffres,  tandis  que  b""  en  renferme 
au  plus  2k;  donc  si  ^^^  la  différence 

r—b'      . 
2a 

si  au  contraire  ^  >  </  la  différence 

1     b'  —  r  i 


a 


o 


il  suit  de  là  ,  quen  prenant  le  quolient  entier  </  pour  la 
partie  cherchée  //,  -rz-f-7  sera  la  racine  carrée  extraite  à 
moins  de  1  près  si  c'est  par  défaut,  et  à  moins  de  1/2  près 
si  c'est  par  excès. 

Or  l'ég-alilé  (1)  montre  que,  si  b=zq,  on  a  r— b''=q' ; 
si  b^q  on  a  r'^  b'  et  à  plus  l'orte  raison  r^q';  enfin 
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b<iq  donne  r<Cb\  et  à  plus  forte  raison  r<C(f:  donc  ré- 
ciproquement l°si  r=^''on  a  b=q^  alors  a-\-q  est  la  racine 
carrée  parfaite  ;  T  si  r>.  ^'  on  a  ^>>  ^,  et  «  +  ^  est  la  racine 
carrée  extraite  par  défaut  à  moins  d'une  unité  près.  EnGn 
3°  si  /'>>^''  on  a  Z'  >>  ^,  et  partant  a-\-q  est  la  racine  carrée 
extraite  par  excès  à  moins  d'une  demi-unité  près. 

Ayant  ainsi  trouvé  par  la  division  les  k  derniers  chiffres 
de  la  racine  carrée  approchée  ,  il  s'agit  de  déterminer  le  vé- 
ritable reste  R ,  je  veux  dire  la  différence  entre  le  nombre 
N  et  le  carré  de  sa  racine  a-{-q  par  défaut ,  sans  effectuer 
ce  carré  ni  même  former  de  double  produit.  Voici  com- 
ment : 

1°  Lorsque  la  racine  est  extraite  par  défaut,  si  l'on  ap 
pelle  e  l'erreur  que  Ton  commet  en  prenant  q  pour  b,  on 
aura  b  =  q-\-  s  ^  et  par  conséquent  le  reste 

Ti  =  {a  +  q  +  eY-{a  +  qy  =  2{a  +  q),-{-i^- 

d'ailleurs  la  substitution  de  q-j-s  pour  b  dans  l'égalité  (1) 
donne,  toute  réduction  faite,  2{a-\-q)e-\-s'=r — q'';  donc  le 
reste  R  =  /' — q\ 

2°  Lorsque  la  racine  est  extraite  par  excès,  la  différence 
</' —  r  indique  ce  qui  manque  au  nombre  N  pour  être  carré 
parfait;    en   effet  on  a  alors,    q  =  b — z,    et  le  manque 

{a  +  qr-N={a  +  qy-{a+q-sy=2{aJrq)^-^'; 
d'une  autre  part,  en  remplaçant  b  par  q  —  e  dans  l'éga- 
lité (1),  il  vient  2{a-{-q)s—c''  =  q'~r;  donc  le  manque 
{a-{-qY — N  =  7' — r.  Il  est  aisé  de  voir  parla  qu'on  ob- 
tiendra le  reste  R  eu  retranchant  le  manque  q^—r  augmenté 
de  1  du  double  de  la  racine  trouvée,  savoir  ; 

R=j2(rt-|-ry)-(./-,-|-l). 

Il  n'y  a  dans  celle  détermirialion  de  R  qu'un  seul  calcul 
pénible  ,  c'est  celui  de  q\ 
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Les  doux  exemples  suivants  achèveront  l'explication. 
I.  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  199996164 


1^199996164  =  141 
99  24 
3991281 
118 

Ayant  obtenu  trois  chiffres,  on  peut  calculer  les  deux  sui- 
vants par  une  simple  division  que  voici 

118611641282100 

581        42 
1764 

On  a  ici  N  — a'=  1186164,  2^=28200,  et  l'on  trouve 

^=42,  r=1764.  Or  5r'  =  1764, 

donc  r=  q^  et  par  conséquent  14142  est  la  racine  carrée 
parfaite. 

II.  Extraire  la  racine  carrée  de  3. 

On  aura  d'abord 

V/3  =  1,732  et  R  =  176. 

On  trouvera  maintenant  les  trois  chiffres  suivants  par  la  divi- 
sion ci-contre 

176000J3464 
2800  050 

On  a  ainsi  :  ^  =050.  r  =  2800000;  et  comme  q'=  2500 
la  racine  est  extraite  par  défaut  ;  par  suite 

R^^-_ ^'=0797500,  et  K3  =  1,732050. 

En  continuant,  on  déterminera  les  6  chiffres  suivants  par 
la  division  ci-contre 

27975000000100]  34641  lOO 
262200         ^mfi()~ 
197130       ^^^^^*^ 
239250 
314040 
2271 
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On  obtient  ^  =  807569  et  r=r  227100000000;  il  est  facile 
de  voir  ici  que  r<^q^ ,,  en  conséquence 

^3  =  1,732050807596 
est  extraite  par  excès  à  moins  de  1/2  près. 
Pour  déterminer  le  reste  R  ,  on  a  d'abord 

^'=652167689761 
et  ensuite  le  manque  ^'—r=  425067689761  ;  par  conséquent 

R=:  2(«  +  5r)  —  {q"—r-\- 1)  =  2039033925376. 

On  peut  maintenant  trouver  les  12  chiffres  suivants,  etc.. 
Si  l'on  veut  vérifier  la  racine  trouvée  en  employant  la  preuve 
par  11,  on  n'a  pas  besoin  de  calculer  R,  ni  q^ — r,-  il  suffit  de 
connaître  q  et  r.  L'explication  en  serait  superflue. 


THEORIE 

/>C5  points  associés  dans  V ellipse  et  théorème  de  Fagnano  ; 

FAR  M.  V.  O.  I.EBESGUI: , 

Professeur  à    la  Faculté  de  Bordeaux. 


I.  Théorème.  Dans  chaque  quadrant  d'ellipse  ,  on  peut  tou- 
jours trouver  deux  points  tels  que  les  normales  qui  passent 
par  ces  points  sont  à  une  même  distance  donnée  du  centre  ; 
deux  points  ainsi  déterminés  sont  âcs  points  associés. 

Démonstration.  Soit  a'y'  -\-  Wx"  z=  à^b^  l'équatioi»  de  l'el- 
lipse j  coordonnées  rectangulaires,  celle  de  la  normale  au 
point  (ne', y)  est 

y  =  -jy-, -rry  ;    ou    a'e  =  tC  —  /.' , 

0  X  0 
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on  a  donc  pour  la  perpendiculaire  p  abaissée  du  centre  sur 
celte  normale , 

,  \  /ZEZ" 

i)  =  e  x\/    — ;-^; 

y/      a  —  ex 

d'où  Ton  déduit 

e^^4_(^V -}-//)  ex'  +  a'p'  =  05  (1) 

et  2e' x'  =  a'e'  -{- p' ±:  i^{a'e'-\-p'y-- I^a,y. 

La  quantité  sous  le  radical  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{a-\-b-^p)  {a~b-\-p)  [a-\-b—p)  [a  —  b—p)- 

or p<^a^  donc  les  trois  premiers  facteurs,  sont  positifs;  pour 
que  le  quatrième  soit  aussi  positif,  on  doit  avoir p<C« — b  ; 
et  dans  ce  cas,  e^x""  a  deux  valeurs  réelles  et  positives;  donc 
X  a  deux  valeurs  réelles  et  de  même  signe.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  La  plus  grande  valeur  de  /?  est  «  —  6  ;  et  alors 
les  deux  points  associés  se  confondent;  et  Ton  a  pour  les 
coordonnés  de  ce  point  associé  double: 

IL  Relation  entre  les  abscisses  des  points  associés. 
Soient  x  et  ï  les  abscisses  de  deux  points  associés;  l'équa- 
tion (1)  donne  : 

,   .     ,       a  e  -\- p         ,  .,        a^p 
^  -T^   — -■. ^^Ç    ~^' 

éliminant/?',  il  vient  ai^  —  a"{x''-\-l^)-^  exX  =  0 (2),  rela- 
tion cherchée  qui  peut  prendre  celle  forme 

(a'  —  x')  {a'—e)  =  ii  —  e')  xX ■ 

Corollaire  I.  A  x  =  0  correspond  ^  =  a^  donc  les  deux 
sommets  sont  des  points  associés  ;  ce  qui  est  évident  à  priori, 
puisque  alors ,  pour  les  deux  points  ,  /?  =  0. 

Corollaire  IL  x  augmentant,  t,  diminue  et  vice  versa. 
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Corollaire  III.  En  résolvant  l'équation  de  relation,  on 
trouve  : 

III.  Théorème  de  Fagnano. 

Différentiant  l'équation  de  relation  (2)  et  divisant  par  a:tç, 

adx       adi      e'   ,  ,      ^ 

il  Vient  1 -=~d(xl); 

^  3c        a 

OU  bien 

,  %     /à'^  e'x"    ,     ,%     / a^—eX       «^  ,,   ., 
y^       a — X  V        '^  —  ^ 

intégrant  entre  les  limites  x^  et  x  auxquelles  répondent 
Ho  et  ^ ,  on  aura  . 


C/VSE^-tV 


a^—eX      e-  e 


a" — ^^       a     '      a 


xl--^x^l^-=p 


la  première  intégrale  est  un  arc  d'ellipse  qu'on  peut  désigner 
par  5=arc  (H ,  ?o)  ;  et  la  seconde  intégrale  est  un  arc  d'ellipse 
qu'on  peut  désigner  par  ff=rarc  (?,  ^^)  ;  donc  arc  {x^ ,  x) — arc 
(H,  HJ  =/? — p^  [a]  ;  faisant  j:=0,  l'équation  {a)  devient  arc 
(o,  x) — arc  (H,  a)=p  ;  ce  qui  est  précisément  l'équation  de 
Fagnano  (V.  Cauchy,  A^pl.  géom.  du  cale,  infin.,  t.  II,  p.  24)  ; 
l'équation  {a)  revient  à  l'équation  (108)  de  l'ouvrage  cité. 


CONCOURS  D'AGREGATION  —  1845. 

(  V.  p.  461. ) 

Sujets  d'argumentation. 

1  Solutions  singulières  dos  équations  différonliollrs  du  pre- 
mier ordre. 
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*1  Série  de  Taylor  pour  une  et  plusieurs  variable». 

3  Théorie  desmaxima  et  des  minima.  ^ 

4  Théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

5  Intégration  des  équations  aux  différences  partielles  du 

premier  ordre. 

6  Principes  du  calcul  des  variations. 

7  Principe  des  vitesses  virtuelles. 

8  Mouvement  de  rotation  ;  pressions  sur  l'axe. 

9  Théorie  du  mouvement  curviligne. 

10  Principe  des  forces  vives;  stabilité  de  l'équilibre. 

1 1  Équations  générales  du  mouvement  des  fluides. 

1 2  Théorie  des  corps  flottants. 

Sujets  de  leçons, 

1  Règles  des  signes  de  Descartes. 

2  Logarithmes  en  Arithmétique. 

3  Première  leçon  de  géométrie  descriptive. 

k  Détermination  du  rapport  delà  circonférence  au  diamètre. 

5  Théorie  des  foyers  dans  les  lignes  du  second  ordre. 

6  Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

7  Théorie  des  tangentes  et  extension  aux  courbes  d'un  degré 

supérieur. 

8  Equilibre  du  levier  et  de  la  vis. 

9  Théorie  des  angles  trièdres. 

10  Théorie  des  sections  du  cône;  position  remarquable  des 

foyers. 

11  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fraclions  décimales. 

12  Règles  de  trois  et  de  société. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE. 

De  la  question  d'analyse ,  proposée  au  concours  d' agrégation 
m  1845.  (V.  p.  461.) 

PAR  M.  AUGUSTE  DELADÉRÉERE  , 

professeur  au  collège  de  Nantes  ,  licencié  es  sciences  physiques 
et  mathématiques. 


I.  La  projection  de  la  spirale  conique  sur  le  plan  princi- 
pal passant  par  le  sommet  perpendiculairement  à  l'axe  est  une 
spirale  logarithmique. 

Démonstration.  —  Soit  S  le  sommet  du  cône  ;  M.  Un  point 
(ic  la  spirale  conique  et  M'  sa  projection  sur  le  pîan  princi- 
pal ,  que  nous  pouvons  supposer  être  horizontal,  et  soit  MT, 
la  tanp^enlo  à  li  spirale  conique  au  point  M  et  T  la  trace 
horizontale  de  cette  tangente:  dans  le  tétraèdre  MSM'T ,  les 
angles  SMM',  SMT  sont  donnés  et  l'angle  dièdre  formé  par  le 
plan  de  ces  angles  est  droit;  donc  ce  tétraèdre  est  toujours 
semblable  à  lui-même, quelleque soit  la  position  de  M;  l'angle 
M'TS  est  donc  constant;  or  M'T,  projection  horizontale  de 
la  tangente,  est  la  tangente  à  la  projection  de  la  spirale  co- 
nique; et  cette  dernière  tangente  fait  un  angle  constant  avec 
le  rayon  vecteur  SM' ,  donc ,  etc. 

II.  La  tangente  à  la  spirale  conique  a  une  inclinaison  con- 
stante sur  Vaxe, 

Démonstration.  —  Car  l'angh*  M  MT  du  tr^traèilre  (1)  est 
constant. 

Coroll.  1.  Si  par  un  point  de  l'espace,  on  mène  une  pa- 
rallèle à  une  tangente  à  la  spiral'*  conique,  le  lieugéométri- 

A\\.  OR  Mathrm.  IV.  'i* 
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que  do  celle  parallèle  est  un  cône  droit  dont  l'axe  est  paral- 
lèle à  celui  du  cône  donné. 

Coroll.  2.  Toutes  les  tangentes  sont  également  inclinées 
sur  le  plan  horizontal. 

III.  La  longueur  d'un  arc  de  la  spirale  conique  divisée  par 
la  longueur  de  ce  même  arc  projeté^  donne  un  quotient 
constant. 

Démonstration.  La  proposition  est  évidente  pour  chaque 
arc  élémentaire;  elle  est  donc  vraie  pour  la  somme  de  ces 
arcs  élémentaires  ou  pour  les  arcs  de  grandeur  unie. 

Coroll.  1.  La  spirale  logarithmique  est  rectiûable  ;  la 
spirale  conique  est  donc  aussi  rectifia ble. 

Coroll.  2.  Le  quotient  constant  est  séc.  MTM'. 

IV.  iJaire  de  l'espace  conique  compris  entre  deux  généra- 
trices et  un  arc  de  la  spirale  conique,  divisée  par  Vaire  de  sa 
projection  horizontale  ,  donne  un  quotient  constant. 

Démonstration.  La  même  que  pour  la  proposition  précé- 
dente. 

Coroll.  1.  La  spirale  logarithmique  estcarrable,  on  sait 
donc  aussi  carrer  l'espace  conique. 

Coroll.  -2.  Le  quotient  constant  est  la  sécante  de  l'angle 
dièdre  formé  par  les  plans  STM  ,  STM'  dans  le  tétraèdre  (1). 

V.  Le  plan  osculateur  de  la  spirale  conique  a  une  inclinai- 
son constante  sur  l'axe  du  cône  et  égale  à  l  inclinaison  de  la 
tangente  sur  l'axe. 

Démonstration.  Par  le  point  de  rencontre  du  plan  oscula- 
teur et  de  l'axe,  concevons  des  parallèles  à  loutes  les  tan- 
gentes ;  elles  forment  un  cône  droit  (II,  coroll.  1);  le  plan 
osculateur  contient  deux  tangentes  consécutives,  il  est  donc 
langent  à  ce  cône  ,  donc ,  etc. 

\'I.  La  normale  principale  de  la  conique  spirale  est  hori- 
zontale ;  Vaxe  étant  vertical. 


—  579  — 

Démonstration.  Par  le  point  M  delà  spirale  conique,  con- 
cevons le  plan  osculateur  rencontrant  l'axe  en  un  point  O, 
et  par  OV  menosis  une  parallèle  OV  à  la  tangente  MT;  elle  est 
dans  le  plan  osculateur  ,  qui  est  perpendiculaire  au  pian  mé- 
ridien VOS;  car  le  plan  osculateur  est  tangent  au  cône  droit 
des  parallèles  (V)  ;  le  plan  normal  en  M  étant  perpendicu- 
laire à  la  tangente  MT  esl  perpendiculaire  à  sa  parallèle  OY 
et  par  conséquent  au  plan  méridien  VOS;  les  deux  plans,  os- 
culateur et  normal,  étant  perpendiculaires  au  même  plan  mé- 
ridien, leur  intersection  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  raéme 
plan  méridien  ;  or  cette  intersection  donne  la  direction  de 
la  normale  principale,  donc,  etc. 

VH.  La  projection  horizontale  de  la  riormale  principale  est 
normale  à  la  spirale  logarithmique ,  projection  de  la  spirale 
conique. 

Démonstration.  La  normale  principale  étant  horizontale  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  projetant  MM'T  (1)  ;  et  par 
conséquent  la  projection  de  ce  rayon  de  courbure  est  perpen- 
diculaire à  M'T,  tangente  à  la  spirale  logarithmique,  donc,  etc. 
Coroll.  La  plus  courte  distance  de  la  normale  principale 
de  la  spirale  conique  à  l'axe  est  égale  à  la  distance  du  pôle 
de  la  spirale  logarithmique ,  à  la  normale  correspondante. 

Vin.  Théorème.  Six  droites  passent  par  le  point  M  de  la 
conique  spirale  r  la  génératrice  du  cône;  -2"  la  tangente 
MT;  3"  le  rayon  du  cercle  parallèle;  4"  la  tangente  à  ce  cercle,- 
5"  la  normale  principale,-  6"  la  parallèle  à  l'axe  du  cônc;  les 
quinze  angles  formés  par  ces  droites,  prises  deux  à  deux, 
sont  constants. 

Démonstration.  Tour  un  autre  point  M'  de  ia  spirale  coni- 
que ,  ramenant  les  deux  génératrices  l'une  sur  l'autre,  les 
six  droites  en  M  devieimenl  parallèl(»s  aux  six  dr(>ites  en  ^5  . 
donc ,  etc. 

IX.    f.e.^  centres   de   C(n(rhurr  de  la   sf)ir(flr   ro?/?V/j//-  so/// 
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sur  un  cône  droit  de  même  sommet  et  de  même  axe  que  le  cône 
donné. 

Démonstration.  En  ramenant,  comme  dans  le  théorème 
fUTcédciit ,  les  génératrices  l'une  sur  l'autre,  les  plans oscu- 
lateurs  respeclif's  deviennent  parallèles  ;  les  rayons  de  cour- 
bure sont  donc  proportionnels  aux  distances  MS  et  M'S;  les 
droites  qui  joignent  le  sommet  aux  centres  de  courbure  font 
des  angles  cotistanis  avec  l'axe  du  cône,  donc,  etc. 

X.  La  projection  horizontale  de  la  courbe  des  centres  de 
courbure  de  la  spirale  conique  est  une  spirale  logarithmique. 

Démonstration.  Le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  coni- 
que et  le  rayon  du  cercle  parallèle  sont  dans  un  rapport 
constant^  et  se  projettent  suivant  leurs  véritables  grandeurs; 
le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  logarithmique  et  le  rayon 
vecteur  correspondant  sont  aussi  dans  un  rapport  constant  ; 
et  ce  rayon  vecteur  n'est  autre  que  la  projection  horizontale 
du  rayon  du  cerch;;  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  spirale 
logarithmique  et  celui  de  la  spirale  conique  sont  dans  un 
rapport  constant;  mais  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  spirale  logarithmique,  donc,  etc. 

XI  En  développant  le  cône  donné  sur  un  plan  tangent ,  la 
spirale  conique  se  développe  suivant  une  spirale  logarithmique. 

Démonstration.  Les  tangentes  de  la  spirale  conique  déve- 
loppée font  des  angles  constants  avec  les  rayons  vecteurs, 
donc,  eic. 

Xil.  La  tangente  à  la  spirale  conique  trace  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  une  spirale  logarithmique. 

Car  la  spirale  conique  se  projette  sur  un  tel  plan  ,  suivant 
une  spirale  logarithmique  ;  et  la  tangente  à  la  spirale  conique 
trace  sur  ce  plan  une  courbe  seuiblable  (voir  p.  454). 

XII  1 .  Le  lieu  des  centres  des  courbures  de  la  spirale  conique 
est  une  spirale  conique 

Démonstration,  (jc  lieu  tsl  .situé  sur  un  cône  droit   (IX)  et 
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a   pour  projection   horizontale   une   spirale   logarithmique 
(X)  ;  donc ,  etc. 

Note.  Soit  une  surface  développable  sur  laquelle  on  a  tracé 
une  trajectoire  coupant  tous  les  éléments  rectilignes  suivant 
un  angle  donné;  développant  sur  un  plan  (angent ,  les  élé- 
ments rectilignes  deviennent  des  tangentes  à  l'arête  de  re- 
broussement  développée,  el  la  trajoctoiro  développée  coupe 
toutes  les  tangentes  suivant  le  même  angîe  donné  ;  si  l'angle 
donné  est  droit  la  trajectoire  développée  devient  une  déve- 
loppante de  l'aréle  de  rebroussemont  développée  ;  si  Taréte 
se  réduit  à  un  point ,  ce  qui  est  le  cas  des  surfaces  coniques  , 
la  trajectoire  développée  est  une  spirale  îogarilhmique  ;  et  si 
le  sommet  est  à  l'infini ,  si  la  surface  devient  cylindrique .  la 
trajectoire  sur  le  cylindre  est  une  hélice  et  sa  développée  est 
une  droite.  Tm. 


NOTE 

Sur  la  mesure  des  hauteurs. 

FAB.    m     I..  A.   I.E    COINTE 


On  sait  que  parmi  les  nombreuses  applications  de  la 
trigonométrie  recliligne ,  ii  en  est  une  dont  l'objet  est  de 
déterminer  la  hauteur  d'un  éf!ifice  dont  le  pied  est  acces- 
sible : 

Pour  cela ,  sur  le  terrain  ,  supposé  de  niveau  ,  oti  me 
sure  une  base  BC  {fig.  55),  à  partir  du  pied  de  rédidce; 
et  on  place  en  C  le  pied  d'un  gr^^phomètre  avec  lequel  on 
mesure  l'angle  ADE ,  formé  par  DA  avec  l'horizontale  1)1: 
parallèle  à  CB.  Ensuite,  au  moyen  de  la  formule 

AE=zl)KtangADE, 
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on   délermiâie  AB  =  AE  +  I3E  ( bailleur  du  pied  du  gra- 
pliomètre). 

Mais  remarquons  qu'en  mesurant  l'angle  ADE,  on  peut 
commettre  une  erreur,  laquelle  en  introduit  une  aussi  sur  la 
hauteur  de  l'édifice. 

(^ela  posé ,  ne  tenant  pas  compte  de  l'erreur  que  l'on  peut 
commettre  en  mesurant  ia  base  BC ,  et  n'ayant  égard  qu'à 
celle  qui  est  commise  dans  la  mesure  de  l'angle  ADE  (nous 
supposons  cet  angle  mesuré  toujours  avec  la  même  approxi- 
mation ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  base  BC  que  l'on  ait 
choisie  ) ,  nous  allons  nous  proposer  de  résoudre  la  question 
suivante  : 

Déterminer  le  rapport  qui  doit  exister  entre  la  base  BC  et 
la  hauteur  AE  de  l'édifice ,  prise  au-dessus  de  l'horizontale 
DE ,  pour  qu'on  obtienne  la  hauteur  de  l'édifice  le  plus  exac- 
tement possible. 

Désignons,  d'abord  ,  l'angle  ADE  par  «p,  et  soit  a  l'erreur 
commise  dans  la  mesure  de  cet  angle  (a  peut  être  une  quan- 
tité positive  ou  négative)  ;  alors  ,  cp  -f-  «  sera  la  mesure  de 
l'angle  ADE  telle  qu'on  l'a  obtenue. 

Maintenant  soit  §  l'erreur  introduite  dans  la  mesure  de  AE 
(o  peut  être  une  quantité  positive  ou  négative)  par  suite  de 
celle  commise  sur  Tangle  D  ,  et  désignant  par  a  la  longueur 
exacte  de  AE ,  >  +^  sera  la  mesure  de  AE  telle  qu'on  l'a 
obtenue. 

Cela  posé  ,  on  a  la  relation 

X  =1  ^  tang  & 

en  désignant  la  base  BC  par  p 

Mais ,  entre  les  quantités  l  -{-  o  ci  (^  -\-  u^  on  a  aussi  la 

relation 

).  +  ^  =  ptang(<p  +  a); 

d'où 

^  =  ?  [tang  (çp  +  a  )  —  tang  (f  ] , 
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et  comme  on  a  B  = ,  on  aura 

tangcp' 

tang  cp 
ou  bien 

_  Àcos<p  rsin  (<?+«)       sin  fl  

Sin  ©     l.COS  (cp-|-a)  COScpJ 

A  [  sin  (<p  4-  a)  cos  cp  —  sin  <p  cos  {o  -|~  -/)  ] 

sin  <p  cos  (cp  -|-  ly) 
Xsin  a 


^  = 


sin  cp  cos  (<?  +  =')' 


ou  enfin 


Xsina 


-Sin(2(p  +  a)~--Sina 


Celte  formule  nous  montre  immédiatement  que  Terreur  a 
sera  la  plus  petite  possible  lorsqu'on  aura 

a  le  plus  petit  possible  , 

et2cp  +  a  =  90». 

Ces  deux  conditions  réunies  expriment  que  l'angle  <p  doit 

être  sensiblement  égal  à  45",  ou  en  d'autres  termes,  que  le 

JBG 
rapport  -—  doit  être  à  peu  près  égal  à  l'unité. 
AE 

Ainsi ,  dans  la  pratique  ,  si  l'on  tient  à  avoir  la  bauteur 
AB  de  l'édiflce,  avec  une  grande  approximation  ,  il  faudra 
(choisir  (à  vued'œil)  la  base  BC  telle  que  Ton  ait  sensible- 
ment BC  =  AE,  ou  que  l'angle  ADE  soit  à  peu  près  égal  à 
45°,  et  ensuite  on  calculera  cet  angle  avec  l'approximation 
voulue. 

]\ote.  On  trouve  dans  Cagnoli  (ch.  XI ,  §  30î2)  les  correc- 
tions à  faire  pour  avoir  la  mesure  précise  des  hauteurs. 
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CORRESPONDANCE 

relative  aux  Examens  de  Strasbourg . 


Monsieur  le  Rédacteur , 

Tout  ce  qui  peut  intéresser  renseignement  des  sciences  a 
trou ve*place  jusqu'ici  dans  voire  exceUent  journal.  Oserai-jo 
réclamer  de  votre  obligeance  l'insertion  des  deux  lettres  que 
je  vous  envoie  ici.  La  première  est  la  copie  d'une  lettre  que 
j'ai  écrite  à  M.  I.efebure  de  Fourcy;  la  seconde  est  la  ré- 
ponse que  vient  de  faire  M.  l'examinateur.  Je  ne  dirai  rien 
sur  les  faits  qu'énonce  ma  lettre  :  cela  parle  de  soi-même. 

Recevez  l'assurance  de  mon  attachement  sincère. 

FlNCK. 
Strasbourg  ,  ce  20  octobre  1845. 

yà  Monsieur  Lefebure  de  Fourcy  ,   examinateur. 

Monsieur, 

Il  résulte  de  témoignages  certains  qu'en  examinant  un  de 
nos  élèves  dans  le  courant  de  septembre  dernier,  vous  avez 

traité  de  sa ie  l'enseignement  mathématique  du  Collège 

royal  de  Strasbourg  C).  Je  sais  parfaitement  que,  en  votre 
qualité  d'examinateur  :  1  "  vous  n'êtes  pas  mon  supérieur,  hié- 
rarchiquement parlant  ;  2°  «<  vous  n'êtes  ni  juge  des  méthodes 
))  ni  en  droit  d'exiger  ,  comme  vous  le  faites ,  que  les  candi- 
"  dais  répondent  sur  la  géométrie  de  Legendre.  »  Je  vous 
demande  donc  de  vouloir  bien  rétracter  la  qualification  que 


(  •)  Je  n  aj  pas  assiste  aux  examens  ,  parce  (jue  ce  n'est  pas  moi  qui  in  fait  la 
classe  de  mathématiques  spéciales  celte  année  41-45.  (Cela  ne  fait  pas  partie 
de  ma  lettre.  ) 
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vous  avez  lancée  sur  noire  enseignement ,  et  qui ,  si  elle  pou- 
vait tomber  sur  quelqu'un  ,  tomberait  sur  moi.  Quant  au 
blâme  que  vous  avez  prétendu  exprimer ,  il  porlo  principa- 
lement sur  deux  points  : 

1"  Nous  enseignons  la  théorie  des  infiniment  petits  :  elle 
est  PRESCRITE  par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique. 

2*  Nous  déûnissons  la  similitude  comme  elle  est  définie 
dans  plusieurs  ouvrages  adoptés  par  le  même  conseil ,  et  no- 
tamment dans  la  géométrie  analytique  de  M.  Lefebure  de 
Fourcy,  page  342  de  la  4*  édition. 

Votre  attaque  ayant  été  publique,  la  réponse  lésera.  Ainsi 
ma  lettre  et  votre  réponse,  que  j'attendrai  jusqu'au  15  no- 
vembre, s'il  le  faut,  seront  insérées  dans  le  journal  Ter- 
quem.  J'adresse  d'ailleurs  une  copie  de  ma  lettre  à  M.  le  Mi- 
nistre de  l'Instruction  publique ,  et  une  pareille  à  M.  le  pré- 
sident du  Conseil  de  perfectionnement  do  l'École  royale  po- 
lytechnique. 

J'ai  l'honneur  d'être 

Votre  très-humble  serviteur, 

FlNCR. 
Strasbourg,  ce  12  octobre  i84.s. 

Réponse  de  M.  Lefebure  de  Fourcy. 

Paris  ,  15  octobre  i84ô. 

Monsieur  et  cher  confrère , 

Vous  comprendrez  parfaitement  qu'après  un  si  long  délai 
j'ai  pu  oublier  plusieurs  des  choses  dont  vous  me  parlez 
mais  ce  que  je  regrette  surtout ,  c'est  de  n'avoir  pas  eu  le 
plaisir  de  vous  voir  pendant  mon  séjour  à  Strasbourg. 

Vous  me  parlez,  Monsieur  et  cher  confrère,  comme  si  le 
savoir  est  la  mélhode  d'un  professeur  se  relraçaienl  toujours 
avec  (idélité  dans  les  élèves  qui  ont  suivi  ses  leçons  ou  ses 
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ouvrages.  Cela  est  vrai  dans  quelques  cas;  mais  ces  cas  sont 
rares,  surtout  lorsque  les  méthodes  sont  fondées  sur  des  con- 
sidérations fines  et  délicates.  Veuillez  donc,  je  vous  prie,  sé- 
parer entièrement  votre  cause  de  celle  des  candidats,  très- 
nombreux  aujourd'hui,  qui  se  présentent  aux  examens, 
sans  s'y  être  préparés  sérieusement. 

Dans  votre  lettre,  Monsieur  et  cher  confrère,  vous  me 
faites  l'honneur,  pour  justifier  certaines  définitions  de  géo- 
métrie, de  me  rappeler  que  je  m'en  suis  moi-même  servi 
dans  mes  leçons  de  géométrie  analytique.  Sur  ce  point  je 
vous  dois  des  remercîments  :  car  j'avoue  que  je  n'aurais 
point  osé,  de  ma  seule  autorité  ,  les  faire  descendre  dans  la 
Géométrie  élémentaire ,  à  laquelle  tous  les  auteurs  se  sont 
toujours  fait  un  devoir  de  conserver  une  grande  simplicité. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  A^onsieur  et  cher  confrère,  je  me  féli- 
cite de  trouver  cette  occasion  de  vous  dire  à  vous-même  toute 
l'estime  que  je  fais  de  voire  talent.  Je  l'ai  souvent  manifes- 
tée devant  des  géomètres  habiles ,  lesquels  ont  toujours  été 
de  mon  avis. 

Jeconlinuerai  donc  toujours  d'être  avec  une  parfaite  con- 
sidération ,  Monsieur  et  cher  confrère , 

Votre  dévoué  confrère , 

L.   Lefebdre   de  Fodrcy. 

Au  moment  de  faire  partir  cette  réponse  ,  je  me  rappelle 
que  j'ai  été  chargé  de  rendre  compte  de  votre  arithmétique, 
mon  opinion  a  été  qu'on  devait  la  juger  digne  d'être  adop- 
tée dans  l'enseignement  des  collèges.  Depuis  ,  j'ai  eu  occasion 
de  faire  rectifier  une  petite  erreur  qui  s'était  glissée,  à  votre 
préjudice,  dans  le  journal  de  M.  Tcrquem.  — Si  je  fais  men- 
tion ici  de  cette  circonstance,  c'est  dans  l'intention  seulement 
devons  faire  mieux  comprendre  qu  il  n'y  a  aucune  inimitié 


/ 
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lu  où  vous  êtes  peut-être  disposé  à  en  trouver.  Je  crois  aussi 
me  souvenir  que  vous  avez  été  soumis  à  mon  examen  lors  de 
votre  sortie  de  l'École  Polytechnique  :  c'est  de  ceUe  époque 
déjà  ancienne  que  da(e  l'eslimo  que  je  vous  porte. 

L.  Lefebdrk  de  Fodrcy. 

Note.  La  lettre  de  M.  Lefebure  ne  renferme  point  explici- 
tement la  rétractation  que  je  lui  ai  demandée.  Peut-on  la  re- 
garder comme  une  rétractation  implicite?  C'est  ce  dont  le  lec- 
teur peut  juger  lui  même.  Quoi  qu'il  en  soit,  deux  vérités 
sont  énoncées  entre  autres  dans  ma  propre  lettre;  elles  sont 
marquées  de  guillemets.  M.  Lefebure  ne  les  ayant  pas  com- 
battues, je  dois  conclure  qu'il  les  admet  d'après  le  dicton 
qui  ne  dit  rien  consent. 

FiNCK. 

Note.  Une  décision  du  Conseil  royal  du  14  septembre  1841 
prescrit  la  méthode  des  inOtiiment  petits  pour  les  classes 
de  troisième,  seconde,  rhétorique,  dites  préparatoires;  il 
n'est  pas  question  des  mathématiques  spéciales  ;  d'ailleurs  les 
examens  de  l'École  Polytechnique  ne  ressortissent  pas  de 
l'Université.  Tm. 


THEOREME  DE  LEXELL  . 

Et  transformation  des  polygones  sphériques ,  d'après 
M.  Steiner. 

Journal  de  Crclle  ,  t.  Il ,  p.  45.  1827.  ) 


1.  THÉojuiMK  1.  Dans  tout  quadrilatère  sphériquo  inscrit 
dans  un  cercle,  la  somme  de  doux  angles  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres  angles. 
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II.  Théorème  2.  Si  deux  triangles  sphériques  ont  une  base 
commune  el  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  la  diflêrence 
entre  l'angle  au  sommet  et  la  somme  des  angles  à  la  base 
est  la  mèuie  dans  les  deux  angles ,  et  réciproquement  si 
cette  différence  est  la  même  pour  deux  triangles  sphé- 
riques ,  ayant  même  base ,  ils  sont  inscrits  dans  le  même 
cercle. 

Observation.  Le  second  théorème  est  un  corollaire  im- 
médiat du  premier  dont  la  démonstration  est  facile. 

lïl.  Théorème  3.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphé- 
riques équivalents  et  de  même  base,  est  une  circonférence. 
Cette  circonférence  passe  par  les  deux  points  diamétrale- 
ment opposés  aux  extrémités  de  la  base. 

Démonstration.  Soit  ABC  un  triangle  dont  la  base  AB  et 
l'aire  sont  données;  soient  A'  et  B'  les  points  diamétralement 
opposés  à  A  et  à  B  ;  dans  le  triangle  sphérique  A'B'C ,  l'on  a 
A'==2'— A;  B'=2'— B;  d'où  l'on  tire  A  +  B-|-C  =  r+C 
—  A' —  B'  ;  mais  l'aire  des  triangles  étant  constante  A-{-B-|-C 
est  constant ,  donc  aussi  C— A' — B';  et ,  d'après  la  réciproque 
du  théorème  précédent ,  le  point  C  est  sur  une  circonférence 
passant  par  les  points  A',B';  c.q.  f.d. 

Observation.  La  première  partie  de  celte  proposition  est  le 
théorème  de  Lexell  {Nova  acta  Petropolitana .,  volume  V, 
l'*"  partie)  ;  la  seconde  partie  est  de  M.  Steiner  ainsi  que  toute 
la  démonstration. 

Corollaire.  Si  par  les  points  B,B'  on  mène  un  demi  grand 
cercle  tangent  au  cercle  CA'B',  il  est  évident  que  l'aire  du 
faisceau  formé  par  ce  demi-cercle  et  le  demi-cercie  BAB'  est 
équivalente  à  l'aire  du  triangle  ABC  ;  soit  p  l'angle  du 
fuseau;  on  a  donc  yp  =  ABC— 2*. 

IV.  Problème.  Dans  un  triangle  sphérique,  on  connaît  un 
côte,  un  angle  adjacent  et  l'aire,  construire  le  triangle. 

Solution  Soit  ABC  le  triangle  à  construire;  le  côté  AB  et 
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Tangle  B  sont  donnés ,  ainsi  (|ue  l'aire  du  Iriangio  ABC  ;  orr 
connaît  donc  A  +  B-f-C  j  avec  l'angle  B  construisons  le  fais- 
ceau BAB';  le  point  cherché  C  est  situé  sur  le  demi-cercle 
BMB';  par  BB'  menons  un  autre  demi-cercle  BDB'  faisant 
avec  le  demi-cercle  BAB'  un  angle  p  égal  a  %{\-\-B-\-C)—i'^  ; 
par  le  point  A'  diamétralement  opposé  à  A  et  par  B',  menons 
un  petit  cercle  tangent  au  demi-cercle  BDB';  ce  petit  cercle 
coupe  le  demi-cercle  BMB'  au  point  cherché  C. 

Corollaire  I.  On  peut  donc  diviser  un  triangle  sphérique 
en  deux  parties,  dont  les  aires  soient  dans  un  rapport 
donné  par  un  arc  de  grand  cercle  mené  du  sommet  au  côté 
opposé. 

Corollaire  II.  On  peut  aussi  construire  un  triangle  sphéri- 
que connaissant  un  angle  ,  un  côté  adjacent  et  le  périmètre  ; 
à  l'aide  du  triangle  polaire,  on  ramène  ce  problème  au  pré- 
cédent. 

Corollaire  llî.  Le  théorème  de  Lexell,  rapporté  au  triangle 
polaire,  donne  cet  autre  théorème  :  Dans  lout  triangle  sphé- 
rique qui  a  un  angle  constant  et  dont  le  périmètre  est  con- 
stant, l'enveloppe  du  côlé  opposé  à  l'angle  constant  est  un 
petit  cercle  de  la  sphère. 

Corollaire  IV.  Le  théorème  de  Lexell  peut  servir  à  trans- 
former un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
valent. 

Observation.  Lorsque  la  sphère  devient  un  plan ,  le  théo- 
rème de  Lexell  se  réduit  à  cet  énoncé  élè»iienlaire  :  Le 
sommet  d'un  triangle  de  base  et  d'aires  constantes  est  une 
droite. 

Mais  le  théorème  du  corollaire  lll  se  change  en  celui-ci 
dans  un  triangle  qui  a  un  angle  et  un  périmètre  constants  , 
Tenveloppe  du  côté  opposé  à  l'angle  est  une  hyperbole,  si 
cet  angle  est  aigu  ;   une  para'oole,  si  l  angle  est  droit;  une 
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ellipse  si  l'angle  est  obtus;  mais  jamais  un  cercle.  (Pour  la 
démonslration  voir  Annales,  1. 111  ,  p.  182.) 

V .  Théorème  de  M.  Steiner.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle 
qui  parlant  des  sommets  d'un  triangle  sphérique  le  par- 
tagent en  deux  parties  équivalentes,  se  coupent  en  un  même 
point. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle  sphérique  ;  A',B',C'  les 
points  diamétralement  opposés  à  A,B,C;  A<2,B6,Cc,  les  trois 
arcs  de  grand  cercle,  bissecteurs  d'aire. 

D'après  le  théorème  de  Loxell ,  les  quatre  poinls  A,B,6,a; 
de  même  les  quatre  points  B\C,c,0  et  les  quatre  points  A',C', 
c^a  sont  sur  de  petits  cercles;  les  trois  plans  de  ces  petits 
cercles  se  rencontrent  en  un  point  0^  donc  les  trois  droites 
A'<2,B'6,C'c  intersections  de  ces  plans  passent  par  le  même 
point  O;  et  les  plans  des  trois  arcs  de  grands  cercles  bissec- 
teurs A'ûfA,  B'/>B,G'cC,  passent  encore  par  ce  point  0;  mais 
ils  se  rencontrent  aussi  au  centre  de  la  sphère  -,  par  consé- 
quent les  plans  des  arcs  bissecteurs  ont  deux  points  en 
commun,  se  coupent  suivant  la  même  droite,  donc,  etc.. 

Observation.  La  droite  d'interseclion  des  trois  plans  biîjsec- 
teurs  d'aire  ne  passe  pas  parle  centre  de  gravité  de  l'aire  du 
triangle. 


QUESTION  D  EXAMEN 

sur  les  cordes  des  coniques. 

(  V.  p.  520.  ) 


Qdestioin.    Quel  est  le  lieu  géométrique  du  milieu   d'une 
corde  de  grandeur  constante  ,  inscrite  dans  une  conique  ? 
1.  Considérations  générales,   l  ne  corde  de  longueur  con- 
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slanle  étant  inscrite  dans  une  conique,  l'enveloppe  est  une 
ligne  du  quatrième  degré.  On  trouve  le  point  de  contact  de 
chaque  corde  avec  l'enveloppe,  en  projetant  sur  cette  corde 
le  point  d'intersection  des  deux  normales  menées  à  la  courbe 
donnée,  par  les  deux  extrémités  de  la  corde  ;  ce  même  point 
d'intersection ,  joint  à  un  point  quelconque  de  la  corde,  donne 
la  direction  de  la  normale  à  la  courbe  que  décrit  ce  point 
pendant  le  mouvement  de  la  corde  (î.  Il,  p.  289  et  t.  IIÏ, 
p.  187).  On  sait  donc,  à  chaque  position  de  la  corde,  mener 
une  tangente  par  le  point  milieu  à  la  courbe  décrite  par  ce 
point  milieu. 

II.  Expression  analytique  de  la  longueur  d'une  corde  in- 
scrite dans  une  conique. 

Soit  l'équation  à  six  termes  d'une  conique;  axes  rectan- 
gulaires ;  et  dy -^  ejo -\-f  =  0  [i]  l'équation  d'une  sécante; 
les  équations  donnant  respectivement  les  deux  abscisses  ,  et 
les  deux  ordonnées  des  deux  points  d'intersection  de  la  droite 
et  de  la  conique,  sont  [voir  t.  Il ,  p.  108)  : 

Rx^H-Sjr:'+T=0(3);  Kjk +S>-4-T'=r=0(4);  R=Ae'— B^e+C^^ 
S=2Aef--Bdf—Dde+Ed';  T=A/^    Ddf-i-Fd\ 

On  trouve  T'  et  S'  en  changeant  d  çn  e ^  A  en  C  ,  D  en  E,  et 

vice  versa.  Le  carré  de  la  différence  des  racines  dans  l'équa- 

S^_4RT  .         .,,  S'^~4RT'. 

tion  (3)  est — ,  et  dans   l  équation  (4) , 


IV       '  ^  R^ 

Désignant  par  //  la  longueur  de  la  corde  inlerceplée,  on  a 

donc 

S--4RT4-S'-'.RT  ^  V 
P  |..  1^.  V     -r  V 

y  =  l'd'  —  2dcn  +  le'  -I-  mr  +  2/V/A'  +  2fek. 
Faisant  c=  dr ,  f'=ds,  réqualion  (1 1  prend  la  forme 

y  -\-  rx  -h  >■  =  0  ;  {3) 
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ot  l'équation  (4)  devient  : 

^  _  (1  4-  r'){l'-'  2m-f /r'4-m.ç'+  2k's  -j-  2krs) 
^  ~  (Ar^— Br  +  Cr  *      ^^^ 

m.  Théorème.  Le  lieu  géométrique  du  milieu  d'une 
corde  de  longueur  constante  inscrite  dans  une  conique  à 
centre ,  est  une  ligne  du  quatrième  degré  concentrique  à  la 
conique. 

Démonstration  Prenons  pour  axes,  les  deux  diamètres 
principaux,  l'équation  de  la  conique  est  : 

Ax'+Cj:'^+F  =  0;      /c  =  k'  =  n  =  0;     /  =  — 4AF; 
/'=-4CF;     m  =  — 4AC. 

Conservons  les  mêmes  données  que  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, l'équation  (6)  devient  • 

p'{Ar'-^Cy=^  —  ^{\-i-r)[F{Ar'  +  C)  +  ACs'].      (7) 

Désignant  par  x'  et  y  les  coordonnées  du  point  milieu  de  la 
corde ,  on  a  • 

S  Ars         ,  S'  Cs 


2R  Ar^+C  -^  2R  Ar'+C 

et  l'on  a  aussi  j'-h  rjc'-\-s=0  j  mais  deux  de  ces  trois  équa- 
tions impliquent  la  troisième  ;  y  et  x'  étant  les  coordonnées 
courantes  du  point  milieu  ,  nous  supprimons  les  accents,  et 
pour  avoir  le  lieu  cherché ,  nous  éliminons  r  et  5  entre  les 
équations  (5),  (7)  et  (8);  éliminant  d'abord  s  entre  les  équa- 
tions (5)  et  (8),  il  vient  après  avoir  divisé  par  r, 

Ary  —  Cx=0;    d'ou    ^  =  -—;    s— ^ ; 

portant  <es  valeurs  dans  l'équation  (7),  on  obtient,  après 
avoir  ôté  le  fadeur  .\y  +  Cx^  -. 

I^{^y-\-CJc'){Ay'+Cx'+F)  +  ACp'{Ay-{^Cx')  =  0.    (9) 
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Telle  est  l'équation  du  lieu  cherché,  courbo  du  qua- 
trième degré,  concentrique  à  la  conique  donnée;  ce  qui  était 
évident  à  priori.  j:=:^  =  0  satisfont  à  l'équation;  donc  l'o- 
rigine est  sur  la  courbe  ou  est  conjuguée  à  la  courbe.  Lorsque 
c  =: 0 ,  l'équation  se  réduit  à  Ajv'  +  Cj:'  +  F  =  0  ,  c'est-à- 
dire  à  la  conique  donnée  ;  ce  qui  est  encore  évident. 

DISCUSSION . 

IV.  Ellipse    Soit  a  le  demi-grand  axe  et  b  le  demi-petit 
axe  ;  l'équation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

4^v*+ *^'^'-^y(^' + ^') + ^^^-^  • + ) 

Résolvant,  il  vient  : 

SaY  =  -b'[^  {a'  +  b')  jt'  +  a'  (p'  —  W)  dz 

±  V\^{^^—^yx^  —  ^(^\(i'—^'){p^+^ci')x'-^a\p'--^a)'], 
ou  bien  • 

SaY  =—b'{ri  (^'-j-  b')x'  -f  à"  (p'—  lia'')  zt 

dz  V[^x\à'—b')  -  a\p  +  '±af-][kx\a''—b')  —  a\p-)lay] } , 

équation  qui  rend  facile  la  construction  de  la  courbe,  lors 
même  que  la  conique  n'est  pas  tracée. 

1"  Si  p  est  supérieur  ou  égal  à  -la  ,  l'équation  n'est  possible 
que  pour  les  valeurs  réelles  r  =  r  =  0;  donc  la  courbe  se 
réduit  à  son  centre. 

2°  /?  <;  :2fit  et  >>  2Z?  ;  la  courbt»  est  un  huit  de  chiffre  pas- 
sant par  le  centre  ;  la  tangente  parallèle  au  grand  axe  a  pour 

équation  r  =  -—  V^  ^à' —  //' 

Désignant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  (coefficient 
(liiTérentiel)  par/,  on  a 

b'x    Sb\v'  +  ^aY  (a'  +  b')  +  a'b'  {p'  —  W) 


.r  = 


ay  '  HaY  -H  ^^b'x'  («'  +  b')  +  a'b'  (//  —  in')  ' 
Ann.  i>i.  Mathkm.  IV  +0 
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(lU  bien  ,  prciianl  la  dérivc'i^  sur  l'équalion  résolue,  on  trouv* 

^aWy  =z(a  —  0  )  .r =: ; 

où  X  est  la  fonction  de  jc  qui  est  sous  le  radical ,  dans  la  va- 
leur  de  y-,  ^9 'devient  nul  en  faisant  .r=0,  et  r  =j---riri)^V 

mais  cotte  seconde  valeur  rend  y  imaginaire  ;  y  devient  in- 
fini lorsque  X  =  0  ;  ce  qui  donne  . 

La  première  valeur  rend  y    négatif,  la  deuxième  valeur 

donne  v  = • ^ rz ;  le  second  membre  est 

4  a  a — b 

positif:  on  connaît  donc  la  p(>sition  des  deux  tangentes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y. 

L{]  système  des  deux  diamèlres  égaux  chacun  à  p  est  donné 
par  l'équalion  a'{p'—kb'')y—b'{rpa'—p')jc'=zO. 

3"  />  <  2<^  ;  /?  =  2/^  ;  le  système  des  diamèlres  égaux  se 
réduit  au  petit  axe. 

h.''  p  <i  2a  ;  p  <C2b  ;  le  système  des  diamètres  égaux  dis- 
paraît ;  la  courbe  n'a  plus  de  points  multiples  au  centre,  qui 
devient  un  point  isolé  et  conjugué  ;  la  forme  est  ellipsoïdale 
et  elle  est  inscrite  dans  le  rectangle  formé  par  les  tangentes 
parallèles  aux  axes  ;  les  équations  de  ces  tangentes  sont  : 


a 


2b  ^  -^        2a  ^ 

5°  Si  a—b,  l'équation  (10)  devient  : 

qui  représente  un  point  conjugué  et  un  cercle ,  ainsi  que  l'en- 
seigne la  géométrie  élémentaire. 
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V.  Hyperbole.  Prenant  2a  pour  Taxe  local,  l'équation  du 
lieu  cherché  est  : 

4^6y  _  Ii.à'b'a:y  {à"  —  h')  —  ^b^x'^  — 


Les  termes  du  quatrième  degré  sont  : 

^[a^y-{.b'x'){ay  —  b^x'). 

Ainsi  la  courbe  formée  par  les  cordes  intérieures  a  les  mômes 
asymptotes  que  l'hyperbole,  ou  plutôt  l'hyperbole  est  une 
asymptote  curviligne  à  la  courbe  du  quatrième  degré;  ce 
qu'on  peut  voir  à  priori ,  puisqu'à  TinGni  l'hyperbole  se  con- 
fond avec  ses  asymptotes.  Lorsque  p  est  égal  ou  inférieur  à 
l'axe  focal ,  il  n'y  a  point  de  courbe  à  l'extérieur,  et  le  centre 
est  un  point  conjugué  ;  mais  lorsque/?  est  plus  grand  que  l'axe 
focal,  il  existe  une  courbe  correspondante  aux  cordes  exté- 
rieures ,  ayant  une  forme  lemniscoïde  ,  et  la  détermination 
des  tangentes  limites  a  lieu  comme  ci-dessus. 

r  II  est  facile  de  voir,  par  la  comparaison  des  équations, 
que  la  courbe  du  quatrième  degré,  soit  pour  l'ellipse,  soit 
pour  l'hyperbole,  ne  peut  devenir  ni  une  cassinoide  ni  une 
lemniscate. 

2"  Si  û^  =  /? ,  réquation  (11)  devient  : 

4(r'  — ^'')  +p\x—y-)  +  ^a[x'  +  r')  ~  0. 
3''  Faisant  b^=ah^  l'équation  de  l'hyperbole  est  : 

■>.  7  3,1  /a 

y  —  Il  X  =  —  h    , 
et  l'équation  (11)  devient  : 

4k^  -f  4/iVS-'^  [h'  —  1  )  —  Mi\r^      p'Ii'  {y—  k'x')  + 

Faisant  ^  =  0,  l'hyperbole  se  réduit  à  deux  droites,  et 
l'équation  du  lieu  prend  cette  forme  : 
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Jje  premier  facteur  représente  le  système  des  deux  droites,  et 
le  second  une  ellipse  rapportée  à  des  diamètres  conjugués  ; 
ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  connu  sur  le  lieu  décrit  par 
un  point  d'une  droite  d'une  longueur  constante,  inscrite  dans 
un  angle  rectiiignc  {voir  p.  186). 

VI.  Parabole.  Soit  l'équation  de  cette  courbe ,  axes  rec- 
tangulaires ,  Ay''  +  Eji=  0  ;  d'où 

^  =  2AE,     l'=E\     m=:l  =  k'=:n  =  0. 
L'équation  (k)  donne  : 

Ary  =  E(l  +r')  (E  +  4Ar^).  (12) 

Désignant  par  jc,j  les  coordonnées  courantes  du  milieu 
de  la  corde,  on  trouve  : 

_    E  _    E  ___  ,  _       2Ay  +  Rr 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (12) ,  on  trouve  pour 
équation  du  lieu  cherché  ,  après  avoir  fait  E=:  —  2^A, 

ligne  qui  a  pour  asymptote  curviligne  la  parabole  donnée  ^ 
comme  cela  doit  être. 
Cette  équation  résolue  donne  : 

2jK^  =  q  ['2jc  —  ^cj  zb  \/{2x  —  kq-\-p)  {2a:  —  ^q—p)]. 

Vil.  Les  moyens  de  solution  sont  les  mêmes,  si  l'on  de- 
mandait, en  général,  à  trouver  le  lieu  géométrique  d'un 
point  dont  les  coordonnées  sont  re>peclivernent  des  fonctions 
symétriques  quelconque?  des  coordonnées  des  extrémités  de 
la  (  orde  ;  car  resl  donné  en  fonction  de  s  ;  et  les  équations  (3) 
et  (4)  fourniraient ,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
doux  équations  entre  les  coordonnées  du  point  et  la  quantité  s  ; 
éhminant  5,  on  aura  le  lieu  cherché.  Tm. 
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EQUATIONS  POLAIRES. 

PAB.  M.   MIDY, 

ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaux. 


I .  Discussion  de  la  droite , 

Dans  la  plupart  des  traités  de  géométrie  analytique,  on  ne 
discute  guère  d'autres  équations  polaires  que  celles  dos  trois 
courbes  du  second  degré  ,  ramenées  à  leurs  formes  les  plus 
simples.  Encore  ne  donne-t-on  pas  en  général  le  moyen  de 
construire  ces  courbes  en  partant  de  ces  mêmes  équations. 
Cependant  les  élèves  ,  dans  les  examens ,  ont  fréquemment  à 
discuter  des  courbes  polaires  d'espèces  différentes  Nous 
croyons  donc  faire  une  chose  utile  en  montrant,  pr  quel- 
ques exemples  choisis,  comment  il  est  souvent  possible  de 
déduire  d'une  équation  polaire  donnée  non-seulement  la 
construction  géométrique  de  la  courbe  qu'elle  représente  , 
mais  encore  la  détermination  précise  de  ses  tangentes,  de  ses 
asymptotes,  et  même  de  ses  points  d'inflexion  lorsqu'elle 
doit  en  avoir. 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  supposerons  connues  les  méthodes 
au  moyen  desquelles  on  détermine  pour  chaque  point  dune 
courbe  polaire  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 
fait  la  iMiigente  en  ce  point  avec  le  rayon  vecteur  et  la  va- 
leur linéaire  de  la  sous-tangente  correspondante.  Nous  dési- 
gnerons ,  pour  abréger,  la  première  de  ces  deux  grandeurs 
par  la  caractérislique  /</,  et  la  seconde  par  si  ;  et  comme  l'é- 
quation polaire  de  la  ligne  droite,  considérée  sous  ses  ililTé- 
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ronirs  formes,  nous  sera  utile  par  la  suite,  c'est  par  elle  que 
nous  coramoncerons  ces  discussions. 
Soil  d'abord  l'équation  polaire  : 

_  1 

sin  CD  +,cos  0)  ' 

indiquée  dans  ]es^nnales  (lome  111,  page  608),  et  qui  est  celle 
d'une  droite  rencontrant  les  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
{fig.  56),  en  A  et  en  B  à  une  dislance  1  de  l'origine ,  et  par 
suite  parallèle  à  la  bissectrice  DE  de  l'angle  YOX'. 

La  discussion  directe  de  l'équation  (1)  ne  conduirait  pas 
immédiatement  à  cette  conséquence.  Voyons  toutefois  par 
quelle  suite  de  considérations  elle  pourrait  nous  y  faire 
arriver. 

Les  hypothèses  w  =  0°  et  w  =  90°  donnant  l'une  et  Tiiulre 
0=1,  on  voit  de  suite  que  la  ligne  cherchée  coupe  les  droites 
rectangulaires  OX  et  OY  en  A  et  en  B.  Puis,  pour  toutes 
les  valeurs  de  o^  comprises  entre  les  deux  précédentes,  la 
somme  sin  w  -f  cosw  est  >>  1,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que 
sa  valeur  maximum  correspond  à  wr=:45". 

Par  suite,  entre  ces  deux  limites,» est  <C1  et  sa  valeur  mi- 

1 
nimum  ,  égaie  à  -^  2  est  la  perpendiculaire  OC  abaissée  du 

point  O  sur  la  droite  AB.  Il  est  donc  reconnu  déjà  que  celle- 
ci  a  trois  points  communs  H ,  C ,  B  avec  la  ligne  cherchée. 

D'ailleurs,  en  faisant  varier  w  de  90°  à  90°-f-^5°,  ou  de 
0°  à — 45",  la  valeur  de  o  tend  également  vers  l'infini;  au 
delà  de  ces  limites  les  valeurs  de  p  deviennent  négatives, 
mais  leurs  valeurs  absolues  sont  égales  aux  précédentes, 
d'où  il  suit  que  celles-ci  suffisent  pour  déterminer  tous  les 
points  de  la  ligne. 

Quoique  ces  premiers  résultats  indiquent  déjà  une  sorte 
de  (Ontiguïté  entre  la  droite  indéfinie  JNABJN'  et  la  ligne 
cherchée,  on  ne  peut  nc.inmoins  en  (onclure  encore  l'iden- 
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tité  des  deux  lignes.  Considérons  donc  la  ligne  (1)  comme  une 
courbe,  et  nous  allons,  pour  la  caractériser  davantage,  cal- 
culer les  quantités  que  nous  somnjes  convenus  précédemment 
de  désigner  par  tg  et  st. 
De  l'équation  (1)  on  déduit  : 

,   ^^ 1 

^  ~^         sin  (-  +  A)  +  cos  ['.y  +  //.)  ' 
d'où 

(sin  (o)  -\-  h)  —  sin  w)—  {cosf.>  -  cos(^)  -\-  h)) 

(sin  {r>i  -\-h)-\-  cos  (o)  -|-  h)  )  (sin  w  -f-  cos  w)  ' 
par  suite 


Il           (sin(w -\-  h)-\- cos(w -{-h) .  (sin w  +  cosi 

l'x 

2 

k                            /      ,    ^A         •     /         f^\ 
cos    w  H —  1  —  sin    w  =  - 

.    1, 
sin-/i 
2 

donc 

h           (sin  oi  +  cos  w)"* 

hm.  7  = ! ^ ; 

k             cosoj  —  sm  w 

d'où  il  suit  que 

sinw  +  cos&j                              1 

Ig  ■                                    ;   -    -       Cl   SI  

cos  w  —  sm  0)                   cos  t.>  — 

sin  w 

Voyons  les  conséquences  de  ces  deux  formules.  Pour 
w  =0,  elles  donnent  fg  =  1  et  st  —  — l .  D'ailleurs  p=\. 
Donc,  pour  le  point  A  de  la  ligne  (1  )  la  sous-tangente  est  OB, 
et  la  tangente,  qui  est  par  suite  rindéfini  lîA ,  fait  avec  le 
rayon  vecleur  OA  dans  le  sens  AN  un  angle  OAJN  dont  la 
tangente  est  —  1.  D'où  il  suit  que  la  tangente  de  son  supplé- 
ment OAiN'  est  +  1  ,  ce  qui  d'ailleurs  est  évider.t  puisque  le 
triangle  rectangle  OAB  est  isocèle. 

On  prouverait  de  même  que,  pour  le  point  lî ,  la  sous- 
tangente  est  OA  ,  et  que  pnr  conséquent  la  tangente  est  AH. 

t 

Pour  f.)=r:45%  p  =  -x/  2  ai  st  =00.  Donc   la   Umgenle  au 

point  Ci  est  parallèle  à  DE, 
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D'ailleurs  si  l'on  fait  w  =  90*^-1-^^"'  ^"  bien  .3  ==  —  45% 

1 
l'on  a  également  p=  oo  et  st  =  -  \/  2  dans  le  premier  cas , 

et  st  = 1/2  dans  le  second  cas.  Donc  la  droite  AB,  déjà 

tangente  en  A,  en  G  et  en  B,  à  la  ligne  (1)  est  en  outre,  tant 
dans  le  sens  CN  que  dans  le  sens  contraire  CN',  une  asymp- 
tote de  cette  ligne. 

Il  est  donc  reconnu  que  la  ligne  (1),  qui  suit  l'indéfini  AB 
dans  toute  son  étendue ,  la  touche  dans  ses  points  les  plus 
remarquables.  Pour  vérifier  enfin  si  cette  ligne  ne  serait  pas 
la  droite  AB  elle-même,  cherchons  quelle  serait  la  dislance 
de  chacun  de  ses  points  à  la  droite  DE ,  parallèle  à  AB ,  ou 
ce  qui  est  l'équivalent ,  déterminons  quelle  serait  pour  chaque 
valeur  de  ^ ,  la  projection  de  p  sur  la  perpendiculaire  OC  à 
ces  droites. 

Nommons  c»  l'angle  formé  avec  OX  par  la  droite  OC.  Pour 
une  position  quelconque  du  rayon  vecteur,  nous  aurons  : 

1  1  1 

cos {o> — <» )  =  -[/  2.c.osoi-i-  -  \X 2  sin  w  =  - 1/ 2{cos o)  +  sinw) ^ 

Zé  ■^  ^ 

d'ailleurs 


cos  w  —  sm  w 

donc 

\      _ 

0  eos  (a.  —  'f)  =  -  V/2  =  0C. 

Ainsi  la  projection  de  r,  sur  OC  est  constante.  Donc  enfin  la 
ligne  (1)  n'est  autre  que  AB. 

On  voit,  par  la  discussion  précédente,  combien  il  importe 
d'avoir  une  équation  polaire  de  la  ligne  droite  assez  carac- 
térisée pour  que,  dans  aucun  cas ,  on  ne  puisse  la  confondre 
dvec  celle  d'anc  autre  ligne. 

Pour  la  trouver  ,    prenons  sur   les  axes  rectangulaires 
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OX,  OY  (fig.  57),  0A=  a,OB  =  b  et  menons  AB  ;  l'équation 
de  cette  droite  sera 

ay  -{-  bx  ^=  ab  ; 

par  suite  son  équation  polaire  sera 

a  .  psin  (^~\-  b  .  p  cos  w  =  ab, 
d'où 

ab 


p  =  — : i — ; y 

asin(*^  -j-  b  cos  w 

équation  qui  devient  identique  avec 

1 


(2) 


P  = 


sin  M  -\-  cos 


quand  on  fait  a=  i  et  b  =  i. 

Quand  on  fait  b  infini  l'équation  (2)  se  change  en 

a 

cos  w  ' 

c'est  l'équation  polaire  d'une  droite  perpendiculaire  à  OX, 
ou  à  l'axe  polaire,  menée  à  une  distance  a  du  pôle. 

De  même 

_    b 
sin  w 

est  une  parallèle  à  cette  même  droite  menée  à  la  distance  b. 
En  appelant  a  l'angle  BAO  et  p  la  perpendiculaire  OC 
sur  AB,  l'équation  (2)  deviendra  : 

P 

P  =  -: j : , 

sm  ''>  cos  a  -f-  cos  a>  sm  a 

ou 

._      p 


et  c'est  la  lormc  sous  laquelle  on  la  met  ordinaironicnl 


(4) 
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La  ûgure  (57)  montre  en  effet  que  cette  équation  écrite 
comme  il  suit: 

P  sin  (o)  -\-oc)  =p^ 

exprime  que  la  projection  de  tous  les  rayons  vecteurs,  tels 
que  ON  sur  OC,  est  constante  et  égale  à/?,  ou  que  la  ligne  AB 
est  droite. 

En  renversant  le  calcul  qui  précède,  on  reviendrait  aisé- 
ment de  l'équation  (4)  à  l'équation  (2)  qui  l'a  produite. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'équalion  particulière 

3  SU!  w  —  2  COS  w 

indiquée  également  dans  les  Annales  (tome  III,  page  608) , 
rentre  dans  la  forme  générale  : 

ab 
a  sin  to-\-  b  cos  w 

Elle  est  celle   d'une  droite  (oupant  l'axe  polaire  en  A 

1 

{fig.  58)  à  la  distance du  pôle  et  la  perpendiculaire  OY 

1 

sur  cet  axe  à  la  dislance  OB  =    . 

On  peut  d'ailleurs  identifler  cette  équation  avec  l'équation 

P=- 7 ^,  (6) 

SinwCOSa-}-COSwSina 

en  posant  l'équation 

sin  0)  cos  a  -|-  COS  (^  sin  OL  =z  p  [3  sin  ot  —  2  cos  o), 

ou 

sin  01  (cos  a  —  3/?)  -j-  cosw  (sin  a  -[-  2/>)  —  0  ^ 

et  comme  celle-ci  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  r^,  il  faut 
qu'on  ait  séparément  : 

cos  a  —  3/^  =  0, 

sin  a  -|-  2/.»  =  0  , 
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ou  bien 

COSa  =  3/?, 
sin  a  ^=  —  2/?. 

Elevant  au  carré  et  ajoutant,  Ton  a 


d'où 
par  suite 

COSz 


^  13 


di— \/l3     et     siiia  =  =p— \/l3; 
13  ^13 


substituant  ces  valeurs  dans  (6)  Ton  retombe  sur  l'équation 
primitive 

1 

p  = . 

3  sm  00  —  2  cos  w 

II.  Courbe  polaire. 

Considérons  maintenant  l'équation  polaire 

l+sin&> 
1  —  sinw 

[Fig.  59.)  Soient  O  le  pôle  et  OX  l'axe  polaire.  Décrivons 
du  centre  0  et  du  rayon  0A=1  la  circonférence  ABA'B  .  Fai 
sons  croître  w  depuis  0"  jusqu'à  90°  :  p,  qui  sera  positif,  croi 
tra  depuis  1  jusqu'à  x  ;  ce  qui  donnera  l'arc  AV.  De  90  à 
180"  les  valeurs  de  p  seront  encore  positives  et  en  ordre  in- 
verse égales  aux  précédentes  ;  ce  qui  donne  l'are  VA'.  De 
180"  à  270°  les  valeurs  de  p  décrv  liront  de  1  à  0;  ce  qui  don- 
nera l'arc  A'N"'0.  Enfin  de  ^70"  à  360°  les  valeurs  de  p  égales 
aux  précédentes,  croîtront  de  0  à  1  ;  ce  qui  donnera  lare 
OJN"A. 

Voyons  comment  on  déterminera  le  point  JN  de  la  courbe 
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correspondant  à  une  position  donnée  ON  du  rayon  vecteur. 
La  perpendiculaire  M  P  sur  OX  étant  la  valeur  correspondante 
de  sin  r.) ,  on  fera  MP'=  1VIP"=  MF  :  puis  menant  P'Q  pa- 
rallèle à  P'A,  l'on  aura  par  celte  construction  : 

1— smt.) 

Rabattant  du  centre  O  le  point  Q  en  N  sur  la  direction  OIN, 
le  point  N  ainsi  construit  sera  le  point  cherché.  Si  l'on 
prend  l'arc  AM'=AM,  il  sera  facile  de  déduire  delà  position 
connue  du  point  N,  situé  sur  le  rayon  ON,  celle  du  point  N" 
sur  ON'  :  car  les  rayons  vecteurs  correspondants  seront  lies 
par  la  relation 

Donc  si  l'on  détermine  sur  la  tangente  en  A  au  cercle  OA 
un  point  G  également  distant  de  A  et  de  N,  la  circonférence 
CA  coupera  la  direction  OM  en  un  point  N'  qui  rabattu  en  N" 
donnera  la  position  du  second  point  cherché. 

Il  sera  donc  facile  de  déterminer  tant  au-dessus  qu'au  des- 
sous de  l'axe  polaire  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on 
voudra.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  tgel  st. 

D'abord 

i-\-siiï(M-\-h) 
^  '     "~1— sin(o)4-A)  ' 
par  suite 

2/^sin(w  +  /î)— sinro  \  4cos /^c^ -{--/i'jsin -/t 

(  1  —  sin(w-f/i)j(l— siuf..)        f  i^sin(^.j-j-/i)  J  (i  — sin^; 
d'où 

.        f  1  —  sin{'o-\-h)\  {\  —  sinw)  -h 


•2  cos  \h^-\--h  j  sin  -  h 


— 
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l'on  aura 

donc 

lira 

h 

(1  —  sinw)' 
2  cos  w      ' 

d'où  Ton 

dédu 

ira 

ig^ 

1 

=  -  cos  co 

2 

et  st 

(1  +sîno.)' 
2  cos  w 

ou  encore  st  = 

1 

=  2'° 

COSo 

) , 

De  cette  dernière  expression  il  résulte,  que  la  sous-tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  la  demi-pro- 
jection du  rayon  vecteur  correspondant  sur  l'axe  polaire. 
Ainsi  projetant  le  point  N  en  «  sur  OX  et  prenant  sur  la 

1 
perpendiculaire  en  O  à  ON,  0S=   O/i,  la  droite  SN  sera 

tangente  en  N  à  la  courbe  considérée.  Il  résulte  des  mêmes 
formules  qu'au  point  O  la  perpendiculaire  OY  sur  OX  est 
tangente  aux  deux  branches  de  la  courbe  :  qu'aux  points 

1 

A  et  A'  la  sous-tangente  OL ,  est  égale  à  -OA  :  que  langle 

formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  tangente  croît  depuis  le 
point  O,  où  il  est  nul ,  jusqu'au  point  A  où  il  a  atteint  sa 
valeur  maximum  que  de  A  en  V  il  décroît  sans  cesse  pour 
devenir  nul  à  Tinfini;  c'est-à-dire,  quand  la  tangente,  de- 
venue parallèle  à  OY,  est  située  à  une  distance  infinie  de  celle 
droite. 

Proposons- nous  enfin  en  dernier  lieu  de  trouver  sur  la 
partie  ON 'A  le  point  le  plus  b;\s.  C'est  évidemment  celui  où 
la  tangente  est  parallèle  à  OX  et  où  par  conséquent  l'angle 
formé  parla  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  égal  à  celui 
que  ce  dernier  fait  lui-même  avec  l'axe.  H  sera  donc  déter- 
miné par  la  relatioti 

1 
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qui  conduit  à 


d'où 


tang**  «>  -|-  tang"  w — - = O5 


1       1      ^ 


ou,  rejetant  le  signe  inférieur, 

tang%o==— l+lv/i". 

Pour  avoir  la  position  correspondante  du  rayon  vecteur 
nous  ferons  la  construction  suivante.  Rabattant  E'G  en  E'H' 
sur  le  côté  E'B'  du  carré  construit  sur  OA  et  projetant  H' 
en  H",  la  moitié  AI  de  la  corde  AK  sera  la  valeur  de  tang  w. 
Faisant  AT"=  AT'=AI,  le  point  W,  conjugué  du  point  N, 
rabattu  en  ]\"  sur  AT',  sera  la  position  du  point  le  plus  bas 
cherché  et  la  courbe  aura  la  forme  YNAN"ON"'A'V  indiquée 
parla  figure. 


FORMULES  FONDAMENTALES 

de  la  trigonométrie  sphérique  et  sur  les  angles  de  torsion , 

PAB.  K.  H    I.EMON'K'IER, 

ancien  élève  de  l'École  normale,  professeur  au  collège  de  Nantes. 


La  plupart  des  livres  élémentaires  ne  présentent  le  théo- 
rème relatif  à  la  projection  d'une  ligne  brisée  sur  un  axe 
que  pour  en  faire  usage  dans  le  problème  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées.  Les  applications  dont  ce  théorème  est 
susci  ptibic  sont  cependant  si  variées  et  si  simples  ,  qu'on  ne 
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saurait  lui  accorder  trop  d'importance.  On  peut  y  rattacher 
immédiatement  par  une  discussion  fort  simple,  comme  le  fait 
*  M.  Duhamel  dansscsconférenceeà  TEcole  normale,  le  théo- 
rème que  la  projection  d'une  droite  sur  une  axe  est  égale  à 
la  somme  de  ses  projections  sur  trois  directions  rectangu- 
laires respectivement  multipliées  par  les  cosinus  des  angles 
qut^  font  ces  directions  avec  Taxe  :  ce  qui  donne  le  cosinus  de 
l'angle  de  deux  droites.  Les  deux  théorèmes  ainsi  établis  de 
prime  abord ,  on  peut  en  faire  dépendre  la  trigonométrie 
tout  entière.  Les  démonstratio  s  des  formules  fondamen- 
tales deviennent  d'une  simphcité  remarquable  ,  et  en  appor- 
tant qnjciques  légers  chaugemenls  aux  premières  déûnitions, 
on  pourrait  s'épargner  bien  des  discussions  fastidieuses  et 
toujours  embarrassantes  pour  les  élèves.  Si  le  sujet  vous  pa- 
raissait mériter  quelques  développements ,  je  me  ferais  un 
devoir  de  vous  exposer  la  manière  dont  je  l'entends.  Mais  je 
dois  à  la  vérité  de  dire  que  les  idées  que  j'ai  à  cet  égard  ne 
m'appartiennent  pas  pour  le  fond  :  j'en  ai  puisé  le  germe  aux 
leçons  de  M.  Duhame' . 

L'objet  principal  de  la  note  que  je  vous  adresse  est  une 
démonstration  de  la  formule  fondamentale  de  la  trigonomé- 
trie sphériquc  fondée  uniquement  sur  le  théorème  dont  j'ai 
rapporté  plus  haut  lénoncé ,  ainsi  que  sur  une  remarque 
connue  que,  deux  axes  rectangulaires  étant  pris  dans  un  plan, 
le  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  l'un  de  ces  axes  une  direc- 
tion quelconque  prise  dans  le  plan,  est  toujours  le  sinus  de 
l'angle  quelle  fait  avec  le  sîcond  axe,  pourvu  que  ce  der- 
nier angle  soit  compté  en  allant  du  second  axe  vers  le  pre- 
mier. 

le  présente  ensuite  une  démonstration  élémentaire  des 
séries  qui  expriment  sin  x  et  cos  x  ;  elle  est  analogue  à  celle 
que  l'on  doit .  je  crois  ,  à  M.  Cauchy  pour  le  développement 
de  rexponenlielle. 
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1»  Soit  un  triangle  sphériquc  ^we/con^ue  ABC  (/?(/.  60)  sur 
une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité.  (A'.  1. 1 ,  p.  33.) 

Projetons  le  rayon  OC  sur  la  direction  OB  -.  cette  projec- 
tion est  cos  a.  Mais  si  dans  le  planCOA,  et  du  côté  de  l'angle 
COA,  on  mène  une  perpendiculaire  ON  sur  le  rayon  OA ,  et 
qu'on  projette  OC  sur  les  deux  axes  rectangulaires  OA,  ON, 
on  aura  immédiatement,  d'après  les  théorèmes  que  j'ai  rap- 
pelés : 

cos  a  r=  cos  6  cos  c  +  sin  ^  cos  NOB. 

Pour  transformer  le  second  terme  de  cette  formule  ,  me- 
nons en  O  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  OA,  et  soit  ON' 
son  intersection  avec  le  plan  BOA  prise  du  côté  de  l'angle 
BOA  ;  menons  d'ailleurs  dans  ce  plan  une  perpendiculaire  ON" 
à  ON'.  Il  est  clair  que  l'angle  NON'  sera  l'angle  A  du  triangle, 
et  que  la  droite  OJN"  perpendiculaire  à  ON' et  à  OA  le  sera  à 
la  droite  OB.  La  projection  de  sin  b  sur  OB  pourra  s'obtenir 
en  prenant  ses  projections  sur  ON'  et  sur  OJN",  et  les  multi- 
pliant ensuite  par  cos  N'OB  et  cosN"OB.  Comme  ce  dernier 
cosinus  est  nul,  le  terme  correspondant  disparaît.  Puis  le 
cosinus  de  N'OB  est  le  sinus  de  BOA  ou  de  c.  Donc 

sin  h  cos  NOB  :=  sin  b  cos  A  sin  c. 
On  a  par  conséquent  la  formule  : 

cos  a  =  cosb  cos  c  +  sin^  sin  ccos  A. 
Et  elle  se  trouve  établie  sans  aucune  discussion  pour  tous 
les  cas  possibles. 

2^  Considérons  les  deux  séries  ■. 


^*^=^  —  .-^  + 


x'^  X*  or^ 


1.2        1.2.3.4         1.2.3.4.5.6 


,7 


^"^  =  -'— T:i"3  +  ÏTO  -  1:23+ 

On  déduit  des  premières  notions  sur   les  séries  qu'elles 
sont  convergentes  pour  toutes  los  valeurs  der. 
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On  a   la  relation 

CpJC     -}-   '|X    =  \. 

Pour  le  démontrer,  rappelons  qu'étant  données  deux  sé- 
ries dont  les  modules  des  termes  forment  eux-mêmes  des 
séries  convergentes ,  on  peut  en  déduire  une  série  dont  la 
somme  soit  le  produit  des  sommes  des  deux  séries. 

D'après  cela  ,  on  trouve  : 


■2 


1 


1    \       .         /  1  1  1  1 


^  '  1.2     1.2/  \1. 2. 3.4     1.2.        1.2     1.23.4; 


1  1  ] 


+  -— - — +...  .  —   .r 


12. .2        1..2  12 


.2n 


^  \123     123/ 

Vl...2_     t.2..2_3l.2.3  ; 

Le  coefficient  du  terme  général  dans  l'expression  de  <px 
revient  : 

1  (      2/1.2/1—1    2/Î.2/2— 1.2//— 2.2/1— 3     2/1...1 


(      2«^2«— 1    2/Î.2//— 1.2//— 2.2//- 3     2/1...1  ^ 
r"^      1.2       ^  1.2.3.4.  "^1.2.. 2//!  ' 


1.2.3. ..2/2^ 

et  celui  du  terme  général  dans  Texpression  de  ]/jr^  à 

1  (      ,    2//  — 1.2//— 2   .  2//— 1     2 

1  + 


1.2...2/Z  -1  I       '  1.2.3  '  1.2. 3. ..2/2—1 

mais  le  développement  de  (1 — 1)'"  =  0 ,  donne 

2//.2//— 1      2//... 2/1— 2  2//.. 2  2//,.l    ^ 

0=1— 2//H 4-... 4- f 

1.2  1.2.3  1.2..2//-1     1.2..2//J 

d'où 

2/2.2/1—1        2//..  2/1—3  2//...1  _ 

Û2  ^        1.2..4         f~  •  •  •  "T  Y~2ri  ~ 

^      ,  2/1.2//— 1.2/i— 2    ,  2//. ..2 

:=  2/1  -] — h  •  •  • 


1.2.3             '  1.2..2//~1 

(       ,    2/1— 1.2//— 2    .  2//— 1.2    ) 

(     ^          1.2.3          ^  1..2.2/;— 1)' 

Vnn.  1)F,  Matiikmat.  IV.  +1 
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et  do  là   il  résulte  que   les  deux  coeflicienls   sont  égaux. 
En  ajoutant  les  deux  relations  obtenues  membre  à  membre, 
on  aura  donc 

— 2  ,  -7-2      . 

cpJC    -j-  -j/Jf    =  1 . 

Si  on  pose  cpjc  =  ces  &> ,  on  aura  donc  vj^ j:  =  sin  w  ,  en  dispo- 
sant convenablement  du  signe  de  w. 

Cela  posé  l'expression  ^Jo-\-  {/—l  tJ^jc  étant 
Si  on  prend  l'expression 


y 


]/—  {yy—iY  {yV~\) 


On  en  conclura ,  comme  on  le  fait  pour  les  développements 

de  e""  et  de  é* , 

ce  qui  conduit  à 

au  moins  pour  toute  valeur  de  m  entière  et  positive. 

Cette  formule  comme  celle  de  Moivre  pourrait  dès  le 
moment  être  soumise  à  la  môme  généralisation  et  la  même 
discussion ,  ce  qui  conduirait  à  voir  que  ox  et  ^x  sont  des 
fonctions  périodiques  à  même  période.  Mais  cela  n'étant 
d'aucune  utilité  pour  l'objet  que  je  me  propose  ,  je  ne  m'y 
arrête  pas. 

Si  l'on  prend 

<^x-\-  V^  — 1  ^{^.r  =:cos  w  + K— 1  sina>, 
ce  qui  précède  avec  la  formule  de  Moivre  donne 

fmx  4"  y — 1  "^rnx  =  cos  moi  -\-  \/ — 1  sin  mw. 
Soient  donc  x  et  x'  deux  nombres  qui  rcprésenlent  des 
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grandeurs  coramensurables  entre  elles  ;    on  pourra  poser 
r  =  /«ç  ,  jr'  =  m% ,  et  si  l'on  pose 

<P?  -|-  \/—\  ^l  =  cos  o)  -|-  \/~i  sin  co  , 
il  viendra 

fX+V — i^j:=cos''ï'^+1/' — 1  sin/ww^rcosw  +  V/ — 1  sin /i 
ffx'+\/ — i-^x'=cosm'oi+l/—i  sin  m'w  ^=cosn'+\/ — 1  sin/i' 

on  peut  donc  considérer  n  et  //  comme  proportionnels  à 
X  et  or'  ;  d'où 

n  =  Kx  ; 

et  par  suite 

rfx  =  cos  n  =  cos  Kx  =^1  —  - — 


1.2   '   1..* 

^«  =r  Sin  /i  =  sin  Rjc  =  x 1- 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Quant  à  la  constante  K  ,  observons  pour  la  déterminer  que 

sin  >>c* 
le  rapport comme  on  le  voit  en  trigonométrie  .  ayant 

l'unité  pour  limite,  quand  on  fait  décroître  x  indéûninient,  le 

sin  i^x 
rapport ^ —  aura  K  pour  limite.  Mais  puisqu'on  tire  de  la 

.  .       ,      sinKjt-  x2  ..   ,.    .        .1,     .  .     .    . 

série  môme =1 1- cette  limite  est  1  unité  môme. 

X  1.2.3 

Donc  K  =  1 . 

Je  finirai  en  communiquant  un  moyen  de  déterminer 
l'angle  de  torsion  ;  étant  fondé  en  partie  sur  des  considé- 
rations géométriques,  il  n'entraîne  dans  aucun  calcul  pé- 
nible. J'y  ajoute  une  solution  géométrique  d'un  problème  , 
traité  par  une  analyse  ingénieuse,  dans  un  dos  derniers 
volumes  du  journal  de  M.  Liouville,  à  savoir  que  l'hélice 
est  la  seule  courbe  qui  ait  ses  deux  courbures  constanles. 

Lëivimk  1  :  L'angle  de  contingence  en  un  point  dune  courbe 


—  012  — 

a  pour  complcmoîa  1  angle  que  t'ail  la  normale  principale  en 
ce  point,  avec  la  tangente  en  un  point  infiniment  voisin. 
En  effet ,  on  a  pour  le  cosinus  de  ce  dernier  angle 


djo  [  \        dy  i  \       ,d\ 


f 


)    d^lX  d-{  i 

dsld.r      Âoo  )         dsldy      My)         dsJdz       Az  i 
(Is  \  as        as  ]         as\  as       as]        as\  as       as } 


ce  qui  se  réduit  à 

i;î(^Sy+(4M-ï)"!=i7=f=- 

w  désignant  l'angle  de  contingence,  et  p  le  rayon  de  cour- 
bure. 

Angle  de  torsion. 

Soit  M  un  point  quelconque  sur  une  courbe ,  soit  M'  le 
point  correspondant  sur  l'arête  de  rcbroussement  de  la  sur- 
face polaire. 

L'angle  de  contingence  en  M'  est ,  comme  on  le  sait ,  égal 
à  l'angle  de  torsion  en  M ,  puisque  les  génératrices  de  la 
surface  polaire  sont  perpendiculaires  aux  plans  osculatcurs 
de  la  courbe. 

On  sait  encore  que  les  plans  tangents  d'une  surface  déve- 
loppable ,  sont  osculateurs  à  son  arête  de  rcbroussement. 
Donc ,  le  plan  osculateur  en  M'  est  le  plan  normal  en  M  ,  et 
comme  le  plan  normal  y  est  parallèle  au  plan  osculateur  en 
M' ,  il  s'ensuit  que  les  normales  principales  en  M  et  M'  sont 
parallèles. 

L'angle  de  contingence  en  IVl'  sera  donc,  d'après  le  lemmc 
établi,  le  complément  de  l'angle  que  fait  la  normale  princi- 
pale en  M  avec  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en 
un  point  infiniment  voisin  de  M. 

Si  l'on  désigne  par  / ,  m  ,  n  les  angles  que  la  normale  au 
plan  osculateur  en  M  fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  on 
aura  en  conséquence  pour  l'expression  de  l'angle  de  torsion  w': 
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dx  dy 

ds  ds 

±  J  =  [j  --—  (cos  l-Vd  COS  /)+js  — ; —  rcOSm+^«X)Si7i]  -f- 
ds  ds 

d— 

ds  .  - 

+  p     —  (COS/î+aCOS«), 


c'esl-à-dire 


^W  û?>^  ^dz 

d—-  ^~T  ~T~ 

ztw'zzzs — __^cos/+p  — z — û?cosm+p — —  .dcosn 
ds  ds  ds 


Si  l'on  observe  que  la  relation 

.   jdw  ,  dy    ,  ,dz 

€OSl  d  ~ \-  cos  rn  d  — j-  COS nd—-=.i) 

ds  ds  ds 


donne 


d  ~  .  ^  cos  /+...  =  —  (  cos/ <i'  -; h--  h 

ds  \  ds  J 


on  a  cette  autre  forme  de  l'angle  de  torsion  : 

±w'= ^-\co%ld''—--\-CO%m.d'  -r-\-C0S7i.d''-^\    =  — 

ds\  ds  ds  ds) 

i    /  doc  dy  d  \ 

= (  COS  /  û?'  -7 h  ces  m  c^'  --  +  cos  n  d'  -^  \. 

0)  V  ds  ds  ds  ) 

Qu'on  veuille  déduire  de  là  les  expressions  ordinaires ,  \\ 
suffira  de  remarquer  que  : 

ds  \  ds  ds.\ 

d^x            d*xd^s        ,      ,   d^s 
— o (i-r  fl    —  . 

ce  qui,  enomeUant  les  termes  qui  se  détruisent,  conduit  à 

±:  w'  = (cos  Id^'x  A~  cos  m  d^)   -)-  cos  //r/"'-^. 

uuls 
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Conimc  on  a  d'ailleurs  : 

COS  /  cos  m  cos  n 


iiy(Vz  —  dzd^y        dzd^x — dxd'z      dxd^y — dyd^x     ds^^ 
il  vient  : 

±  w'  =:^  [ (yd'z  —  dzdy)  d'x+idzd' d  —  dxd\) d^y  + 

-\- {dxdy  - dydx')  dH]  =i-;   [dx  [dyd^   —  d'zd'y)  + 

ds* 

+  dy  [d^zd^x  —  dxdH  +  dz  {d'xd\y  —  dyd^x)] , 

ce  qui  se  réduit ,  quand  on  prend  r  pour  variable  indépen- 
dante ,  à  : 

±:^'  :=  1-.  [dydH  —  d'zd^x]  dx, 
ds^ 

Une  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes  peut 
se  considérer  comme  limite  d'une  ligne  brisée  dont  les  côtés 
pris  égaux  présenteront  consécutivement  les  mêmes  angles  et 
qui  détermineront  deux  à  deux  de  proche  en  proche  des 
plans  également  inclinés  entre  eux  dans  le  même  sens. 

Cela  posé ,  nous  allons  prouver  qu'une  pareille  ligne  brisée 
peut  toujours  se  considérer  comme  un  polygone  de  longueur 
minimum  sur  une  surface  prismatique  régulière.  Quand  en 
multipliant  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne 
brisée  on  le  fait  converger  vers  la  courbe,  il  est  clair  que  cette 
surface  prismatique  convergera  vers  une  surface  cylindrique 
à  base  circulaire  :  et  la  ligne  courbe  limite  étant  sur  ce  cy- 
lindre une  courbe  de  longueur  minima  sera  une  hélice  môme. 

Soit  ABCDE  (fig.  61)  la  ligne  polygonale.  Menons  les  bis- 
sectrices des  angles  C  et  D ,  et  soit  00'  la  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  bissectrices.  Le  quadrilatère  gauche  00' 
DC  aura  ses  angles  O  et  O'  droits  et  ses  angles  C  et  D  égaux 
comme  moitiés  d'anf^los  égaux.  Les  côtés  OC  et  O'D  y  seront 
aussi  égaux. 
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Pour  le  prouver  construisons  le  prisme  OCIO'KD ,  el  con- 
sidérons l'angle  trièdre  dont  C  est  le  sommet  et  dont  les 
arêtes  sont  CO,  CK  et  CD  avec  le  trièdre  dont  les  arêtes 
sont  DO'  DK  et  DG.  Ces  deux  trièdres  ont  leurs  angles  plans 
respectivement  égaux ,  car  par  construction  OCD  r=  O'DG 
KCD  =  CDI  à  cause  des  parallèles  CK,  ID  et  les  angles  OCK, 
O'DI  sont  droits  ;  donc  l'angle  dièdre  formé  suivant  CK  dans 
le  premier,  égale  l'angle  dièdre  formé  suivant  DI  dans  le 
second.  Il  en  résulte  que  dans  le  triangle  O'KD,  les  deux 
angles  en  K  et  D  sont  égaux  -.  donc  O'D  =  O'K  ==  OC. 

Si  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  B  et  que  0.0"  soit  la 
perpendiculaire  commune  à  cette  droite  et  à  CO,  on  aura 
de  même  0"B=0,C.  Mais  AJBCD  pouvant  d'après  la  nature 
delà  ligne  coïncider  avec  le  système  BGDE,  il  est  clair  que 
la  coïncidence  établie,  BO"  tombera  sur  CO  et  CO  sur  DO' 
en  sorte  que  la  perpendiculaire  00"  coïncidera  alors  avec 
00'.  Donc  OC=0'D=OC.  Le  point  O.  est  donc  le  même 
que  le  point  O.  Je  dis  de  plus  que  00"  est  le  prolongement 
de  00'. 

Considérons  en  effet  le  trièdre  dont  CO,CB,CK'  sont  les 
arêtes  et  celui  dont  les  arêtes  sont  CO,CK  et  CD.  Ces  deux 
trièdres  ont  un  angle  dièdre  égal  suivant  OC  ;  les  faces  ad- 
jacentes sont  respectivement  égales  comme  moitiés  d'un 
même  angle  d'un  côté  et  comme  angles  droits  de  Taulre. 
Donc  l'inclinaison  des  deux  plans  OCB,BCK'  est  la  même  que 
celle  des  deux  plans  OCD, KCD.  Mais  celle-ci  est  la  même 
que  celle  des  deux  plans  0'DC,CD1  d'après  ce  qui  a  été  dit 
des  deux  trièdres  d'abord  considérés.  Donc  l'inclinaison  des 
deux  plans  OCB,BCK'  est  la  même  que  c(^lle  des  deux  plans 
0'DC,CDI.  Donc  si  l'on  porte  le  ciuadrilatére  O  CBO"  sur 
son  égal  O'DCO  en  considérant  la  droite  CK'  comme  invaria- 
blement liée  avec  lui ,  le  plan  BCK'  tombera  sur  le  plan  CDI , 
par  suite  CK'  coïncidera  avec  DI.  Puisque  alors  00''  coïncide 
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avec  O'O,  il  s'ensuit  que  CK'  et  00"  sont  parallèles.  Donc 
00'  est  parallèle  à  00  ,  cl  par  conséquent  en  rst  le  prolon- 
gement. 

Concevons  maintenant  des  plans  menés  par  les  différents 
côtés  de  la  ligne  ABGDE  parallèlement  à  l'axe  O'OO"^  la 
surface  prismatique  qui  en  résultera  aura  toutes  ses  faces 
égales.  C'est  une  conséquence  de  ce  que  tous  les  côtés  de  la 
ligne  polygonale  sont  égaux  et  que  d'après  ce  qui  précède 
leurs  inclinaisons  sur  les  autres  latérales  de  cette  surface 
sont  égales.  De  plus,  comme  les  plans  O'OC,  001)  sont  les 
plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  que  présentent  en  faces 
suivant  KCK',DI...  et  qu'il  est  démontré  que  l'inclinaison  des 
plans  OCK',  BCK'  est  la  même  que  celle  des  plans  O'DI,  CDl, 
les  inclinaisons  des  faces  de  la  surface  prismatique  sont 
égales  entre  elles.  Donc  cette  surface  prismatique  est  une 
surface  régulière  dont  l'axe  est  000",  et  dont  les  arêtes 
sont  également  inclinées  sur  les  côtés  de  la  ligne  brisée  dans 
ie  même  sens  ;  donc ,  etc. 


ANNONCE. 


M.  Faurc ,  professeur  à  Gap,  vient  de  publier,  à  la  li- 
brairie Bachelier,  un  premier  Mémoire,  contenant  des  vues 
ingénieuses  sur  V Interprétation  géométrique  des  quantités 
imaginaires.  11  en  sera  rendu  compte  avec  une  indication  des 
travaux  exécutés  dans  la  même  direction.  Y  a-t-il  progrès 
ou  n'est-ce  qu'un  jeu  d'esprit  avec  les  équations  d'équilibre? 
Nous  attendons  le  second  Mémoire  pour  répondre  à  cette 
(jurstion.  M.  l'abbé  George,  qui  s'occupe  depuis  longtemps 
du  même  sujet ,  nous  a  adressé  une  lettre  qui  sera  insérée  au 
mois  prochain 
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NOTE 

Sur  la  limite  du  nombre  des  divisions  à  faire  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  ; 

PAR  T».  E.  I.10NNTT, 
Professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  Louis-le-Grand  (*). 


Dans  cette  note ,  j'indique,  pour  le  nombre  des  divisions  à 
faire  lorj«qu'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  enliers ,  des  limites  qui  conviennent  à  tous  les 
systèmes  de  numération  et  qui  comprennent  les  limites  déjà 
données  par  MM.  Binetet  Lamé.  De  plus,  je  montre  comment 
oïiobtient,  quel  que  soit  le  mode  de  division,  la  limite  la  plus 
approchée  entre  toutes  celles  qui  dépendent  seulement  du 
plus  petit  des  deux  nombres  proposés.  Les  démonstrations 
dont  je  fais  usage;  paraîtront,  je  Tespére,  aussi  élémentaires 
que  le  comporte  la  nature  de  la  question. 

I.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres  proposés  ,  D  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  Si  l'on  divise  A  et  B  par  D  et  qu'on 
cherche  le  plus  graiid  commun  diviseur  des  quotients  ainsi 
obtenus ,  on  effectuera  le  même  nombre  de  divisions  que  pour 
trouver  celui  des  nombres  A  etB;  or  ces  quotients  sont 
premiers  entre  eux,  donc,  dans  la  recherche  d'une  limite 
du  nombre  de  ces  divisions,  on  peut  supposer  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  D  est  égal  à  l'uniié.  Cela  posé,  soieiif 

B        D,,D,,  D3,D,,l, 


,*}  Un  extrait  de  celte   noie  a  cle  picscnle,   le   i«' décembre   deinici,   p;ir 
M.  Binet ,  à  l'Académie  des  sciences. 

ANN.    DK    M\THltM.    IV.  4-2 
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lous  les  nombres  qui  ont  servi  successivement  de  diviseurs. 
Si  l'on  considère  (rois  diviseurs  consécutifs  tels  que  D5,  D^^D,, 
le  troisième  sera  le  reste  de  la  division  du  premier  par  le 
second  ^  donc  le  premier  est  au  moins  égal  à  la  somme  des 
deux  autres  :  mais,  D^  est  au  moins  égal  à  2 ,  donc  D3  est  au 
moins  égal  à  3  ;  pareillement,  D^  est  au  moins  égal  à  5,  D5  au 
moins  égal  à  8,  D^  au  moins  égal  à  13  et  D,  au  moins  égal  à 
•21  ;  donc  on  a 

(1)De>10elD,>10X2; 
d'où  l'on  déduit 

Ds  >  10  X  3,  l\>  10  X  5,  Dio  >  10  X  8 , 

D,.>  10  X  13,D.,>10x  21, 
el ,  à  plus  forte  raison , 

(2)  D„>10%  D,,>10'  X2: 

Or,  de  même  que  les  inégalités  (1)  ont  conduit  aux  inéga- 
lités (2) ,  colles-  ci  conduiront  à 

(3)D,e>10\D,,>10^  X  2, 

ou  à 

D3.5+1  >  \0\   D3.5+2  >10^  X2, 

et ,  ainsi  de  suite,  en  supposant  que  le  nombre  des  diviseurs 
intermédiaires  soit  constamment  égal  à  3  :  donc  on  a  généra- 
lement 

D5n+.  >   10^ 

mais,  10  étant  la  base  du  système  dans  lequel  on  opère,  10" 
contient  n  -f- 1  chiffres  ;  d'ailleurs  5/z  -f- 1  est  le  nombre  total 
des  divisions  effectuées,  lorsqu'on  prend  D^n+i  pour  pre- 
mier diviseur  ou  pour  le  plus  petit  B  des  deux  nombres  pro- 
posés; <ionc  ,  lorsqu'on  effectue  plus  de  bn  divisions,  B 
contient  plus  de  n  chiffres  ,  ou  autrement,  le  nombre  des  di- 
visions effectuées   ne  peut  excéder    cinq  fois   le  nombre    des 
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chiffres  de  h.  Telle  est  la  limite  donnée  par  M.  Lamé  (*). 
II.  En  observant  que,  dans  la  démonstration  précédente  , 
la  seule  particularité  relative  à  la  base  10  consiste  en  ce 
qu'on  a  supposé  que  le  sixième  et  le  septième  des  nombres  1 , 
2,  3,  5,  8,  13,  21  contiennent  l'un  la  base  et  l'autre  le 
double  de  la  base,  on  voit  que  des  raisonnements  analogues 
sont  applicables  à  une  base  quelconque,  et  l'on  peut  établir 
celte  règle  générale  :  Pour  avoir  une  limite  du  nombre  de 
divisons  à  faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur de  deux  nombres  entiers ,  en  opérant  dans  un  système 
dont  la  base  est  b,  on  écrit  la  suite  des  nombres 

(1)  1,2,3,  5,  8,  13,  21  ,  34,  55,  89,  144.... 

dont  chacun ,  à  partir  du  troisième ,  est  égal  à  la  somme  des 
deux  qui  le  précèdent  immédiatement,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  deux  termes  consécutifs  dont  l'un  contienne  la  base  et 
l'autre  le  double  de  la  base  ;  le  nombre  des  termes  précédents 
multiplié  par  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  des  deux 
nombres  proposés  est  la  limite  demandée. 

Lorsque  les  deux  termes  auxquels  on  s'est  arrêté  sont 
précédés  immédiatement  d'un  terme  qui  contient  la  base , 
ainsi  que  cela  arrive  pour  les  bases  2,  3,  5,  7,  8,  1 1,  12, 13, 
on  reconnaît  facilement  que  la  limite  peut  être  diminuée 
d'une  unité.  Ainsi,  en  désignant  par  c  \c  nombre  deschin'res 
de  B,  et  par  /  la  limite  correspondante  à  la  base  b  ,  on  aura 
les  résultats  suivants  : 


Ot.=      2,          3,          4,          5,         (),          7,         8, 

9, 

/  =  2c— 1 ,  3c—  1 ,    3c  ,     4c--1 ,     4c ,  5c— 1 ,  5c     1 , 

5c, 

0=    10,        11  ,          12,          13. 

/=    5c,    6c— 1,     ()C— 1,     ()C— 1. 

{*)  Comptes  rendus  do  l'Acadomie,  2b  octobre  1844. 
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III.  La  forme  des  limites  2c  — 1,  3c — 1,  3c...  varie  avec 
la  base  b;  de  plus,  si  l'on  considère,  par  exemple  le  nombre 
13,  écrit  dans  le  système  décimal,  et  le  même  nombre  21  écrit 
dans  le  système  dont  la  base  est  6,  et  qu'on  fasse  successive- 
ment B=  13  et  B=  21 ,  les  limites  5c  et  4c  correspondantes 
à  ces  bases  donneront  /=  10  et  /=:8.  Ainsi  ces  limites  va- 
rient en  général  de  forme  et  de  grandeur  avec  la  base  du 
système  dans  lequel  on  opère  ,  quoique  le  nombre  des  divi- 
sions à  faire  soit  indépendant  de  cette  base.  Proposons-nous 
de  déterminer  une  limite  qui  convienne  à  tous  les  systèmes. 

Soient,  comme  précédemment ,  A.  et  B  les  deux  nombres 
dont  on  cherche  le  plus  grand  commiin  diviseur  et  R  le  reste 
de  la  division  di'  A  par  B.  En  supposant  que  R  ne  soit  pas 
contenu  exactement  dans  B ,  on  aura  R>7BouR<;7Bj 
dans  le  premier  cas,  si  l'on  divise  B  par  R  ,  on  obtiendra  le 
reste  B — R  <Ct  B  :  donc  deux  divisions  au  plus  sont  néces- 
saires pour  obtenir  un  reste  R^  <;  ,-  B  ;  par  la  même  raison 
deux  divisions  au  plus  sont  nécessaires  pour  obtenir  un  nou- 
veau reste  R^^  ^  I^i-  En  supposant  que  la  même  nécessité 
continue  de  se  présenter  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  le  plus 
grand  commun  diviseur  Rw,  on  aura  la  suite  d'inégahtés 

2R,<B,  iR,<R.,2R3<R,...2Rn-,<2Rrt-2,  2Rn<Rn-i 

d'où  l'on  conclut  immédiatement 

2"XR»,  <Bou2"<B, 

en  supposant  Rw  =  1 .  Mais  on  a  lait  au  plus  27i  divisions  pour 
contenir  R^;  donc,  en  comptant  la  dernière,  on  en  a  fait  au 
plus  l-t-2n,  n  étant  l'exposant  de  la  plus  grande  puissance  de 
2  contenue  dans  le  plus  petit  B  des  deux  nombres  proposés. 
M.  Binct  a  trouvé,  par  une  démonstration  analogue,  la  limite 
plus  simple  \~\-?i  H  ,  mais  cii  considérant  la  division  sous  un 


<,*;  Journal  fie  M.  Liouville,  tome  VJ  .  ib4i, 
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autre  point  de  vue.  Il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  mon- 
trer que  cette  limite  1-|-2«  est  une  conséquence  immédiate  de 
la  limite  2c — 1  que  nous  avons  déterminée  précédemment  et 
qui  correspond  au  cas  où  le  nombre  B  est  écrit  dans  le 
système  binaire. 

En  effet  2  étant  la  base  du  système  et  c  le  nombre  des 
chiffres  de  lî,  on  a  B=ou;>2c-i  et  B^'i";  donc  c — 1  est 
égal  à  l'exposant  fi  de  la  plus  grande  puissance  de  -i  con 
tenue  dans  B;  donc  c=  i  -\-  net,  par  suite,  2c — 1=1  -\-2n. 

IV.  Considérons  la  suite  des  nombres 

(1)         1,  2,  3,  5,  8,   13.   21,   34,  55,  89 

auxquels  on  reconnaît  immédiatement  celte  propriété ,  que 
si  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
termes  consécutifs,  tels  que  34  et  21,  on  obtiendra  succes- 
sivement pour  restes  les  nombres  précédents  13,  8,  5,  3,  2, 
1  et  le  dernier  reste  0  ;  d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  di- 
visions effecluées  est  égal  au  nombre  des  termes  qui  précé- 
dent le  plus  grand  34  des  deux  nombres  qu'on  a  pris  dans 
la  série. 

Pour  obtenir  la  limite  5c,  nous  avons  supposé  seulement 
que  les  sixième  et  septième  termes  de  cette  série  contien- 
nent l'un  la  base  10  et  l'autre  le  double  de  cette  base , 
sans  tenir  aucun  compte  de  l'excès  3  de  13  sur  10  ni  de 
l'excès  i  de  21  sur  10x2;  il  est  donc  présumable  qu'en 
ayant  ép:ard  h  ces  différences  nous  pourrons  trouver  une  li- 
mite plus  approchée. 

On  a  vu  précédemmonl  que  0,  est  au  moins  égal  à  2  ou, 
autrement,  que  lorsqu'on  fait  deux  divisions  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A  et  B  ,  le  plus 
petit  nombre  B  est  au  moins  égal  à  2  ;  pareillement,  quand 
on  fait  trois  divisions  ,  B  est  an  moins  égal  à  3  ;  quand  on  fait 
4  divisions,  B  est  au  moins  égal  à  5,  el ,  en  général ,  quand 
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on  fait  II  divisions  ,  B  est  au  moins  égal  au  n"  terme  de  la 
série  (1).  Cela  étant,  supposons  qu'on  demande  une  limite  du 
nombre  des  divisions  à  faire,  lorsqu'on  a,  par  exemple, 
B  =  17  :  si  l'on  cherche  dans  la  st;rie  (1)  le  premier  terme 
21  >>  17,  le  nombre  6  dos  termes  précédents  sera  la  limite 
demandée  ;  car  si  l'on  était  obligé  de  faire  plus  de  G  divi- 
sions, B  serait  au  moins  égal  à  21,  ce  qui  est  contraire  à  Thy- 
pothèse.  Je  dis  de  plus  qu'aucune  autre  limite,  dépendant 
seulement  de  B,  ne  donnera  pour  maximum  du  nombre  des 
divisions  un  nombre  inférieur  à  6.  Car,  si  cela  était ,  cette 
même  limite  appliquée  au  nombre  13<C17  donnerait  en- 
core un  maximum  inférieur  à  fi:  et  l'on  vient  de  voir  qu'en 
supposant  A  =  21  etB  =  13  1e  nombre  des  divisions  à  faire 
était  égal  à  6.  On  peut  donc  établir  cette  règle  générale  : 
Pour  avoir  la  limite  la  plus  approchée  du  nombre  des  divi- 
sions à  faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  nombres  entiers  A  et  B^  on  écrit  les  termes  de  la 
série  (1)  jusqu'au  premier  terme  supérieur  à  B  ,•  /e  nombre  des 
termes  précédents  est  la  limite  demandée. 

V.  Chaque  fois  qu'une  division  conduirait  h  un  reste  plus 
grand  que  la  moitié  du  diviseur  correspondant,  on  peut 
ajouter  une  unité  au  quotient  et  soustraire  le  dividende  du 
produit  du  diviseur  par  le  quotient,  ce  qui  conduite  un  reste 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur.  En  réduisant  ainsi  deux 
divisions  à  une  seule,  on  conçoit  qu'on  puisse  trouver  des 
limites  moindres  que  celles  qu'on  vient  d'obtenir.  Suppo- 
sons donc  qu'on  apporte  cette  modiflcation  à  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A  et  B,  et  soient , 
comme  précédemment, 

B..  ..D„  D,,  D3,   1)3,   1, 

tous  les  nombres  qui  ont  servi  de  diviseurs.  Si  l'on  considère 
trois  diviseurs  consécutifs  tels  que  D,,  1>4.  l^^,  Je  troisième 
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sera  le  reste  de  la  division  du  premier  par  le  second  j  donc  , 
suivant  qu'on  aura  pris  le  quotient  par  excès  ou  par  défaut , 

afin  d'obtenir  un  reste  D3  <-D4,  on  aura 

D5=:ou>  3D,  — D3  ou  D,  =  ou  >2D,  +  D3. 
Désignant  par  K  l'excès  de  D4  sur  2  D3,  on  trouve 
3D4  — D3  =  5D,  +  3K  et  2  D,  +  D3=  5D3  +  2K, 

d'où  l'on  conclut 

2D,  +  D3<3D,-D3. 

Donc,  quel  que  soit  le  mode  de  division  ,  on  aura  tou- 
jours 

D,  =  ou>2D,  +  D3: 

mais  D,  est  au  moins  égal  à  A  ,  donc  D3  est  au  moins  égal  à  5  , 
pareillement,  D^  est  au  moins  égal  à  12 ,  D,  au  moins  égal  à 
29  et  ainsi  de  suite  ;  donc  on  a 

(4)  D4>10otD5>  10  X  2. 

Or,  de  même  que  les  inégalités  (1)  ont  conduit  à 

D5n+i>  10" 

Les  inégalités  (4)  conduiront ,  par  des  raisonnements  anaJo 
gués ,  à 

D3n  +  i>10'' 

d'où  l'on  conclut  que  te  nombre  des  divisions  à  faire  ne  peut 
excéder  trois  fois  le  nombre  des  chiffres  de  B.   M.  Biiiet  a 

donné  la  limite  moins  approchée  t  -f  -^  c  (*)- 

On  reconnaît  aisément  (|ue  la  série 
(2)  I,  2,  5,  12,  29 


(*)  Journal  de  M.  Liouvillc,  tome  VI ,  I84i,  cl  complos  rendus  dr  I  Académie. 
4  novembre  1841. 
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daijs  iaquello  3  termes  consécutifs  sont  tels  que  le  3*^  est 
égal  au  double  du  2®  augmenté  du  1^',  donne  lieu  à  des  con- 
séquences analogues  à  celles  qu'on  a  déduites  de  la  série  (1). 
Aussi  nous  contenterons-nous  de  les  énoncer  : 

1*^  Pour  avoir  une  limite  1'  du  nombre  de  divisions  à  faire 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres  entiers  A  et  li,  on  écrit  les  termes  de  la  série  (2)  jus- 
qu'au premier  qui  contienne  la  base  du  système  dans  lequel  on 
opère,  le  nombre  des  termes  précédents  multiplié  par  le 
nombre  des  chiffres  du  plus  petit  B  des  deux  nombres  pro- 
posés est  la  limite  demandée.  On  trouve  ainsi  les  résultats 
suivants  : 

b  =  2,    3,    4,    5,    6,     7,     8,    9,    10,11,12,13 
/'  =  c,  2c,  2c,  2c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  4c 

On  voit  que  la  limite  3c  est  commune  à  7  bases  différentes 
et  que  ,  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres  écrits  dans  le  système  dont  la  base  est  2,  le  nombre 
des  divisions  à  faire  ne  peut  excéder  le  nombre  des  chiffres  du 
plus  petit  B  des  deux  nombres  proposés. 

Remarque.  Le  nombre  B  étant  écrit  dans  le  système  dont 
la  base  est  2,  on  a  B  =  ou  >  2^-»  et  B  <<2''  ;  donc  c  —  1  est 
égal  à  l'exposant  n  de  la  plus  grande  puissance  de  2  con- 
tenue dans  B;  donc  c  =  1  -|-  '^-  Telle  est  la  limite  don- 
née par  M .  Binet. 

2°  Pour  avoir  la  limite  la  plus  approchée  du  nombre  de 
divisions  à  faire.,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  nombres  entiers  A  e^  B ,  on  écrit  les  termes 
de  la  série  (2)  jusqu'au  premier  terme  supérieur  «  B,  le 
nombre  des  termes  précédents  est  la  limite  demandée. 

Yl.  Lorsqu'on  connaît  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A  et  B,  ou  plus  généralement  un  facteur  D  commun  à  ces 
deux  nombres,  on  substitue  à  B  ,  dans  le  calcul  des  limites 
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précédentes  ,  le  quotient  —  ,  ou  seulement  au   nombre  des 

chiffres  de  B  celui  des  chiffres  de  ce  quotient ,  ce  qui  donne 
ordinairement  des  limites  plus  approchées. 

Prenons  pour  exemple  les  nombres  2904  et  1122  écrits 
dans  le  système  décimal ,  el  dont  le  plus  grand  commun  diviseur 
s'obtient  en  effectuant  5  ou  4  divisions  selon  la  manière  d'opé- 
rer. Les  limites  bc  et  3c  appliquées  à  1122  donnent  /=  20, 
/'  =  12  :  l'emploi  des  séries  (1  )  et  (2)  donnent  les  limites  plus 
approchées  /=  15,  /'=  9.  Mais  les  nombres  2904  et  1122, 
étant  divisibles  par  2,  par  3,  et  par  1 1 ,  sont  divisibles  par  le 
produit  2  X  3  X  11  =  66  et ,  sans  effectuer  la  division  de 
1122  par  66  ,  on  voit  que  le  quotient  de  cette  division  con- 
tient deux  chiffres;  ce  qui  réduit  les  limites  5c  et  3c  à 
/=  10,  /'  =  6.  Enfin  si  l'on  divise  1122  par  66  et  qu'on 
emploie  les  séries  (1)  et  (2)  en  substituant  le  quotient  17  à 
1122,  on  aura  les  limites  encore  plus  approchées /  =  6  , 
/'=4. 

VII.  Supposons  qu'en  cherchant  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  A  et  B,  on  ait  pris  tous  les  quotients  par  excès 
afin  d'obtenir  des  restes  moindres  que  la  moitié  des  diviseurs 
correspondants  ,  et  soient ,  dans  cette  nouvelle  hypothèse , 

B...  D,,  D,,  D3,  D,,  1, 

tous  les  nombres  employés  comme  diviseurs.  vSi  l'on  consi- 
dère trois  diviseurs  consécutifs,  tels  que  D5 ,  D^ ,  D,.  on  aura 

D,=  ou  >  304—1)3. 

Or  D,  est  au  moins  égal  à  2,  donc  Dj  est  au  moins  égal 
à  5,  D^  au  moins  égal  à  13,  D,  au  moins  égal  à  34,  etc.  On 
(îst  ainsi  conduit  à  la  suite  des  nombres 

(3)  1  ,  2,  5,   13.   34,  89,  i>33..  . 

dans  lîiquelle  trois  termes  consécutifs  sont  tels  que  le   Iroî- 
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sième  est  égal  au  triple  du  second  moins  le  premier.  Celle 

série  donnerait  lieu  à  des  conséquences  analogues  à  celles 

qu'on  a  déduites  des  séries  (1)  et  (2)  :  mais,  comme  les  termes 

qui  la  composent  sont  l'unité  et  tous  les  termes  de  rang 

pair  de  la  série  (1),  on  voit  qu'étant  donnée  une  limite/ 

déduite  de  la  série  (1)  et  relative  au  mode  ordinaire  de 

division,  on  obtiendra  une  limite  /  "  relative  au  cas  actuel,  en 

1 
Taisant /"  =  1 +^^    Ainsi,   par  exemple,  la  limite  /=  5c 

5 

donnera  r  =  l  +  -c,   c'est-à-dire  que,  lorsqu'en  opérant 

dans  le  système  décimal  on  a  pris  tous  les  quotients  par  excès, 
afin  d'obtenir  des  restes  moindres  que  la  moitié  des  diviseurs 
correspondants ,  le  nombre  des  divisions  effectuées  ne  peut 
excéder  Vunité  augmentée  de  cinq  fois  la  moitié  du  nombre 
des  chiffres  du  plus  petit  B  des  deux  nombres  proposés. 

Nota.  Lîi  limite  dite  deM.  Binet,  relative  aux  quotients  le 
plus  approchés,  est  déjà  ancienne  et  depuis  longtemps  du  do- 
maine public.  La  limite  deM.  Lamé,  relative  aux  quotients 
ordinaires,  est  nouvelle  ;  M.  Finck  en  a  donné  une  démons- 
tration dans  ce  volume  (p.  71)  ;  le  beau  travail  qu'on  vient  de 
lire  complète  et  simplifie  la  théorie.  Le  lecteur  attentif  aura 
remarqué  Terreur  qui  nous  a  échappé  dans  un  travail 
analogue  (p.  569);  on  n'a  n  «<  3  A  que  lorsque  k  est  moindre 
que  3.  Tm. 
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PROBLEMES  COMBI  NATO  IRES. 

FAR  M.  THIBAUI.T , 

Professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  malbémaliques. 


I.  Problème.  Étant  données  différentes  séries,  la  première 
de  m  lettres  a,  b^  c...,  la  seconde  de  m'  lettres  a\  b\  c'...,  la 
troisième  de  m"  lettres  <z",  h",  c". , . ,  etc.  déterminer  le  nombre 
des  arrangements  qu'on  peut  faire,  chaque  arrangement  de- 
vant contenir  n  lettres  de  la  première  série ,  n'  lettres  de  la 
deuxième,  n"  de  la  troisième,  etc. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  savoir  :  l*'  si  aucune  lettre  ne 
doit  se  répéter  dans  un  même  arrangement  ;  2^*  si  une  même 
lettre  peut  se  répéter  plusieurs  fois. 

I^""  cas.  Arrangements  sans  répétitions.  Commençons  par 
former  tous  les  arrangements  possibles  des  m  lettres  de  la 
première  série  «  à  /i  ;  leur  nombre  est  donné  par  la  formule 
connue  m  [m —  1)  ....  im  —  n-\-  \)\  nous  le  représenterons 
par  A.m,n- 

Dans  l'un  quelconque  de  ces  arrangements,  introduisons 
une  lettre  a'  de  la  seconde  série  à  toutes  les  places  possibles 
qui  sont  au  nombre  de  /^  -|-  1  ;  il  en  résultera  n  -(- 1  arran- 
gements nouveaux  L'introduction  de  chacune  des  autres 
lettres  b\c\...  en  fournira  le  même  nombre,  ce  qui  fait  en 
tout(«-|-1)  m  arrangements  nouveaux  provenant  de  1  ar 
rangement  considéré.  La  même  chose  élant  faite  pour  cha 
cun  des  A„,,w  arrangements  déjà  formés,  il  on  lésullera 
(w-j-l)  m'Aw.n  arrangements  composés  chacun  de  //  hMlres 
de  la  première  série,  et  d  une  lettre  de  la  deuxième. 
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Dans  l'un  quelconque  de  ces  derniers  arrangements,  affec- 
tons pour  un  instant  de  l'indice  1  ,  la  lettre  de  la  seconde 
série  qu'il  contient  ;  puis  introduisons-y  une  deuxième  lettre 
de  cette  série  en  l'alTeclanl  de  l'indice  2.  Cette  nouvelle  lettre 
pouvant  se  mettre  à  toutes  les  places  qui  sont  au  nombre  de 
w  4  -  î  ^J  en  résultera  /i  +  2  arrangements  nouveaux.  En  in- 
troduisantde  cette  manière  dans  l'arrangement  considéré  cha- 
cune des  ni! — 1  lettres  de  la  seconde  série  qui  ne  se  trouvaient 
pas  dans  cet  arrangement ,  il  en  résultera  en  tout  {n  +  2) 
{tri — 1)  arrangements.  La  même  chose  étant  faite  pour  cha- 
cun des  {n-^rX  )  /^î'Arw,M  arrangements  primitifs,  on  aura  en  tout 

(/i-fl)  (/2-f-2)  X  m'(m'  — 1)  Aw,n 

arrangements  composés  de  n  lettres  de  la  première  série ,  et 
de  deux  lettres  de  la  seconde,  ces  deux  dernières  étant  afTcc- 
tées  dos  indices  1,2,  d'après  l'ordre  de  leur  introduction. 

On  suivra  le  même  ordre  de  formation  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
introduit  dans  chaque  arrangement  ni  lettres  delà  deuxième 
série  ,  et  en  affectant  successivement  les  nouvelles  lettres  in- 
troduites des  indices  3,4,  ....«'.  On  aura  ainsi  tous  les  arran- 
gements qu'on  peut  former  avec  n  lettres  de  la  première 
série  ,  et  ii!  lettres  de  la  deuxième  ,  différents  entre  eux  soit 
par  les  lettres ,  soit  par  l'ordre  de  ces  lettres ,  soit  par  l'ordre 
des  indices;  leur  nombre  sera 

(,i_j_1)  (,i_i_2)  ....  («+/i')  X  m'(m'— 1)  ....  (m'~//-hl)  Aw,n, 

qui  peut  s'écrire  (/z  -f-  1)  («  +2) ....  (/i-f  w')  Aw,nAm',n'- 

Observons  actuellement  qu'un  même  arrangement  de  lettres 
se  trouvera  reproduit  avec  toutes  les  permutations  possibles 
dans  l'ordre  des  indices,  c'est-à-dire  1.2..../i'  fois.  Si  donc 
on  supprime  les  indices ,  le  nombre  des  arrangements  diffé- 
rents deviendra  1 .2.../i'  fois  moindre.  Dan?>  le  cas  de  deux  sé- 
ries seulement  ^  la  formule  rherchée  est,  donc 


—  629  — 

(/l  -f  1  )  (/i  -f  2)  .  ■ . .  (/t  +  71)  Am^nAm'n'  i 
1.2 n' 

qui  peut  ^'écrire  sous  la  forme  symétrique. 

1.2.. ..(«+«') 

—r; 77~rZ f  Awi  wAwi'w'  (1) 

1.2.../^  X  1.2...^i 

Au  moyen  des  arrangements  relatifs  à  deux  séries,  on  ob- 
tiendra ceux  qui  sont  relatifs  à  trois,  en  suivant  exactement 
la  même  marche  pour  introduire  les  m'  lettres  de  la  troi- 
sième série  n"  à  n".  On  trouvera  ainsi  que  la  formule  relative 
à  trois  séries  est 

1.2..  7ZX  1.2...«'X  1  2....,,"A^.^^^'»>'Am",n"  ; 

On  trouvera  de  même  que  la  formule  générale  cherchée , 
relativement  à  toutes  les  séries ,  est  : 

i.2....{n-i-?i'  +  ?i"  +  -')  ...  ,., 

Am,»A«»',n'Awi",n"  •  ■  •  •    (A) 


1.2. ../iX  1.2...AZ'  X  1.2. ../i"  X.... 


Deuxième  cas.  Arrangements  avec  répétitions.  On  suivra 
exactement  la  môme  marche  que  pour  les  arrangements  sans 
répétitions.  Mais  alors  Am,n  représentera  le  nombre  ///"  qui 
exprime  combien  on  peut  faire  d'arrangements  n  à  n  avec 
répétitions  au  moyen  de  /n  lettres.  L'introduction  del.2,../i' 
lettres  de  deuxième  série ,  avec  les  indices  respectifs  1 ,  J,  .  ./t', 
dans  les  Am,n  arrangements  des  lettres  de  la  première  série, 
conduit  à  des  arrangements  successifs  ,  dont  les  nombres  sont 
respectivement 

(/H-  1  )  m'Am,w,  (/i  +  1)  (/i  -+-  2)  X  m"  Am,n, 

(n+i)  (n-{--J.)....{n-^n')  X  m""Am,n. 

Si  on  supprime  les  indices,  le  nombre  total  des  arrangements 

est 

{n+i)[n  +  2)....{n  +  n') 

— . ;x;  f)i       :\w,u 

t  .2...// 
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nombre  qui,  en  rcprcscnlaul  m""  par  \m',n' ,  prend  la  forme 
symétri  juc  exprimée  par  la  même  formule  (1)  qu'on  a  ob- 
tenue pour  le  cas  des  arrangements  sans  répétitions. 

On  trouvera  de  même  que  le  nombre  des  arrangements  re- 
latif à  toutes  les  séries ,  est  exprimé  par  la  formule  (A)  ci- 
dessus. 

Si  les  lettres  d'une  ou  de  plusieurs  séries  pouvaient  se  répéter 
et  que  les  autres  ne  le  pussent  pas ,  le  nombre  des  arrangements 
serait  exprimé  encore  par  la  même  formule  (A) ,  en  considé- 
rant Am,n^  Am',n' ,  <  tc. ,  comme  représentant  des  nombres 
d'arrangements  avec  ou  sans  répétitions ,  suivant  que  les 
lettres  des  séries  correspondantes  pourraient  ou  non  se  ré- 
péter. 

II.  Problème.  Dans  le  nombre  total  des  arrangements  avec 
ou  sans  répétitions ,  considérés  dans  le  problème  précédent , 
combien  de  fois  se  rencontre- t-il  que  des  lettres  d'une  même 
série,  de  la  première  par  exemple^  se  succèdent  V  par  groupes 
de  p  lettres  au  moins;  2°  par  groupes  formés  exactement  de  p 
lettres  ? 

Nous  emploierons  les  notations  Am,n ,  etc. ,  comme  dans 
le  problème  précédent,  pour  représenter  les  nombres  d'ar- 
rangements de  m  lettres  n  k  ii,  etc. ,  avec  ou  sans  répéti- 
tions de  lettres. 

Considérons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  les  arrangements 
où  les  lettres  de  la  première  série  sont  assujetties  à  ne  pas 
se  répéter. 

Formons  toutes  les  successions  possibles  des  m  lettres  de 
la  première  série  p  à  p  sans  répétitions,  ce  qui  donnera 
Am,p  groupes  différents.  Considérons  l'un  de  ces  groupes  en 
particulier ,  et  formons  aussi  tous  les  arrangements  possibles 
contenant  n — p  lettres  de  la  première  série  ,  n'  lettres  de  la 
deuxième,  n"  lettres  de  la  troisième  ,  etc. ,  mais  dont  seront 
tîxclues  les  p  lettres  du  groupe  considéré,  arrangements  dont 
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le  nombre  est  exprimé  par  la  formule  (A) ,  en  y  remplaçant 
m  ,  n  par  m  —  /? ,  n  — p.  Si  nous  plaçons  le  groupe  consi- 
déré devant  et  après  l'un  des  arrangements  formés  ,  et  entre 
ses  diverses  lettres  à  toutes  les  places  possibles ,  il  en  résul- 
tera \-\-[n—p)-^ii!-\-n!'-\-..,.  arrangements.  Si  on  com- 
bine de  la  même  manière  ce  groupe  avec  chacun  des  autres 
arrangements  formés ,  il  en  résultera  un  nombre  d'arrange- 
ments exprimé  par 

qui  revient  à  : 

1.2...(l-}-(;z_;,)+/i'+...) 


1.2 {n—p)X  1.2....  n'  X 

La  formule  (2)  exprime  combien  de  fois  une  succession 
déterminée  de  p  lettres  se  trouve  dans  tous  les  arrangements 
formés  de  n  lettres  de  la  première  série ,  de  n'  lettres  de  la 
deuxième ,  etc.  Chacune  des  Am,p  successions  de  p  lettres 
que  l'on  peut  former  avec  la  première  série  ,  devant  se  ren- 
contrer le  même  nombre  de  fois  dans  ces  arrangements,  il 
faut  multiplier  la  formule  précédente  par  Am,p ,  pour  ex- 
primer combien  il  se  rencontre  en  tout  de  successions  de  p 
lettres  de  la  première  série.  Dans  le  produit  obtenu  rem- 
plaçons 

A.m,p  X  Afn,—p,n—p 

par  sa  valeur 

m  {m  —  i)  ...  {m  — /;  +  1  )  X  (m  —  p)  (m  —  p  —  1  ). . . 
(^(ni-p)-{n—p)-i-l). 


ou 


m  {m  —  \)....{m  —  n-\-i} , 
c'esl-à-dire  par  Am,n  ,  ce  produit  devient  : 

1.2....  (l  +  (/i -/;)  +  //' +....) 


1.2...  in—p)  X  1.2.../^'x. 


A;/,,,,  A, 
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La  tonnule  (3)  cxpriinorail  encore,  si  les  lettres  de  la 
première  série  pouvaient  se  répéter,  combien  il  se  rencontre 
de  successions  de  p  lettres  de  cette  série  dans  tous  les  arran- 
gements. On  parviendrait  à  cette  formule  de  la  môme  ma- 
nière ;  seulement  les  lettres  d'un  groupe  n'étant  pas  exclues 
des  arrangements  entre  les  lettres  desquels  on  intercale  ce 
groupe  ,  il  faudra  dans  la  formule  (2)  remplacer 

Am—p,n—p  p3r  ^m,n—p  • 

puis  observer  ensuite  que  le  produit  Am,p  X  A,n,w— p  revient 
à  m^  X  m"""^  ou  r/i"  ,  c'est-à-dire  à  A*"'»^. 

La  formule  (3)  étant  également  applicable  aux  arrange- 
ments avec  ou  sans  répétitions,  il  doit  en  être  de  même  de 
tout  ce  que  nous  allons  en  déduire. 

Si  l'on  désigne  par  Gp,  Gp+i,....  les  nombres  des  groupes 
lormés  respectivement  6e  p,p  -]-  1^....  lettres  consécutives 
de  la  première  série ,  qui  se  rencontrent  dans  l'ensemble  de 
tous  les  arrangements,  l'expression  (3)  est  égale  à  Gp  -h2Gp+i 
+  3Gp+2  +  t^tc.  En  effet ,  un  groupe  de  p  lettres  ne  donne 
lieu  qu'à  une  des  successions  considérées,  tandis  qu'un  groupe 
de/>  + 1  lettres  donne  lieu  à  deux  successions  de  p  lettres , 
l'une  commençant  à  la  première  lettre  du  groupe ,  l'autre  à 
la  deuxième.  De  même  un  groupe  dep-\-2  lettres,  donne 
lieu  à  trois  successions  et  ainsi  de  suite.  De  Tégalité 

Gp  -\-2Gp+t  -\-3Gp+2 -f-....  = 

_1.2...(1 +(«-/>)  +  "'+■■■)  ,        . 

-  1.2...(«-;,)Xl.:i...«'X...  ^  "•-'*•»■''•'••• 

on  déduit ,  par  le  changement  de  />>  en  ^  -f"  ^  » 


Gp+i  -\-  2Gpi-2  -j-  — 

\,2...{in—p)  +  n'+...) 
\.-2...{fi—p—i)X\.-2  ..n'X... 


'  ^* >u,nî^m',n' ' •• 
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soustrayant  la  deuxième  éiçalilé  ih'  la  première  ,  il  vient  : 

Gp  -f  Gp+i  -f  Gp^'2  +  •  •  •  = 


1.2..(«— j»— 1)x1.2../z'X 


^^m,n^m.,n''-  X 


ou ,  en  réduisant 

Gp  4-Gpf  1  -f- Gp"^  -)-.,.= 

i.2...r(«— o)-i-/z'-i-...i 

..2..(;-^)Xl  2..«  X.  ■  '^  +  "'+»"+-'  A.,.A.,.,....   (B) 

C'est  la  première  formule  cherchée ,  qui  exprime  combien 
de  fois  il  se  rencontre  de  groupes  de  p  lettres  consécutives 
au  moins  de  la  première  série. 

Dans  la  formule  (B)  remplaçons/^  par/7+1 ,  et  soustrayons 
de  (B)  le  résultat,  il  vient  après  une  réduction  toute  semblable 
à  celle  qui  précède 

^    ^  1.2.. .[(/^-/7)-1+/^'-f /.-'+..  I 
'"'  1.2...  {n—p)  X  1.2.../i'+... 

(1+/i'  +  ri"+...)  («'  +  /i''-f...)  Aw,nAm'7i'...        (C) 

C'est  la  deuxième  formule  cherchée ,  qui  exprime  combien 
de  fois  il  se  rencontre  des  groupes  de  p  lettres  consécutives 
de  la  première  série. 

Comme  application  très-simple  des  formules  (A) ,  (B) , 
considérons  la  question  suivante  :  déterminer  le  nombre  de 
mois  qu'on  peut  former  avec  19  consonnes  et  5  voyelles,  chaque 
mot  étant  composé  de  3  consonnes  et  de  2  iwycUes  -,  en  excluant 
les  mots  renfermant  trois  consonnes  de  suite. 

Le  nombre  total  des  mots  est  donné  par  la  formule  (A)  , 
appliquée  à  deux  séries;  on  trouve 

1.2.3.4.5  ,     , 

.10^5'     ou      10.19\r)'. 

1.2.3  X  1.2 

ANN.   DE    MaTHÉM.  IV.  *-3 
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La  formule  (B),  dans  laquelle  on  supprimera  d'abord  haut 
et  bas  le  facteur  \.2...{ri—p)  ,  donne  ensuite  le  nombre  des 
mois  exclus ,  savoir 

—  .(1+2)19^5'     ou      3.19^5'. 
1.2  ^    ^    ^ 

Il  reste  ainsi  pour  le  nombre  de  mots  demandé 

7.19'.5"     ou     1200325. 

IIÏ.  Diverses  méthodes  pour  obtenir  directement  la  formule 
connue 

m  (m — \)....{m — n-\-\) 

1.2.  ..n 

qui  exprime  le  nombre  des  combinaisons  sans  répétitions , 
que  l'on  peut  faire  avec  m  lettres  nhn. 

Première  méthode  Supposons  formés  les  Cm,w-i  combinai- 
sons des  m  lettres  n — 1  à  n — 1 .  Dans  chacune  d'elles  intro- 
duisons séparément  chacune  des  m  —  n-\-\  lettres  qui  y 
manquent ,  l'ensemble  ainsi  formé  contiendra 

(m — /A-|- l)Cm,n-i; 

combinaisons  n  a  n.  iMais  ce  nombre  de  combinaisons  sera 
aussi  exprime  par  «Cm,w;  car  dans  l'ensemble  formé,  chacune 
des  Cm,n  combinaisons  des  m  lettres  n  à  «,  se  trouvera  répétée 
n  fois  ,  puisqu'elle  peut  résulter  indifféremment  de  l'intro- 
duction de  l'une  quelconque  de  ses  îi  lettres ,  dans  la  c^mbi- 
nais<m  précéd(?mmcnt  formée  des  n — 1  autres.  On  a  donc 

[m — n  -\-  \)  Cm,n— 1  =  fl^m,n  -, 


d'où 


Or  ou  a 


n 
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donc 

m  [ni — 1)  m  {m — l)....(m — w+V 


Cm,2  — 7-- —  ) y^m,,n  — 


1.2  '  \.^....n 

Deuxième  méthode.  Parmi  toutes  les  combinaisons  des  m 
lettres  n  h  n  ,  il  y  en  a  Cm-t,n~i  qui  contiennent  a.  Car  on 
obtient  celles-ci  en  ajoutant  a  à  chacune  des  Cm— i,w— 1  Com- 
binaisons n—i  à  n — 1  des  m — 1  autres  lettres.  Ecrivons  sé- 
parément la  liste  de  ces  combinaisons,  contenant  a;  faisons 
aussi  la  liste  des  combinaisons  contenant  b  ,  et  ainsi  de  suite. 
L'ensemble  de  ces  m  listes  ,  présente  mCm— i,n— 1  combinai- 
sons. Mais  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  aussi  exprimé 
par  nCm,n  ;  car  dans  l'ensemble  formé  ,  chacune  des  Cm,n 
combinaisons  des  m  lettres  n  a.  n  se  trouve  répétée  n  fois , 
puisqu'elle  se  trouve  écrite  dans  la  liste  correspondante  à 
chacune  de  ses  71  lettres.  On  a  donc 

d'où 

n  7i[n — 1) 

ni  (m— -l)...(/72 — fi-\-\) 


à  cause  de 


n{n-\]....\ 


^m—n-j-i 


1 

Troisième  méthode.  Chacune  des  C,n^n  combinaisons  des 
m  leltres  n  à  n  contenant  fi  lettrc*s  ,  leur  ensemble  en  con- 
tiiMit  /iCw,n.  La  '^i^*"^'  partie  de   ce    nombre ,   c'est-à-dire 

—  Cmn  exprime  combien  de  fois  se  trouve  écrite  uuo  n\éme 
m       ' 

lettre  a.  Mais  ce  nombre  de  fois  est  aussi  exprimé  par 

L»i— i,n— 1- 

En  effet ,  pour  obtenir  toutes  les  combinaisons  n  à  n  renfer- 
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mant  ^/,  il  faut  d'abor»!  forraor  loulos  les  combinaisons  des 
m— 1  autres  !o(îros  n — 1  à  ii—\ ,  puis  écrire  la  lettre  a  dans 
chacune  de  ces  combinaisons  ,  c'est-à-dire  Cm— i,«-i  fois.  On 
a  donc  : 

n 


d'où 


—  \jm.n  —  v>iri— i,n— I 
m 


y^m.n  =  ~- i^m — i,n— i 

n 


comme  par  la  deuxième  méthode. 

Cette  troisième  méthode  est  remarquable  en   ce  qu'elle 

conduit  également  à  l'expression  du  nombre  Cm,n ,  lorsqu'il 

s'agit  de  combinaisons  avec  répétitions  de  lettres.  Alors  la 

n 
formule  —Cmn  exprime  encore  combien  de  fois  une  lettre  a 

m       ' 

se  trouve  écrite;  mais  ce  nombre  de  fois  est  aussi  exprimé 
par 

Cm.n— 1  H Cw,»— 1. 

m 

En  effet,  pour  obtenir  toutes  les  combinaisons  n  k  n  avec 

répétitions  où  se  trouve  a  ,  il  faut  d'abord  former  les  C,n,n—i , 

combinaisons  des  m  lettres  n — i  à  n — 1 ,  combinaisons  dans 

n—\ 
lesquelles  cette  lettre  se  trouve  déjà  écrite C^,»— i  fois , 

puisqu'elles  renferment  {n — t)  Cm,n-i  lettres  ;  ensuite  il  faut 
encore  écrire  la  lettre  a  une  fois  dans  chacune  de  ces  combi- 
naisons «  —  là  n — 1  ,  c'est-à-dire  Cm,w-i  fois.  On  a  donc 

m  m  m 

formule  dont  il  est  facile  de  déduin; 

m{m-\-i) {ni-\-n — 1) 

ijm,n  = — ; • 

\.2....n 
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NOTE 

Sur  les  chiffres  qui  peuvent  terminer  les  puissances  quel 
conques  des  nombres  entiers. 

PAR  M.  BROT, 

professeur  de  matbémaliques  spéciales  au  collège  royal  de  Poitiers. 


I.  En  formant  les  puissances  des  10  premiers  nombres,  ou 
reconnaît  qu'elles  sont  terminées  successivement  par  les 
chiffres  suivants  : 

r«  puissance:  12  3  4  567890 
2^  —  -14  9  6  5  6  9  4  10 
i"  —  .1874563290 
4"  —  :1616561610 
5*         —  1234567890 

d'où  résulte  que  la  6^  puissance  serait  terminée  par  les 
mêmes  chiffres  que  la  2*^  et  dans  le  même  ordre ,  et  ainsi  de 
suit»^  :  il  est  facile  d'après  ce  tableau  de  déterminer  quel  sera 
le  dernier  chiffre  de  la  puissance  même  d'un  nombre  ,  cou- 
naissant  le  dernier  chiffre  de  ce  nombre  :  si  le  nombre  est 
élevé  à  une  puissance  d'exposant  4/i  il  faudra  consulter  la 
quatrième  ligne  ;  si  l'exposant  est  kn-\-i ,  ce  sera  la  première 
si  4/i  +  2 ,  ce  sera  la  2*"  •  si  4/i  +  ^  ^  ^'^  3^ 

11  m'a  semblé  que  ces  considérations  pouvaient  êtreélablies 
d'une  manière  plus  rigoureuse  et  même  se  généraliser  : 
je  me  propose  dune,  dans  celte  note,  do  rechercher  :  V  A 
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quelle  puissance  il  faut  élever  un  nombre  N  pour  que  le  der- 
nier chiffre  se  reproduise:  2°  à  quelle  puissance  il  faut  élever 
un  nombre  N  pour  que  les  deux  derniers  chiffres  se  repro- 
duisent: 3°  à  quelle  puissance  il  faut  élever  un  nombre  N  pour 
que  les  trois  derniers  chiffres  se  reproduisent;  ainsi  de  suite. 
Il  sera  facile  de  déduire  de  là  quel  est  le  dernier  chiffre ,  ou 
quels  sont  les  deux  derniers  chiffres,  ou  les  trois  derniers 
chiffres....  de  la  puissance  quelconque  d'un  nombre  entier; 
car,  si  pour  une  puissance  r,  par  exemple,  les  deux  derniers 
chiffres  de  N  se  reproduisent,  on  cherchera  les  deux  derniers 
chiffres  des  différentes  puissances  de  N,  depuis  la  puissance 
1 ,  jusqu'à  la  puissance  j:  ,  et  à  partir  de  là ,  les  deux  derniers 
chiffres  reviendront  dans  le  même  ordre,  puisqu'en  mul- 
tipliant un  nombre  par  un  autre,  il  est  facile  de  voir  que  les 
deux  derniers  chiffres  du  produit  ne  dépendent  que  des  deux 
derniers  chiffres  des  facteurs. 

II.  Soit  N^  un  nombre  entier  quelconque,  cherchera  quelle 
puissance  x  il  faut  l'élever  pour  que  le  dernier  chiffre  d  se 
reproduise    il  faudra  pour  cela  que  l'on  ait  • 

N  =\0q  -\-d 


(1) 
d'où  :  IN  (N^-ï  —  1)  =  10  (^'—  ^)  (2) 

c'est-à-dire  que  N  (N^-^  — 1)  doit  être  divisible  par  10  : 
cette  condition  est  évidemment  nécessaire  d'après  ce  qui 
précède,  et  de  plus  elle  est  suffisante  ;  car  si  elle  existe,  la 
i^*  des  relations  (1)  existant  toujours,  on  en  déduira  facile- 
ment la  2^  Je  distinguerai  trois  cas  1"N  divisible  par  10  : 
S'^N  premier  avec  10  :  3»  N  non  divisible  par  10  sans  être 
premier  avec  lui. 

111.  Dans  le  premier  cas,  la  relation  (2)  est  satisfaite,  quel 
que  soit  x.  Dans  le  second  cas,  pour  que  celte  relation  soil 
satisfaite,  il  fauf  et  il  suffit  que  N^-'  —  1  .soit  divisible  par 
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^0  ;  or,  dans  ce  cas,  N  étant  impair,  N^-'  —  1  est 
nécessairement  divisible  par .2;  donc  il  fant  et  il  suffit  que 
N^~*  —  i  soit  divisible  par  5  :  celte  condition  aura  toujours 
lieu,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  pour  a:=5  ,  c'est-à-dire 
que  N*  divisé  par  5  donnera  le  reste  1  •  mais  nous  ne  sommes 
pas  certains  qu'une  puissance  inférieure  à  N^  ne  puisse  pas 
aussi  donner  le  reste  1;  toutefois,  si  une  puissance  inférieure 
à  N"^  donnait  le  reste  1 ,  ce  ne  pourrait  étro  que  N'  ou  N^ 
(1  et  2  étant  les  seuls  diviseurs  de  4)  on  trouve  en  effet  que 
N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1  ,  tontes  les  fois  que  le 
nombre  N  qui  est  impair  sera  terminé  par  1 ,  et  dans  ce  cas, 
la  relation  (2)  sera  satisfaite  pour  x=2  et  conséquemment 
toute  valeur  de  jc  :  car  ]N'  donnant  le  reste  1 ,  toute  puissance 
de  N  jouira  de  la  même  propriété.  On  trouve  aussi  que  N' 
divise  par  5  donnera  le  reste  1 ,  toutes  b'S  fois  que  N'  qui  est 
impair  sera  terminé  par  1,  c'est-à-dire  que  N  sera  terminé 
par  1  ou  par  9  ;  la  première  circonstance  vient  d'être  considé- 
rée ^  la  seconde  apprend  que  pour  un  nombre  ternune  par  9, 
la  relation  (2)  est  satisfaite  pour  ^=3  et  par  suite  pour  x=bj 
7....  Dans  les  autres  cas,  c'est-à-dire  pour  N  terminé  par  ?* 
ou  7,  la  relation  (2)  n'est  satisfaite  que  pour  x=:5  et  jar 
suite  pour  Jt  —  0,  13.... 

Soit  actuellement  le  cas  de  N  non  divisible  par  10  sans  être 
premier  avec  lui;  considérons  V  N  divisible  par  2  sans 
rétre  par  5  :  2°  N  divisible  par  5  sans  l'être  \}^v  2. 

1"  N  divisible  par  2  sans  Vêtre  par  5.  Pour  que  la  relation 
(2)  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suffit  que  N^-'  —1  soit  divi- 
sible par  5;  ce  qui  aura  toujours  lieu  pour  .r=3  et  ce  qui 
peut  aussi  avoir  lieu  pour  des  valeurs  inférieures  de  jc  :  une 
analyse  semblable  à  la  précédente  montrera  alors  :  que  la 
relation  (2)  sera  satisfaite  pour  .r  =2  et  par  suite  pour  toute 
valeur  dc.T-,  quand  N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1  ,  c'est- 
à-dire  (juand  JN  sera  terminé  par  fi  :  que  la  relation  (2)  sera 
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satisfaite  pourJt=3et  par  suite  pour  :r  =  5,  7...  quand 
N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1 ,  c'est-à-dire  quand  N  sera 
terminé  par  4  :  que  la  relation  (2}  ne  sera  satisfaite  que 
pour  ji=5  et  par  suite  pour  x=9,  13....  quand  N  sera 
terminé  par  2  ou  8. 

2"  N  divisible  par  5  sans  Vêlre  par  2.  Pour  que  la  relation 
(2)  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suffit  que  N^-'—  1  soit  divi- 
sible par  2;  ce  qui  a  toujours  lieu.  En  résumant  on  conclura 
que  pour  les  nombres  terminés  par  0,  1  ,  5,  6  le  dernier 
chiffre  est  toujours  reproduit  ;  que  pour  les  nombres  termi- 
nés par  4  et  9,  le  dernier  chiffre  se  reproduit  à  toutes  les 
puissances  d'exposant  impair  :  que  pour  les  nombres  ter- 
minés par  2,3,7,8,  le  dernier  chiffre  se  reproduit  à  toutes 
les  puissances  d'exposant  4n  -(- 1 . 

IV.  Cherchons  maintenant  à  quelle  puissance  il  faut  élever 
jN  pour  que  les  deux  derniers  chiffres  se  reproduisent .  en 
procédani  de  la  même  manière,  on  aura  les  relations  : 

(    N   =100^  -h  pa 

N  (N^-»  — 1)  =  100  {q  —q)  (4) 

il  faudra  donc  et  il  suffira  que  la  relation  (4)  soit  satisfaite, 
c'est-à-dire  que  N  (N^-^ — 1)  soit  divisible  par  100.  Je  dis- 
tinguerai encore  trois  cas  :  1°  N  divisible  par  100  :  2°  N  pre- 
mier avec  100  3°  N  non  divisible  par  100  sans  être  premier 
avec  100. 

V.  Dans  le  premier  cas,  la  relation  (4)  est  satisfaite  quel 
que  soit  jo. 

Dans  le  second  cas,  pour  qu'elle  soit  satisfaite,  il  faut  et  il 
suffîtqueN*— 1 — 1  soit  divisible  par  100,  c'est-à-dire  que 
]\a;-i  divisé  par  cent  donne  le  reste  1  :  or,  comme  100  n  est 
pas  un  nombre  premier,  le  théorème  de  Fermât  ne  donne  pas 
immédiatcnienl  une  valeur  de  .r  qui  satisfasse  à  cette  condi- 
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tion  ;  mais  on  sait  qu'entre  N°  et  N'"^  il  y  a  au  moins  une 
puissance  qui,  divisée  par  100,  donnera  le  reste  1  j  cette  puis- 
sance se  trouvera  facilement ,  parce  qu'il  est  aisé  d'obtenir  la 
série  des  restes  correspondants  aux  diverses  puissances  de  N; 
on  trouvera  donc  facilement  la  plus  petite  valeur  de  x,  satis- 
faisant à  la  relation  (4)  et  par  suite  toutes  les  autres.  Dans 
le  cas  spécial  où  N  serait  terminé  par  01 ,  la  relation  (4) 
serait  satisfaite  pour  j:  =  2,  et  par  suite  pour  toute  valeur 
de  jc.  Dans  le  troisième  cas  enfln  ,  il  peut  arriver  plusieurs 
circonstances. 

l''  N  divisible  par  4  sans  l'être  par  5  —  Dans  ce  cas,  il  faut 
et  il  suffit  que  N'^"^  — 1  soit  divisible  par  25  ,  et  comme  pré- 
cédemment ,  on  trouvera  facilement  la  plus  petite  valeur  de 
jo  satisfaisant  à  cette  condition.  —  Dans  le  cas  spécial  de  N 
terminé  par  76  ,  la  relation  (4)  sera  satisfaite  pour  jc  =  2  et 
par  suite  pour  toute  valeur  de  x. 

2°  N  divisible  par  25  sans  l'être  par  2.  —Dans  ce  cas,  il  faut 
et  il  suffit  que  W"""' — 1  soit  divisible  par  4  ,  et  comme  pré- 
cédemment ,  on  cberchera  encore  la  plus  petite  valeur  de  x 
satisfaisant  à  cette  condition.  —  Dans  le  cas  spécial  de  j\  ter- 
miné par  25  la  relation  (4)  est  satisfaite  pour  a-  =  2  et  par 
suite  pour  toute  valeur  de  x. 

3°  N  divisible  par  2  sans  l'être  par  4  ,  ou  N  divisible  par  5 
sans  l'être  par  25.  —  Dans  ce  cas  ,  la  relation  (4)  est  impos- 
sible ;  car  il  faudrait  que  N^"*—  1  fût  encore  divisible  par  2 
ou  par  5,  ou  que  N'^"*— 1  divisé  par  2  ou  5  ramenât  le  reste  1 , 
ce  qui  ne  peut  être  ,  puisque  N  ne  serait  pas  premier  avec  2 
ou  5.  En  résumant ,  on  conclura  que  pour  les  nombres  ter- 
minés par  00,  01  ,  25,  76  les  deux  derniers  cbifTres  sont  tou- 
jours reproduits;  que  pour  les  nombres  divisibles  par  2  sans 
l'être  |)ar  4  ,  ou  divisibles  par  5  sans  l'être  par  25  ,  les  deux 
dernic-i's  cbilTres  ne  sont  jamais  reproduits;  que  pour  tous 
les  autres  nombres  ,  les  deux  derniers  chilTn's  se  reproduisent 
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pour  une  certaine  puissance ,  dont  il  est  toujours  facile  de 
calculer  1  exposant. 

6.  Dans  l'application  de  ce  qui  précède,  il  pourra  paraître 
quelquefois  pénible  do  calculer  l'exposant  de  la  plus  petite 
puissance  qui  ramène  les  deux  derniers  chiffres  du  nombre 
donné  ;  mais  ce  calcul  est  très -rapide^  si  l'on  veut  faire  usage 
des  théorèmes  connus  à  ce  sujet,  mais  je  rappellerai  ces  deux 
principes  qu'on  ne  trouve  pas  ordinairement  dans  les  livres 
élémentaires: 

1"  Il  est  toujours  facile  de  trouver  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  avec  un  nombre  quelconque  N  et  inférieurs  à 
N  :  soit  F  le  nombre  cherché  et  décomposant  N  en  facteurs 
premiers  ,  soit  N  —  aJ^h'^c' ^  on  aura  toujours  : 

F  ^  N  X  X  —, —  X  .  (*) 

abc 

•2°  Si  un  nombre/?  est  premier  avec  N  ,  l'exposant  de  la 
plus  petite  puissance  de  N  autre  que  N*^,  qui,  divisé  par />, 
donne  le  reste  1  est  F  ou  un  diviseur  de  F.  Soit  donc,  par 
exemple ,  un  nombre  759  ;  il  s'agit  de  calculer  l'exposant  de  la 
plus  petite  puissance  qui  doit  ramener  les  chiffres  finals  59  : 
ce  nombre  tombe  dans  le  deuxième  cas,  puisqu'il  est  premier 
avec  100;  on  doit  donc  chercher  la  plus  petite  puissance  à  la- 
quelle il  le  faut  élever,  pour  que  cette  puissance,  divisée  par 

1      4 
100,  donne  le  reste  1 .  On  a  :  F  -  100  x  -  X  -=40  ;  l'cxpo- 

i2       5 

sant  de  cette  puissance  sera  1  ,  2  ,  4  ,  5 ,  8  ,  10  ,  20  ou  40  ;  on 

n'aura  donc  qu'à  calculer  les  résidus  correspondants  à  ces 

puissances ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  résidu  1  :  ce  calcul 

se  fera  très -vite ,  si  l'on  remarque  que  le  résidu  de  la  division 

par  100  se  compose  toujours  des  deux  derniers  chiffres  du 

(')  Calolan.  \.  1,  p.  467.   'Souv     itmalm  Tm. 
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dividende  ;  que  le  résidu  du  produit  de  plusieurs  facteurs 
s'obtient  en  multipliant  les  résidus  des  facteurs ,  et  en  cher- 
chant le  résidu  du  produit  ;  que  le  résidu  de  la  puissance  d'un 
nombre  s'obtient  en  élevant  le  résidu  de  ce  nombre  à  la  même 
puissance,  et  en  cherchant  le  résidu  du  résultat.  C'est  ainsi 
qu'on  aura  : 

Puissances  :  759^  759^  759*  759^  759^  759*\ 
Résidus    .59      81      61      99      2t        1. 

Ainsi ,  pour  le  nombre  en  question ,  la  plus  peiitc  valeur 
de  x  qui  safisferait  à  la  relation  (4)  serait  x  =  M.  Les  chiffres 
finals  59  reviendraient  à  la  douzième  puissance. 

Dans  le  cas  d'un  nombre  N  divisible  par  25  sans  l'être  par 
2 ,  comme  on  a  à  rechercher  à  qnelle  puissance  il  faut  élever 

N  ,  pour  que  cette  puissance  divi:  éo  par  4  donne  le  résidu  1 , 

1 
on  aura  :  Fr=4  .  -—  2.  L'exposant  de  la  puissance  en  ques- 

tion  ne  peut  donc  être  que  1  ou  2  ;  or,  il  est  1  dans  le  cas 
seulement  de  N  terminé  par  25  ;  donc  dans  le  cas  de  N  ter- 
miné par  75,  il  sera  nécessairement  '2,  et  la  relation  sera 
satisfaite  pour  jt  =  3. 

7.  Si  l'on  cherche  maintenant  à  quelle  puissance  il  faut 
élever JN  pour  que  les  trois  derniers  chiffres  se  reproduisent, 
on  sera  conduit  à  la  relation  : 

N  (,^'^-i_i)^iooo(7'— ^),  (5) 

et  on  la  traitant  comme  les  précédentes,  on  sera  amené  a 
conclure  : 

Que  pour  les  nombres  terminés  par  000,  001 ,  37G,  625 . 
les  trois  derniers  chiffres  se  reproduisent  toujours;  que  pour 
les  nombres  divisibles  par  2  sans  I  être  pi^r  8  ,  ou  divisibles 
par  5  sans  l'être  par  125  les  trois  derniers  chiffres  ne  sont 
jamais  reproduils  ;  que  pour  tous  les  autres  nonil^res  ,  les 
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trois  derniers  chiffres  se  reproduisent  pour  une  certaine  puis- 
sance, dont  il  est  toujours  facile  de  calculer  l'exposant. 

Les  calculs  se  simplifieront  d'après  les  remarques  précé- 
demment faites. 
Il  serait  facile  de  généraliser  ces  résultats. 

8.  Je  terminerai  en  observant  qu'on  pourrait  simplifier 
davantage  ces  sortes  de  recherches ,  en  ayant  recours  aux 
différents  principes  démontrés  dans  les  Disquisitiones  arith- 
meticœ  de  Gauss ,  dont  j'énoncerai  encore  le  suivant  :  si  N  est 
un  nombre  impair  ci  si/7=  2**,  la  puissance  de  N  qui  a  pour 
exposant  2""^  divisée  par/?,  donne  le  reste  1. 

On  l'appliquerait  facilement  au  cas  où  dans  la  relation  (5) 
on  suppose  N  divisible  par  125  ;  il  faut  alors  que  ]N*-*— t  soit 
divisible  par  8=  2^  Or,  N^  divisé  par  8  donnera  le  reste  1  ; 
donc  la  relation  sera  toujours  satisfaite  pour  jt=3. 


DÉ  O  NSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 

des  formules  relatives  au  mouvement  rectiligne ,  uniformément 
varié ,  et  sur  le  mouvement  rectiligne  varié  en  général. 


1 .  Nous  supposons  que  le  mouvement  est  uniformément  et 
instantanément  accéléré. 

T  =  temps  pendant  lequel  le  mouvement  a  lieu  ,  exprimé 
en  unités  de  temps. 

V  =  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  T,  exprimée  en 
unités  métriques. 
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E  =  espace  parcouru  pendant  le  temps  T,  exprimé  en 
unités  métriques. 

g.  =  vitesse  acquise  au  bout  de  l'unité  de  temps ,  exprimée 
en  unités  métriques. 

On  a 

V=^T  (1) 

E  =  — =^ —  (-2) 

2^E=T.  (3) 

Démonstration.  V.  Parlageonsle  temps  T  en /t  parties  égales, 
dont  chacune  renferme  t  unités  de  temps ,  de  sorte  que  l'on 
a  H  =  nt{a)',  divisons  de  même  la  vitesse  V  en  /i  parties 
égales ,  donc  chacune  renferme  u  unités  de  vitesse  ;  de  sorte 
que  Ton  nY  =  nu[b)  \  imaginons  un  mouvement  uniformé- 
ment ,  mais  non  pas  instantanément  accéléré  ,  tel  que  pen- 
dant le  premier  intervalle  t  de  temps,  d'une  durée  finie,  le 
mobile  soit  constamment  animé  de  la  vitesse  u  ;  pendant  le 
deuxième  intervalle  de  temps,  de  la  vitesse  2m  ;  pendant  le  troi- 
sième intervalle  de  la  vitesse  3a  ;  et  pendant  le  n^^^  inîorvall<* 
de  la  vitesse  nu  ou  V;  les  espaces  parcourus  successivement 
pendant  ces  intervalles ,  forment  donc  cette  progression 
arithmétique 

tu^  '^tu^  3tUy....ntu  ; 

désignant  donc  par  E'  l'espace  total ,  parcouru  pendant  les 
n  intervalles  ou  pendant  nt^  on  aura 

^,  ,/    .    «  .       tun{n+i)        tun"        tu?i' 

E'  =  /a  1+2+3+..../1  =  ^^ -= i 

2  2  2/t 

et ,  ayant  égard  aux  équations  {a)  et  {b) ,  on  aura 

'1    ^    'lu 
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Dans  ce  mouvement  u  représente  l'accftléralion  pendant  le 
temps  fini  t  ;  or,  dans  le  mouvement  uniformément  et  instanta- 
nément aceéléré  ,  cette  accélération  a  lieu  à  chaque  instant  ; 
ainsi  pour  avoir  ce  mouvement ,  il  faut  que  t  devienne  un 
instant  ;  en  d'autres  termes  que  n  soit  infiniment  grand , 
puisqu'il  y  a  une  infinité  d'instants  dans  un  temps  fini  T  ; 

VT 

dans  ce  cas  E'  devient  E  ,  et  l'on  a  E  =  —  ;  ce  qui  est  Té- 

qualion  (2). 

2-.  Dans  le  mouvement  uniformément  et  instantanément 
accéléré,  la  vitesse  croit  proportionnellement  au  temps;  il 
suffit  donc  de  connaître  la  vitesse  au  bout  d'un  temps  donné 
quelconque,  pour  la  connaître  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque; on  choisit  pour  ce  temps  donné  ,  l'unité  de  temps  ; 
»e  qui  donne  l'équation  Y  =  o^T  (!);  celle-ci  combinée  avec 

E=  —  donne  immédiatement  E=:^  —  ;  donc,  les  espaces 

croissent  proportionnellement  aux  carrés  des  temps. 

Observations  l.  Ainsi  dans  le  mouvement  uniformément, 
mais  non  instantanément  accéléré ,  l'expression  de  l'espace 
est  un  binôme  qui  se  réduit  à  un  monôme,  lorsque  l'impul- 
sion tu  infiniment  petite  ,  se  renouvelle  à  chaque  instant  ; 
comme  cela  a  lieu  pour  la  pesanteur  terrestre. 

II.  Les  mêmes  raisonnements  subsistent  lorsque  le  mou- 
vement est  uniformément  et  instantanément  retardé. 

III.  Réciproquement,  lorsqu'un  point  parcourt  des  espaces 
proportionnels  aux  carrés  des  temps,  on  en  cojjclut  qu'il  esi 
animé  d'une  force  accélératrice  constante.  On  prend  pour 
unité  de  ces  forces ,  celle  qui  est  capable  de  produire ,  en 
agissant  pendant  une  seconde,  une  unité  ou  1  métré  de  vi- 
tesse :  il  n'existe  pas  de  dénomination  pour  désigner  cette 
unité  de  force ^  nous  avons  proposé  celle  de  dynamide.  Ainsi, 
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l'expérience  montre  ,  dans  la  machine  d  AtluKxl ,  que,  dans 

2E 

le  mouvement  des  corps  pesants  ,  —  est  égal  a  9,8038  ^  cela 

veut  dire  que  la  pesanteur  équivaut  à  9,8038  dynaraides. 

IV.  Lorsque  plusieurs  forces  infiniment  petites ,  perma- 
nentes et  constantes  agissent  sur  un  point ,  elles  se  compo- 
sent, comme  des  forces  ordinaires,  par  le  théorème  du 
parallélogramme ,  et  la  résultante  est  encore  une  force  per- 
manente constante.  Si  donc ,  deux  forces  permanentes  pro- 
duisent un  mouvement  uniformément  varié,  et  qu'on  sait 
que  Tune  de  ces  forces ,  agissant  seule,  produit  le  même 
genre  de  mouvement ,  ou  en  conclut  que  l'autre  force  est 
aussi  permanente  et  constante.  C'est  ainsi  que  Coulomb  et  de 
notre  temps  M.  Morin  ont  montré  que  le  frottement  combiné 
avec  la  pesanteur  produit  un  mouvement  uniformément  va- 
rié. On  en  déduit  que  le  frottement  agit  comme  une  force 
retardatrice  constante. 

V.  Lorsqu'une  force  permanente  ne  fait  pas  décrire  des 
espaces  proportionnels  aux  carrés  des  temps ,  on  en  conclut 
que  cette  force  n'est  pas  constante,  qu'elle  varie  à  chaque 
instant  j  c'est-à-dire  qu'à  chaque  instant  elle  a  une  autre  me- 
sure, contient  un  nombre  différent  de  dynamides.  Voici 
comment  on  trouve  ce  nombre  variable  :  Soit  en  général 
e=^J\t)  la  relation  entre  les  espaces  et  les  temps ,  c'est-à-dire 
e  contient  autant  d'unités  métriques  que  f[t)  contient  d'uni- 
lés  de  temps.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  pour  /  =  0 
o  i  a  e  =r  0  ;  au  bout  du  temps  t  -f-  /^'espace  décrit  est  e-^k  ; 
k  et  h  deviennent  infiniment  petits  simultanément ,  mais  leur 
rapport  reste  fini.  C'est  ce  rapport  fini ,  représenté  par  la 
fonction  prime  d(i  t ,  qui  est  évidemment  la  vitesse  qui  existe 
au  bout  du  temps  t  ;  de  sorte  qu  on  a  c  =/'  (/)  ,  ou  bien  ,  v 
contient  autant  d  unités  métriques  (|ue  /  '  \t)  a  d'unités  de 
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temps.  Au  bout  du  temps  t  -\-  h,  ^  devient  \-'-{-l ,  h  ell  sont 
infiniment  petits  simultanément  ;  alors  même  leur  rapport 
est  fini  et  représenté  par  la  fonction  prime  de  /  V  oupar/"(0. 
C'est  cette  fonction  qui  représente  la  force  accélératrice  au 
bout  du  temps  t  ■  ou  bien  cette  force  contient  autant  de  dy- 
namides  que  f"  (t)  contient  d'unités  de  temps. 

VI.  La  physique  étant  exigée  pour  l'admission  à  l'Ecole 
polytechnique,  nous  traiterons,  en  1846,  plusieurs  questions 
physico-mathématiques ,  entre  autres  la  théorie  des  ondes , 
d'une  si  haute  importance  et  si  universellement  négligée. 

Tm 


DEMONSTRATION 

d'un  théorème  sur  les  foyers  de  Vellipse. 

(Nouv.  Ann.,  t.  IV,  p,  i09.) 

FAR  M.   PAUL  SERRET, 

élève  de  mathématiques. 


D'un  point  M  ,  de  la  circonférence  d'une  ellipse,  on  mène 

deux  cordes  MFP,  MF'P',  passant  par  les  deux  foyers;  dé- 

MF    ,   MF' 
montrer  que  la  somme  — ^  +  — — ^  est  constante  [fig.  62). 

Je  remarque  que  les  projections  sur  un  plan  quelconque 
de  deux  longueurs  comptées  sur  une  même  droite  sont  entre 
elles  dans  le  mente  rapport  que  les  longueurs  correspondan- 
tes ;  et,  dans  h'  cas  actuel,  les  longueurs  dont  on  considère 
les  rapports  sont  deux  à  deux  situées  sur  une  même  droite. 
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Cela  posé,  imaginons,  comme  dans  la  figure,  l'ellipse 
donnée  placée  sur  un  cylindre  que  nous  coupons  par  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe ,  de  manière  à  déterminer  pour 
section  le  cercle  o. 

Soient  m^  j\  p,f\  p'  et  o  les  projections  sur  le  plan  du 
cercle  des  points  M,  F,  P,  F',  P ,  O. 

D'après  le  principe  précédemment  énoncé,  on  aura  : 

MF       mf      MF'       mf 


Par  suite, 


FP      fp'     F'P'      />'• 

MF        MF  _  mf       ir£_ 
FP  "^F'P'  ~  fp  '^fp'' 


MF    .    MF' 
Donc ,  si  la  somme  ■— ^  -f  =^,  est  constant(î  et  égale  à  H  , 

mf       mf  ,         *  .     , 

la  somme  -^  -\ — ~-,  sera  de  même  constante  et  égale  à  H  ; 

fp       f  P 
et  réciproquement. 

D'après  cela,  remarquant  que,  à  cause  de  OF  =  OF',  on 
a  aussi  qf=  of\  nous  apercevrons  tout  de  suite  que  la  pro- 
position énoncée  relativement  à  l'ellipse  sera  démontrée  si 
nous  parvenons  à  démontrer  la  proposition  suivante  relative 
au  cercle  qui  existe  nécessairement  si  le  théorème  proposé 
est  vrai. 

Théorème.  D'un  point  M  de  la  circonférence  d'un  cercle 
AMB  on  mène  deux  cordes  MFP,  MF'P'  passant  par  deux 
points  F,  F'  situés  à  égales  dislances  du  centre  sur  le  même 

diamètre  lixe  AU  ;  démon Irer  que  la  somme k  — rr;  est 

FP        r  P 

constante  {/îg.  63). 

Soit  fl  =  oF  =  oF'.  Joignons  oM  el  soit  w  l'angle  MoF. 

Les  deux  triangles  MoF,  MoF',  l'un  acutangle,  l'autre 
obtusangle  en  o,  donnent,  en  désignant  par  r  le  nMon  du 
cercle  : 

Anm.  :'K  MvTUÉM.  IV.  •* 
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[i)  MF  =  V  r'-{-  d'—2dr cos'o  ■ 


['!)  U¥'=  \/r'-\-  d'+  '■Idr  COSm. 

Maintenant  si  nous  remarquons  que 
MF.FP=iAlF'.F'P'  =  AF.FB  =  (r  +  «J}(r— ^;  =  r^— ^, 

nous  aurons  : 

^^       /•'—  d^  r"—  d^ 

(3)  FP  = 


F'P' 


MF  \/r'+«J^_2^rcoso. 

r'—d'  r'^d' 


MF'  (/r +«f^+2^rcosc. 

Donc  en  divisant  membre  à  membre  les  relations  (1)  ci  (3), 
(2)  et  (4),  il  viendra  : 

MF       r^+^— 2^rcos.> 


(A) 

:B) 


FP  r'^d' 

MF'  __r4-r/^+2rfrcos. 
FF  —  'r^ft 


Chacun  des  rapports  (A)  et  (B)  est  dépendant  de  la  variable 
w  ,  mais  leur  somme  est  indépendante,  et  par  suite  constante. 

En  effet ,  Ton  a  : 

MF        MF'        2(r*-|-^') 

quantité  constante. 

La  proposition  relative  à  l'ellipse  est  donc  démontrée. 

Maintenant  il  convient,  pour  résoudre  complètement  la 
question  proposée ,  de  déterminer  en  fonction  des  axes  de 
l'ellipse,  la  valeur  de  la  somme  constante  de  ces  rapports. 

Pour  l'ellipse,  aussi  bien  que  pour  le  cercle,  la  valeur  de 

2  (r'+  d') 
la  somme  constante  est — —■ — —  ;  nous  pouvons  donc  ré- 

r  -{-  d 

soudre  la  question  que  nous  venons  de  nous  proposer  d'une 
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première  manière,  en  cherchant  les  valeurs  de  r  et  ^  en 
fonction  de  ^  et^. 

Or,  on  sait  d'abord  que  r  =  b  ,  car  le  petit  axe  de  toute 
ellipse  placée  sur  un  cylindre  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cylindre. 

Quanta  la  valeur  de  ^,  si  A  désigne  l'angle  du  plan  de 
î'eliipse  avec  le  plan  du  cercle,  l'on  a  :  ^  =  c  cosA  ;  d'ail- 


leurs  cosA  =  -. 
a 

Donc 

r=  0  ;     d=z — .    , 
a 

Donc 

r-'—d'' 

La  snmino  rnni^tante 

dont  il  s'ao^it  est  donc  2  .  — • — 

a 


Mais  nous  pouvions  arriver  au  même  résultat  d'une  autre 
manière  plus  simple- 

Pour  cela  ,  donnons  au  point  M  une  position  particulière 
pour  laquelle  les  rapports  dont  il  s'agit  de  déterminer  la 
somme  soient  exprimés  aussi  simplement  que  possible.  Sup- 
posons ,  par  exemple,  que  le  point  M  soit  l'une  des  extrémi- 
tés du  grand  axe  de  l'ellipse,  l'extrémité  de  a,  par  exemple , 


on  aura  : 

K 

AF       a  +  c 

AF      a~c 

FB  ~  û      c  ' 

FB~rt  +  c' 

Donc 

AF     AF 
FB"'"F'B' 

a-\-c  1  a — c 

[a-Yc)^-H<i-cr      ^{a'^e) 

a — c  '  a-\-c 

a'—c'               "a-"   -c'' 

ce  qui  nous  conduit  au  résultat  déjà  obtenu. 


—  652  - 


DEMONSTRATION 

fFun  théorème  sur  le  foyer  de  la  parabole. 

(Nouv.  Ann.,  t.  IV,  p.  509.  ) 

PAR.  M.  PAUL  SERRET, 

élève  en  mathématiques. 


Des  extrémités  M ,  M'  d'une  corde  passant  par  le  foyer 

d'une  parabole,  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP,  M'P' 

sur  une  droite  fixe  située  dans  le  plan  de  la  parabole  ;  dé- 

MP    ,    MP' 
montrer  que  la  somme  r^rr-  +  ^rrr^  est  constante  {fig.  64). 

Examinons  d'abord,  ce  qui  d'ailleurs  nous  servira  tout  à 
l'heure,  le  cas  particulier  où  la  droite  fixe  est  parallèle  à  la 
directrice  Si  nous  désignons  par  zhc?  la  distance  de  cette 
droite  à  la  directrice ,  on  aura  : 

MP  =  MF±^;    MT'  =  M'Fzh^, 

les  signes  se  correspondant  dans  les  valeurs  de  MP  et  M'P', 

c'est-à-dire  que  l'on  doit  prendre  d  avec  le  même  signe  dans 

les  deux   expressions.    Or  soient  MF  =  p, ,    M'F  =  p, ,  on 

aura  ** 

MP  d       M'P'  d 

=  1-+---        =:l-h_. 

MF         ""p.'      M'F  ~p. 

D'après  ce  tiiéorème  on  doit  avoir  • 

MP    ,    M'P' 

MF  "^  ÏVTF  ^  ""^  quantité  constante 

Donc  aussi  la  somme  2-J — -  et  par  suite doit 

p.?,  p.p. 

^[rv  une  quantité  constante 
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Donc,  il  découle  de  la  proposition  à  démontrer  le  théorème 
suivant ,  que  nous  allons  démontrer  directement,  «l qui  nous 
servira  dans  un  instant. 

Théorème  (A).  Dans  toute  parabole,  la  somme  des  distances 
du  foyer  à  deux  points  de  cette  courbe  situés  sur  une  mémo 
droite  passant  par  le  foyer,  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  de  ces  mêmes  dislances. 

Prenons,  en  effet,  l'équation  polaire  &  = de  la 

parabole  rapportée  à  son  foyer  comme  pôle ,  et  à  son  axe 
comme  axe  polaire. 

Menons  par  le  point  F  une  droite  faisant  un  angle  w  avec 
l'axe  polaire  et  rencontrant  la  courbe  aux  deux  points  M , 

M'.  Posons  FM  =  p,  ;  FM'  =  p,;  on  aura  : 

p       FM:^^^! ,     et    p,=  FM'=:— -^^ . 

^'  1  —  COSw  1  -j-COSw 

tormons  1  expre.^^sion 


Donc 


COS'w  '       '  '  '  '         1  ~  COS'w 


p.p.        /      p' 

ce  qui  démontre  le  théorème  (A)  et  donne  en  même  tomps 
la  valeur  du  rapport  constant  dont  il  s'agit. 

Maintenant  passons  au  cas  générol  où  la  droite  fixe  est  à 
une  distance  quelconque  d  du  foyer  et  fait  avec  l'axe  polaire 
un  angle  quelconque  a. 

Soient  MP,  M'P'  les  perpendiculaires  abaissées.  Par  le 
foyer  menons  une  parallèle  pp'  h  la  droite  PP',  on  a  : 

INI P  =  P/;  -f  Mp  =  ^  +  M/;  =  ^  +  P.  sin  (a  -  w)  , 
M'P'  =  V'p  —  M>'=  d  -  Mp'=  d—  p, sin(a  —  ..). 
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Nous  aurons  donc  : 

MP  _  d-\-p^s\nioi—'f.^)        M'P'  _  d  —  p^sm{u  —  u,) 
MF"""  7,  '      Wf  J^  ' 

d'où 

MP       M-F_^(p.+p,) 
MF"^IVJ'F  p,p,      • 

Or  d  est  une  quantité  constante,  puisque  la  droite  PP'  est 
fixe. 

D  après  ce  qui  vient  d'être  démontré  ,   le  rapport -' 

p.  Pi 

est  aussi  constant  et  égale  -. 

P 

Donc  le  théorème  énoncé  est  démontré  ,  et  la  somme  con- 

2d 
stante  des  rapports  dont  il  s'agit  est  égale  à  — ,  d  représen- 
tant la  distance  au  foyer  de  la  droite  fixe  considérée. 

Remarque  V^.  D'après  l'expression  de  la  valeur  de  la 
somme  constante ,  on  voit  que  la  valeur  de  cette  somme  ne 
dépend  aucunement  de  l'inclinaison  de  la  droite  considérée , 
mais  simplement  de  la  distance  au  foyer. 

Remarque  li^.  Si  d=p,  la  somme  constante  est  égale  à 
2  ;  ce  qui  est  facile  à  concevoir  d'après  la  nature  même  de  la 
parabole. 


SOLTJTIOJV  DU  PROBLÈME  102.  (V.  p.  370  ) 

PAR  M.  MENTION , 

élève  en  spéciales. 


Quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence  ;  dans 
chacun  des  triangles  formés  par  ces  quatre  points  trois  à  trois 
existe  un  point  do  rencontre  dos  hauteurs     ces  quatre  points 
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de  rencontre  sont  sur   une  môme   circonférence  égale  à  la 
première. 

I.  Lemme.  Dans  tout  triangle,  la  dislance  du  cercle  cir- 
conscrit, à  l'un  des  côtés,  est  égale  à  la  moitié  du  segment 
de  la  hauteur  parallèle  à  cette  distance  ;  segment  compris 
entre  le  sommet  et  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

Soit  un  triangle  ABC  dans  lequel  O  est  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs,   0' le  centre  du  cercle  circonscrit,  je  dis  que 

^,„       AO     .,^       BO 

nous  aurons  :  O'E  =  —  ,  O'D  =       . 

En  effet,  joignant  ED  ,  nous  aurons  deux  triangles  O'DE  , 
AOB  qui  sont  semblables  ^  donc  nous  aurons  : 

0'D:BO::DE:AB::0'E:BO. 

AT>  T>Q  \^\ 

Mais  ED  =  _  ;  donc  0'D=  —  ,  0'E=:— . 

Il  en  est  de  même  de  la  troisième  distance. 

II.  Soit  un  quadrilatère  inscrit  ABCD  :  E,  G  ,  F,  li  sont 
les  points  d'intersection  des  hauteurs.  Il  suffît  de  démontrer 
que  le  quadrilatère  EGFH  a  ses  côtés  parallèles  et  égaux  à 
ceux  du  quadrilatère  donné. 

l**  Je  vais  démontrer,  par  exemple,  que  EG  est  parallèle 
à  AB  :  d'abord  AG  et  BE  sont  parallèles  ;  il  faut  donc  prouver 
que  BE  =  AG. 

Or,  d'après  le  lemme  précédent,  O  élant  le  centre  du  cercle, 
nous  avons  BE=:2  0I ,  AG  =  2  01  ;  donc  BE=  AG.  Démon- 
trons encore  que  TH  est  parallèle  à  DC  :  il  faut  faire  voir  que 
CH  =.  DF.  Or  DF  =  iOK  ;  CH  =  20K  ;  donc  DF  =  CH . 

2"  La  circonférence  circonscrite  à  ce  nouveau  quadrilatère 
est  égale  à  la  première.  En  effet ,  si  nous  prenons  les  deux 
triangles  GEÏI,  ADBj  ces  deux  triangles  sont  égaux  ,  cl 
quand  deux  triangles  sont  égaux  ,  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits à  ces  triangles  sont  égaux. 

Le  théorème  est  donc  entièrement  démoniré. 
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Si  le  quadrilatère  a  deux  angles  droits  ,  la  démonslralion 
est  immédiate. 

Le  quadrilatère  est  alors  BFDE. 
DF  étant  perpendiculaire  à  BC  sera  parallèle  à  AB  : 
BE  étant  perpendiculaire  à  AD  sera  parallèle  à  DC  : 
BF  sera  de  mémo  parallèle  à  AD,  ainsi  que  DE  à  BC. 

{Prochainement  la  solution  du  problème  101,  par  le  même.) 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  98  (p.  368). 

PAR  m.  HENRI  BINDER , 

élève  en  élémentaires  du  collège  Charlemagne  (institution  Favard). 


Soit  Ils  le  nombre  des  faces  triangulaires  ;  n^  celui  des  faces 
quadrangulaires  d'un  polyèdre  ,  et  N  le  nombre  des  diago- 
nales du  polyèdre ,  faisant  : 

n,  +  2fi^  +  3«5  +  . . .  =  L 
1  .a./i,  +  2.4«4  +  3.5.«5  +  4.6/26  =  M 
on  a 

8N  =  (2  +  L)  (4  +  L)  —  4M. 

Si  «3  est  le  nombre  des  faces  triangulaires  ,  «<  celui  des 
faces  quadrangulaires,  etc.,  on  aura  en  appelant  H  le  nombre 
des  faces  : 

Le  nombre  des  côlés  de  tous  ces  polygones  réunis  sera 
3«3  +  4«4  +  5«5,  etc., 

comme  deux  de  ces  côtés  réunis  forment  une  arête ,  on  aura 
en  appelant  A  le  nombre  des  arêtes  : 

2A=:3/^3-h  'I/A, -f-5/^-f... 
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Remarquons  que  le  iiombre  des  diagonales  que  l'on  peut 
mener  dans  un  polyèdre,  est  égal  au  nombre  des  lignes  qui 
joignent  tous  les  sommets  deux  à  deux ,  diminué  du  nombre 
des  arêtes  et  du  nombre  des  diagonales  que  l'on  peut  mener 
dans  ehacune  des  faces  ;  cela  posé  ,  cherchons  chacun  de  ces 
nombres. 

Soit  S  le  nombre  des  sommets  ;  le  nombre  total  des  droites 

S(S--1) 
qui  joignent  les  sommets  est  évidemment  — —- — 

Nous  connaissons  le  nombre  A  des  arêtes  ;  il  reste  à  avoir 
le  nombre  des  diagonales  que  l'on  peut  mener  dans  chaque 
face. 

Or,  le  nombre  des  diagonales  que  l'on  peut  mener  dans 
un  polygone ,  est  égal  au  nombre  des  lignes  ,  joignant  deux 
à  deux  tous  les  sommets ,  diminué  du  nombre  des  côtés  de 
ce  polygone  ;  donc  :  pour  avoir  le  nombre  de  diagonales  que 
l'on  pourra  mener  dans  les  faces  réunies  du  polyèdre,  nous 
prendrons  chacune  de  ces  faces  en  particulier,  et  du  nombre 
des  lignes  joignant  tous  les  sommets  deux  à  deux  ,  nous  re- 
trancherons le  nombre  des  côtés  ,  et  nous  ferons  la  somme  ; 
nous  avons  ainsi  : 

Pour  les  faces  réunies 

3.2        ,    4.3        .    5.4 
2      ''22 
ou 

3.2        .    4.3        .    5.4 


ir  ^^3+  "TT  "4  +  -TT  "s- •  •  —  3"-"  ~  ^^h  —  ^«5, 


donc ,  on  aura 

_  S.(S  — 1)         ^         /3  2        ,    4.3 
2 
d'où 


A-(— ^+  — '^.+   --2A) 


^^       S.(S— 1)       (3.2        4.3  )       (3         4  i 
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Multipliant  par  8  de  part  el  d'autre  : 

8]V  =  2S.(2S— 2)~4.M: 

en  prenant  la  notation  indiquée  dans  renoncé  ;  or  ,  le  théo- 
rème connu  d'Euler  donne  : 

S=A— H+2 
2S  —  2A  —  2H  +  4 
or 

2:\  —  ^H  =  «,  +  2n,  +  3/^5  +.. ..  =  L 
donc 

8N  =  (2A  -  2H  +  4)  (2 A  —  2H  +  2)  —  4M      -  ' 
8N  =  (L  +  4)  (L  -f  2)  —  4M ,  c.  (/.  /•.  rf. 


DIVISION  ABREGEE. 

(V.   p.  348.) 

PAR  m.  FINCK, 

docteur  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  de  Strasbourg. 


Relativerac5nt  a  ma  discussion  de  la  division  abrégée,  j'ai 
reconnu  que  le  cas  particulier  où  Ton  trouve  un  quotient 
partiel  égal  à  10  ,  peut  se  simplifier  considérablement. 

Je  dis  que  si  on  trouve  un  quotient  partiel  =  10  ,  on  peut 
conclure  qu'en  prenant  9  pour  ce  quotient  et  pour  chacun  des 
suivants ,  on  a  le  quotient  total  à  unf  unité  près  en  moins. 

En  eiïel ,  conservant  mes  notations  antérieures ,  je  nomme 
Cr  le  chiffre  du  quotient  partiel  qui  =  10;  de  deux  choses 
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Tune  ou  Cr—i  est  en  excès,  où  il  est  en  défaut,  dans  chaque 
cas  l'erreur  est  -<  1.  Mais  si  c^  =  10 ,  c'est  que  Cr-i  aug- 
mente d'une  unité,  et  devient  excédant.  Donc,  le  quotient  10 
est  trop  grand. 

Si  Cr—i<i  9 ,  le  quotient  devient  =  <  9 ,  et  on  rentre  dans 
le  cas  principal.  Si  Cr—t  =  9,  il  devient  =  10,  etcr— 2  aug- 
mente de  1  etc.  ;  enfin  ,  si  c.  =  9 ,  il  devient  10 ,  et  S  devient 

=  c,x  d,  X  10»-»  =  <  X 10» , 

quantité  <  D*  x  10*  et  <;  D.  Donc  ,  le  reste  est  <  D  ,  et  le 
quotient  est  exact  à  une  unité  près  -,  d'ailleurs  il  est  on  excès. 
Si  donc  au  lieu  de 

Cr  =  10,  Crri  =0,....  Ci— 0  , 

on  prend 

Cr  =  Cr+i  =■  etc.  =Ci  =  9 , 

on  a  le  quotient  en  moins  à  une  unité  près. 


RECTIFICATION  DE  LA  COURBE 

qui  coupe  les  génératrices  d'un  cône  quelconque  ,  sous  un  angle 

constant. 


PAB.  M.  TURQUAN  , 

professeur  au  collège  royale  de  Pontivy. 


Je  placerai  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  du  cône, 
et  je  prendrai  les  axes  rectangulaires. 

Alors  la  distance  d'un  point  quelconque  (a.yz)  de  la  courbe 

à  l'origine  sera  V  Jc'^  -\-y  -\-  z\  et  les  angles  que  fait  avec 
les  trois  axes  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point ,  auront 
pour  cosinus 
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J^'  ,r  z 

Vx^+y+z^'   l/Wr^+3^'  |/'i-^+^^+?' 

ou  sait ,  au  reste ,  que  les  angles  de  la  tangente  à  la  courbe 

,  .  .         dx     dy     dz 

avec  les  axes  ont  pour  cosinus  —  .   -^.    — . 

ds      ds      ds 

Donc,  si  on  appelle  m  le  cosinus  de  l'angle  constant  que 
la  courbe  fait  avec  chaque  génératrice  ,  on  aura  : 

xdx  -{-ydy  4-  zdz                      jcdx  4-  rdy  -f  zdz 
—  ,-  ■  — .  =:  m ,  ou  ■ — —  =  mds  , 

Vx'+y-^z'  ds  l/a:'-\-y+  z' 

d'où  •  \/'^'::fy:^'^-  —  ^s  +  c , 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  ^\  5  j', ,  z,  et  X, ,  K, ,  z,  sont  les  coordonnées  de  deux, 
points  de  la  courbe  auxquels  correspondent  les  arcs  s,  et  5, , 
on  aura  pour  l'arc  compris  entre  ces  deux  points  : 

i^^\+j\  +  ^\  -  yx\+y\  +  z\  =z  m  {s'  —  s'). 

Prenons  maintenant  deux  droites ,  oX  et  oY,  qui  fassent 
entre  elles  un  angle  dont  le  cosinus  soit  m,  prenons  sur 

oX;oV=\/x\-}~y7+z\  et  oQ==\/x\+y\  +  z\, 
puis ,  par  les  points  P  et  Q  ,  menons  les  perpendiculaires 
PM  et  QN ,  la  parlic  MN  de  la  droite  oY  sera  la  longueur 
de  l'arc  s, —  s,. 


THEOREME  DE  M.  GAUSS 

sur  les  lignes  géodésiques ,  généralisé  et  géométriquement 
démontré  par  M.  Jacobi  {Journal  astronomique  de  Schu- 
macher. 1843,  p.  115). 

Observation.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  nous  supposons  que  la 
sphère  a  l'unité  pour  rayon. 
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I.  Lemme.  Soit  BACDE  {fig.  65)  un  polygone  sphérique 
quelconque,  ayant  les  angles  rentrants  C,  D  plus  grands  que 
deux  droites ,  et  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que  le 
polygone  est  un  pentagone  ;  soit  S  l'aire  du  polygone,  on  a 
S=:B4-C  +  D  +  E+A~  3.180;  désignant  par  m  et  n 
les  angles  formés  respectivement  par  le  prolongement  de 
BC ,  avec  CD ,  et  le  prolongement  de  CD  avec  DE^  il  vient 
S  =  B  ^-  m  -f-  'i  +  A  +  E  —  1 80  ;  on  aura  mémo  résultai , 
quel  que  soit  le  nombre  des  aogles  rentrants. 

Observation.  Si  le  polygone  est  concave  vers  son  enve- 
loppe, on  aurait  S  =  A-f-  B  +  E-|-  180° — m — n. 

Corollaire  I.  Lorsque  BCDE  représente  une  courbe  sphé- 
rique présentant  toujours  sa  concavité  vers  les  arcs  des 
grands  cercles  BA,  AE,  les  angles  m  et  n  sont  des  angles 
de  contingence  ,  et  si  on  désigne  par  T  la  somme  (quantité 
finie)  de  tous  les  angles  de  contingence ,  S  désignant  l'aire 
sphérique  comprise  dans  les  triangles  BAE  formé  par  deux 
arcs  des  grands  cercles  et  la  ligne  sphérique ,  on  aura 
S  =  B+A  +  E  +  T—  180«. 

Corollaire  2.  Si  les  arcs  des  grands  cercles  sont  tangents 
en  B  et  E  ,  à  la  ligne  sphérique  les  angles  B  et  E  sont  nuls  , 
et  l'on  a  S  =  A  +  T  —  180  ^  si  la  courbe  présente  sa  conca- 
vité, on  anraitS  =  A-|-  ISO''— T. 

II.  Lemme.  [Fig.  66.)  Soit  MN  une  ligne  sphérique  tour- 
nant sa  convexité  vers  la  même  région  ;  pour  tous  les 
points,  M,  l,  r,  N  menant  normalement  dans  le  même 
sens  des  quadrants  ;  les  extrémités  de  ces  quadrants  forment 
une  seconde  ligne  sphérique  mii^  polaire  à  la  première. 
Chaque  angle  de  contingence  forme  par  les  quadrants  in- 
finiment voisins  II,  Vi\  est  représenté,  à  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  près,  par  l'aire  de  l'élément  H'/V;  donc 
la  somme  de  tous  les  angles  de  contingence  T  est  égale 
à  l'aire  sphérique  comprise  dans  le  quadrilatère  MN/z^/^  , 
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lV)rmo  par  la  lijifne  MM  ,  sa  polaire  mn,  et  les  quadrants  ex- 
trêmes Mm,  N/i. 

Corollaire  t.  Prolongeant  le  quadrant  nN  jusqu'à  ce  qu'il 
rencontre  en  A  le  quadrant  Mm ,  l'aire  du  quadrilatère  se 
décompose  en  deux  triangles  NAM  et  A/zm-  or,  d'après  le 
corollaire  2  du  lemmo  précédent ,  Taire  de  AMN  est  égale  à 
T+A— 180;  doncT  =  T+ A— 180  + aire  Aw«;  donc 
aire  A/;/«  =180      A  ==  angle  mAN. 

III.  Théorème.  Étant  donnée  dans  Tespace  une  courbe 
quelconque  pv,  si ,  par  le  centre  d'une  sphère,  on  mène  des 
rayons  parallèles  aux  rayons  de  courbure  de  la  courbe  ,  on 
forme  un  cône  coupant  la  sphère  suivant  la  ligne  mn  (fig.  66)  ; 
si  par  le  centre  on  mène  dos  droites  parallèles  aux  tangentes 
à  la  ligne  uv ,  on  formera  un  second  cône  rencontrant  la 
sphère  suivant  la  ligne  MN,  polaire  par  rapport  à  mn  ;  en- 
suite ,  si  par  le  centre  on  mène  deux  plans  respectivement 
parallèles  aux  plans  osculateurs  en  [k  et  en  v ,  on  aura  les 
deux  seconds  grands  cercles  MAm,  AN«  ;  alors  l'aire  du 
triangle  Anm  est  égale  à  l'angle  A  ,  c'est-à-dire  au  supplé- 
ment de  l'angle  des  deux  plans  osculaîeurs. 

Démonstration.  C'est  le  corollaire  du  lemme  II. 

Exemple.  Si  la  ligne  dans  l'espace  est  une  trajectoire  loxo- 
dromique  tracée  sur  un  cône  droit ,  tous  les  rayons  de  cour- 
bure sont  parallèles  à  un  inêmc  plan  ,  par  conséquent ,  la 
ligne  m?i  devient  un  grand  cercle  ,  et  l'aire  du  triangle  Am/t 
étant  égale  à  l'angle  A,  il  s'ensuit  que  les  angles  m  et  n  sont 
supplémentaires,  ce  qu'on  voit  aussi  à  priori. 

IV.  Théorème.  {Fig.  67.)  Étant  donné  dans  l'espace  un 
triangle  ABC ,  formé  par  trois  courbes  quelconques ,  mais 
assujetties  à  la  condition  qu'à  chaque  sommet  les  directions 
des  deux  rayons  de  courbures  des  courbes  qui  s'y  coupent 
se  confondent.  Si  par  le  centre  d'une  sphère,  on  mène  des 
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parallèles  a  tous  les  rayons  osculatcurs  des  trois  courbes,  on 
formera  un  triangle  sur  la  sphère  ,  dont  l'aire  est  égale  à  la 
différence  entre  îa  somme  des  trois  angles  du  triangle  ABC 
et  deux  angles  droits. 

Démonstration.  Soit  ab,  ba^  ca^  les  lignes  sphériques  cor- 
respondant aux  lignes  AB,  BC,  CA  dans  l'espace  ;  ^2|3  est 
l'arc  du  grand  cercle  ,  trace  sphèrique  du  plan  moné  par  le 
centre  parallèlement  au  plan  osculateur  en  A,  à  la  courbe  AC, 
et  «7,  l'arc  du  grand  cercle  correspondant  au  plan  osculateur 
en  A,  à  la  courbe  AB  ;  de  sorte  que  a^^  b^i  sont  les  grands 
cercles  relatifs  aux  plans  osculateurs  extrêmes  de  la  ligne 
AB  ,  et  ainsi  des  autres  ;  et  soient  e,y,^les  intersections  des 
grands  cercles  dans  l'intérieur  du  triangle  abc ,  on  a  l'iden 
tité  géométrique  suivante  entre  les  aires  : 

En  vertu  du  corollaire  du  leinme  II,  on  a  ab'^  =^  angle  7, 
et  agy  é{î\i\i  un  triangle  sphérique  ordinaire  ,  on  a  : 

agy  =  a  -{-  g~\-  y  —  1 80 

Substituant .  dans  cette  identité  ,  aux  aires  leurs  valeurs  an- 
gulaires ,  il  vient ,  toutes  réductions  faites  : 

abc  =  2.iS0  —  ang.  7.^7 —  ang.  ^cj  -—  ang.  7^:^ 

=  (180°— ang.a67)+(l80°— pca)4-(180"— 7^^}  — 180"  (1). 

ou  180"  —  aby  est  l'angle  Tormé  par  les  deux  plans  oscula- 
teurs on  A  aux  courbes  AB  et  AC,  et  comme  les  rayons  de 
courbure  ont  même  direction  ,  il  s  ensuit  que  cet  angle  est 
aussi  celui  des  tangentes  en  ce  point  aux  deux  courbes,  ou  a 
l'angle  des  doux  courbes  ;  donc  l'équation  (1)  renferme  l'é- 
noncé du  théorème. 

Corollaire.  Lorsque  les  trois  courbes  données  dans  l'espace 
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sont  l('s  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface ,  elles  rem- 
plissent la  condition  d'avoir  aux  points  d'intersection  des 
rayons  de  courbure  coïncidents.  On  obtient  alors  le  célèbre 
théorème  démontré  la  première  fois  par  M.  Gauss,  dans  ses 
Disquisitiones  générales  circa  superficies  curvas ,  etc.,  théo- 
rème qu'on  peut  énoncer  ainsi  .  Si  sur  une  surface  quel- 
conque on  forme  un  trianî^le  avec  trois  lignes  de  plus  courte 
(lislanre  (lignes  géniésiques) ,  et  qu'on  mène  par  le  centre 
d'une  sphère  des  parallèles  à  toutes  les  normales  à  la  surface, 
correspondant  aux  points  du  triangle,  on  formera  sur  la 
sphère  un  contour  fermé  dont  l'aire  est  à  celle  de  la  sphère 
comme  la  différence  de  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
géodèsique  à  deux  angles  droits,  est  à  huit  angles  droits, 
différence  qui  est  en  excès  si  la  surface  est  concave  vers  une 
région,  et  en  défaut,  si  ce  cas  n'a  pas  lieu.  L'illustre  directeur 
<le  l'Observatoire  de  Gœttingue  a  démontré  ce  théorème  à 
l'aide  du  calcul  inlègral,  et  M.  Jacobi  en  a  généralisé  l'é- 
noncé en  l'appliquajU  à  des  courbes  quelconques  et  par  la 
voie  géométrique  ;  il  a  même  donné  la  plus  grande  extension 
possible,  en  prenant  des  courbes  quelconques,  assujetties  à 
aucune  condition,  par  le  théorème  suivant  : 

IV.  Théorème  3.  Soit  dans  l'espace  un  triangle  ABC  formé 
par  les  trois  courbes  BC  ,  CA,  AB  ;  du  centre  d'une  sphère, 
le  rayon  =  1  ,  on  mène  des  parallèles  aux  rayons  de  cour- 
bure des  trois  courbes  ;  on  obtient  sur  la  sphère  trois  autres 
courbes  i^c',  ca.  ab\  (c  et  c' ne  se  confondent  plus);  aux 
deux  extrémités  de  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des 
grands  cercles  b^  ,  c'y  ,  cy,  ^'a,  /^a,  b'\'j ,  dont  les  plans  sont 
parallèles  aux  plans  osculatours  menés  en  Bet  C,  C  et  A, 
A  et  B  aux  courbes  BC  ,  CA  ,  AB  ;  par  exemple  :  bQ  est  pa- 
rallèle au  plan  osculateur  B  au  C(Mé  BC  et  C  ;  alors  l'aire  d(» 
l'enjiéagone  sphérique^^'f/^c'ye^W,  dont  trois  côtés  bc\  cd ^ 
ah'  sofil ,  L'énéralement  pnrlant ,  des  courbes  à  double  cour- 
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bure,  cl  limu  les  six  autres  côtés  ,  ax ,  a'a,  6(3,  6'p  .  cy,  c'7, 
sont  des  arcs  de  grand  cercle ,  est  égale  à  l'excès  sur  deux 
angles  droils  de  la  somme  des  angles  que  les  plans  oscula- 
teurs  forment  ensemble  aux  sommels  du  triangle  AB',  ou 
égal  à  angle  ^aa'  +  angle  b^U  +  angle  c^c  —  180°. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  P'. 

Corollaire.  Si  les  trois  courbes  énoncées  sont  planes  (sans 
être  dans  un  même  plan),  alors  les  courbes  bc\  ca',  ab'  de- 
viennent aussi  des  grands  crcles ,  et  les  trois  arcs  p^,  bc\  cy 
appartiennent  au  même  grand  cercle,  et  il  en  est  ainsi  des 
arcs  7C,  ca\  a'a;  «i^,  ab\  Z>'p,  et  l'ennéagone  se  réduisant  au 
triangle  sphérique  ordinaire  apy,  on  parvient  à  l'expression 
connue  de  l'aire  du  Iriangle  sphérique. 

V.  Théorème i.  Unecourbe  continue  quelconque,  mais  fer- 
mée, étant  donnée  dans  l'espace ,  si  par  le  centre  d'une  sphère 
on  mène  des  rayons  parallèles  aux  rayons  de  courbure,  les 
extrémilés  de  ces  parallèles  forment  toujours  une  courbe , 
qui  partage  la  surface  de  la  sphère  en  deux  partie»  équiva- 
lentes 

Démonstration.  Ce  beau  théorème  est  aussi  une  consé- 
quence immédiate  du  théorème  1"'. 

Observation.  Le  mémoire  de  M.  Jacobi  est  daté  de  Kœ- 
nigsberg,  16  oclobre  1842 


LIEU  Gr.OMÉTRIQUE 

d'tm  point  dont  tes  trois  polaires^  par  rapport  à  trois  coniques, 
dans  un  même  plan  passent  par  le  même  point. 


Cas  particulier. 
1.  Soient  deux  coniques  M  et  M'  semblables  ri  semblable 

Ann.  DR  MaTIIËM.    I\  .  ••-> 
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aient  situées  ;  prenons  le  contre  d'homologie  pour  origine ,  et 
deux  axes  conju-^wês  pour  les  deux  coniques  ;  et  soient  en- 
core une  troisième  conique ,  où  ces  mêmes  axes  sont  con- 
jugués, nous  aurons  : 

Ay  -\-Cx'-\'  \\r  +  Ejc  -{-  F  =  o , 
équation  de  la  conique  M; 

\y  +  C.r'  +  nDr  +  nEx -f  /i'F  =  0  , 
équation  de  la  conique  M'; 

Ay  +  C'x'  -\-  D>  -f-  E'jc  +  F  =  0. 

Soieni  jc\y  les  coordonnées  d'un  point  situé  dans  le  plan 
des  coniques  ,• 

Les  équations  des  polaires  de  ce  point  respectivt^ment  par 
rapport  aux  coniques  M, M', M"  sont  : 

y  [2Ay  +D]+  x[2Cjc'  -}-E]  =  —hy  —  Ex'— 2F        (1) 

y  (2Ay'  +  /iD)  +  JT [2Cjc' -f  nE  =—  n  [D>'-(-Ex'  +2/2F]  (2) 

y  [2AV-I-  D']  -t-  X  [2Cx'  +  E']  =  —  Dy'— EV— 2F'      (3) 

On  dédQit  des  équations  (1)  et  (2)  : 

Cr'  =  D/  +  Ex'  -f  2F)  +  FE  («+  1) 


X  ^=r- 


AEj'  -.  CD:c' 
ky  (Dr'  +  Ex'  -[-2F)-|-DF  {n+ 1 


AE^'  -  CDx' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  il  vient  : 

[D/-fE.r'+2F][Cy(2Ay-hD')— Ay[2C'x'+E'] 

H-F  (n+  1)  [2A'E'y  +D'E'  -  2C'D'x'  — DE']  + 

+  {\)'y  +  EV  +  21' ')  ( AE/  —  CD.r']  =  0  ; 

réunissant  les  termes  du  troisième  degré,  il  vient  : 

2  (A'C  -  AC').ry  (Dk'  -f  Ex'). 

Donc ,  si  l'on  a  A'C  =  AC,  le  lieu  géométrique  n'est  pins 
que  du  second  degré. 
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Corollaire.  Si  les  trois  coniques  sont  des  cercles  ;  alors 

A==A'  =  C=C'=1  ; 

et  le  lieu  géométrique  devient  •. 

y  [D'E  —  E'D]  +  x'  [D'E  —  E'D]  +  2r  [nFE'  +  F'E] 

2x[/zFD'  +  FD] 

-(/i  +  l)DE'F=0^ 
équation  d'un  cercle. 

Observation.  Dans  le  cas  général ,  les  coniques  étant  quel- 
conques, le  lieu  géométrique  est  une  ligne  du  troisième 
degré;  nous  la  donnerons  ailleurs.  (/^.  Durrande.  Annales 
de  Gergonne,  t.  XVI  ,  p.  112-117.)  Tm. 


PRINCIPALES   PROPRIETES 

d'un  système  de  lentilles. 

D'après  M.  Mobius,  professeur  à  Leipaig.  (Crelle,  t.\,p.  n3;  1830. 


I.  Lkmme.  Soit  la  iraction  continue  : 

"      6-1-1 

'^      d ,  etc. 

Faisant  [a,  b\=^ab  —  1  ;  [«,  6,  c]  =  [a,  b]c  ~  a 
[a,  b,  c,  d]  =  [a,  b,  c\  d  —  \a,  b'\  ; 

[«,  ^,  c,  d^  e]  =  [</.,  /;,  (\  d\  e  —  [a,  b,  c] , 

e<  ainsi  de  suite ,  on  a  : 

[b,c,d  ...k] 
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cl  r<m  a  les  identités  : 

[^,  i)yC  ....i][b,c^d ....  k]  —  [a,OfC  ....  k]l0^c^  d.,..i]=i  1  , 
[a,byC  ....  i,  k]  =  [k.^  i ....  b.,  a]. 

Ces  formules  sont  démontrées  dans  les  Eléments. 

II.  Lemmk.  Soit  a  la  distance  de  l'objet  au  centre  de  la  len- 
tille, cl  b  la  distance  de  l'image  au  même  point  ;  l'objet  et 
l'imafi^e  étant  dans  l'axe  ;  si^est  la  distance  focale  principale 

1       1        1 
de  la  lentille  ;  on  a  -  +7  =  — .  {P^oir  les  traités  d'optique.) 

a   '   b       f 

A.  Système  de  lentilles .,  l'objet  étant  dans  l'axe  du  système. 

Notations. 

III.  Soient  P,,  P,,  .  ..  Pn-i ,  P»  l<'s  centres  des  lentilles, 
tous  sur  une  même  droite  : 

A  l'objet  devant  la  première  lentille  P, ,  A,  l'image  entre 
P,  et  P3  ;  A,  l'image  entre  P,  et  P3 .  ..  ;  A^^  devant  le  dernier 
verre  W  ;  faisant  : 

AP.  =  ^,  ;   A.P,  =  ^,;  A,P3  =  «3;  ....  A^-i  P«  =  ûî^  ; 

P.A.  =  Z;.i    P,A,=  ^,....P„An  =  /^n. 

/i,,  fh  '  ••  ^n-i  étant  les  distances  respectives  des  lentilles 
P.,  P,i  P,,  P3       Pn-iPn,  on  aura  : 

b,-\-a^=  h,  -,   b^-\-  a^^  h^  ....  bn-t  -\-  an^  bn-i- 
Si  nous  désignons  par  g,,  g^ ,  g3....gn  les  valeurs  récipro- 
ques des  distances  focales  des  lentilles  ,  on  aura  (  Lemme  II)  : 

11  1,1  1,1 

<7,       y.  ^a      t;,  an       On 

Observation.  Les  signes  de, ^,,  g^,  ....  sont  déterminés  par 
la  forme  concave  ou  convexe  dos  lentilles. 

De  même  pour  b,,  b^ ....  etc.  ;  mais  h,,  h^  ....  sont  tou- 
jours à  prendre  avec  le  signe  + 
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Lieu  de  la  dernière  image. 
IV.  On  déduit  facilcmcnl  de  ces  deux  systèmes  d'équation  : 

et  enfin 

[gn,  hn-i,gn-i  ....  /^,^,,  «,] 
__[hn.i ,  gn-i  y  hn-2".'  K,  g;\a^—[hn-ugn-i  ....^.]_ 
[gn^àn-t  ""à,,g,]a  —  [gn,àn-i  ....h,]         "~ 
^[g^^  K',g."'K-x]a  —  [h,^yg.-...hn-i'] 
[gn^.'--gn]a-'[h,,g^..,.gn] 

Faisons  [^,,  A, ....  Ai.,]  =  H*  ;     [h,,g,  ....hi.,]  = -U, 

[g,,K....gi  ,]  =  M,-;       [h,yg,....gi.t]=^~JSi', 

on  aura  : 

,     Hn^.  -f-  Ln 

Celte  expression  a  été  donnée  sous  cette  forme  par  La- 
grange  (M.  de  Berlin,  1778  et  1803) 

u 

pour  a,  =  cc  ,  on  a  bn  =  r—^:, 

et  pour  bn=^  00  ,  ij,  =  —  — . 

Mn+i 

Calcul  rfe  H,  M,  L,  N. 

Première  méthode. 

Y.  Les  calculs  de  ces  quantités  ,  qui  ne  dépendent  que  de 
la  construction  de  la  lunette,  s'abrègent  au  moyen  de  ces 
relations  faciles  à  trouver  : 

H,^,  =  /^tlM^+,  —  H,, 

Mi+,  =r..iriHt  —M,, 
]N,>,  =giU  —  JNi. 


—  670  — 

Connaissant  les  résultats  pour /*  lentilles ,  on  en  déduit 
(oux  pour  n-\-  \  lentilles. 

Deuxième  méthode. 

=  {hi  ....  g,){gi  ....g,) ....  (g,,  h,, g;). (h,, g,). g,. 

Les  quantités  renfermées  entre  les  parenthèsis  (  )  repré- 
sentent les  valeurs  de  tractions  continues  ;  ainsi  : 
1  1 

Faisant  donc  : 

1  111 

h, =or.  ;    g^ =:P;    h^—-=zy;   g, =  o% 

ê'.  «  p  7 

on  aura  : 

H,  =  a^.;  U,=:y?o^gr.  et  M,==^.;  M,=  i^ag^ ...  etc. 

Et  faisant  de  même  : 

1,1  1 

g—J-  =  \>-;    /^— -=v;    .^3-        =7:.... 

on  aura  :  i 

—  N3=:p.^O    —  W^=7rvp^    ....;— !,==:/?.  ;    —  L,  =  v{J.^  ,• 

—  L^  =  (fnv\t.h. 

Cette  méthode  (st  de  M.  Gabrio  Piola  (Éphémérides  de 
Milan,  1822). 

B.  L'objet  n'étant  pas  dans  Vaxe  du  système. 
Notations. 

VI.  Soit  C  le  lieu  de  l'objet;  C,  le  lieu  de  la  première 
image  enlre  P,  et  P, ,  C,  le  lieu  de  l'image  enire  P,  et  P3 ....  ; 
et  Cn  le  lieu  de  la  dernière  image  devant  P^  :  et  on  sait,  par 
les  principes  de  diupirique,  que  C ,  P,  et  C,  sont  sur  une 
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même  droite,  ainsi  que  C, ,  P, ,  C, ,  etc. ,  de  sorte  que  tous  ces 
points  sont  dans  un  même  plan  passant  par  l'axe.  Prenons 
sur  Taxe  une  distance  PA  =  PC  ;  ou ,  ce  qui  dans  le  cas  ac- 
tuel revient  au  même,  abaissons  la  perpendiculaire  CA  sur 
l'axe  ;  de  même  les  perpendiculaires  C,A,  ;  C,A,  ;  CnAn  ; 
A,  A, ,  A,....  An  représentent  les  mêmes  points  que  ci-dessus, 
et  nous  conservons  les  mêmes  notations.  Faisons  de  plus  : 

on  a  évidemment  : 

c  ^       a^        c,  ^_       a^ 

d'où 

—  =  (—1) . 

Cn  b,  .  b^  .,..   On 

Or  bi  =     "^^'-^^^     , 


d'où 

lltii  — —  Ht   —  Ut   ^^^^    « 

^  Mt+i<-2i   -f-  J^i+l  . 

bi  ~"      Uia,  +  Nt-      ' 

d'où 

ai    ai-^  a,    _  Mj+iat  -f  Nj+i  _ 

car  M.  =  0  ;    N,  =  1  ; 

et  cn  =  ^.    ^~!j_!,      .      C.  Q.  F.  T. 

C.  Propriétés  analogues  d'une  lentille  et  d'un  système  de 

lentilles. 

Une  lentille. 

Yl.   Soit  A  robjol  placé  devant  la  lentille  P,  et  B  son 
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image  ,  F  le  foyer  principal  (ie  la  lentille  P  du  côte  de  l'objef 
A ,  et  G  le  foyer  principal  du  côté  de  Timage  ;  de  sorte  que 

Faisons  AP  =  a  ;  BP  =  ^  ;  on  aura  : 

a  o  j 

d'où  : 


fi  t"  '^     —     "     -    f    —    \      / 


f    X  A 

S 


a 


j  esi  égal  au  diamètre  de  1  objet  divisé  par  le  diamètre  de 

l'image.  Appelant  F  le  premier  foyer  principal  et  G  le  second 
foyer,  nous  avons  ce  théorème  : 

«  La  distance  focale  d'une  lentille  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  distance  de  l'objet  au  premier  foyer  et  la  dis- 
tance de  l'image  au  second  foyer.  Le  diamètre  de  l'objet  est  à 
celui  de  l'image  comme  les  racines  carrées  de  ces  distances. 
Les  foyers  principaux  sont  compris  entre  l'objet  et  l'image 
(lentille  bi-convexe),ou  l'inverse  a  lieu  (lentille  bi-concave). 

Un  système  de  lentilles. 

YIL   Reprenons  les  notations  du  paragraphe  III. 
Faisons  A,  =p -\-  u;  bn  =  q  -\-^-, p-,  q-,  o:,9j  sont  quatre 
indéterminées. 
On  a  trouvé  : 

iVWia.^n  —  H^û^i  +  Nw+i^n=  Ln   (IV). 

Remplaçant  a,  et  bn  par  leurs  valeurs ,  il  vient  : 

Mn+itt^  +  (Mn+i^  —  Hn)  «  +  (Mn+i/?  +  Nn+Ofi  = 
=  L„  —  Mn+xpq  +  ilnp  —  Nw+i  q. 
Faisoîis        ^\n^.x  ^  —  Hn  =  0  ;      Mn+iy?  -f  Nn+i  —  0  y 
l'équation  se  réduit  à   : 

Mn+iaP=Ln+  Hn/?  ; 
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et  éliminant  p 

D'après  les  propriétés  des  fractions  continues  (1)  ,   faisant 

1 

rr —  ==  /",  on  a  donc  ,  comme  pour  une  lentille ,  r/p  =f\ 

Déterminant  donc  sur  l'axe  deux  points  F  et  G ,  de  sorte 
qu'on  ait  : 

P.F=^=:  — - —    et    P^G=^=: 


1 


F  est  le  premier  foyer  principal  du  système,  et  G  le  second 
foyer  principal  [voirW).  On  a  encore  AF.  G\n=f\  et  on 
déduit  pour  ce  système  le  même  théorème  que  pour  une 
seule  lentille. 
Le  rapport  du  diamètre  de  l'objet  à  celui  de  l'image  = 


c 


Mn+itZj  -\-  Nw+,  =  M^+i(a  +p)  +   Mn+i 


=  M.,.«  =  f  =  f  =    \/l    =  y/ ^  ^    comme 
dessus. 

D.   Télescopes  dioptriques. 

VII.  On  appelle  de  ce  nom  un  système  de  lunettes  où  les 
rayons  incidents  sur  la  première  lentille ,  ainsi  que  les  rayons 
émergents,  sont  parallèles  ;  alors  /  =  0  ;  donc  gn=  0  ■  et 
Mn+i  =  0  ;  l'on  a  donc   : 

H»â^.  +  Ln       ,  .  / 

On  =^  _— 5  a  rt,  =:  C30  repond  6^„  =  oo  ,  ainsi  que  cela 

-   iNn  +  t 

doit  être. 

On  a  Nn+iCn  =  ( —  \fc  ;  donc,  quelle  que  soit  la  distance 
de  l'objet,  la  grandeur  de  l'image  ne  varie  pas. 

On  trouve  dans  les  traités  de  physique  les  conséquences 
dioptriques  de  ces  diverses  foruiules  ,  qui  semblent  plus  sim- 
ples que  celles  que  l'on  lit  au  tome  U  du  Traite  d  Astronomie 
physique,  édit.  de  1844. 


674 


ANJNOINCES. 


Cours  de  Géométrie  théorique  et  pratique,  par  Lenlhéric 
(Neveu),  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  du  génie 
(le  Montpellier;  iri-8°  de  275  pages,  IX  plan,  lithog.  ; 
Montpellier,  1844. 

Ce  cours  destiné  aux  commençants  et  aux  candidats  au  bac- 
calauréat ,  remplit  son  but.  Chaque  théorème  est  suivi  d'une 
pratique  qui  en  facilite  l'inlelligence  ,  et  en  fait  ressortir 
l'utililé  ;  la  méthode  est  celle  des  infiniment  petits  ;  dans  une 
note  suffisamment  étendue,  on  donne  une  idée  de  la  méthode 
des  limiles ,  et  de  celle  de  la  réduction  à  l'absurde.  11  serait  à 
désirer  qufî  les  principales  propriétés  des  coniques  fissent 
désormais  partie  de  la  géométrie  élémentaire  ^  ces  propriétés 
sont  indispensables  pour  apprendre  les  éléments  de  la  phy- 
sique, de  la  cosmographie,  de  l'astronomie ,  etc.;  connais- 
sances exigibles  des  bacheliers.  L'auteur  écrit  hypotHénuse, 
c'est  contraire  à  l'ét^mologie.  Un  dièdre  pour  un  angle 
dièdre  n'est  pas  non  plus  une  locution  usitée. 

1.  Eléments  de  Géométrie  ,  par  A.  M.  Legendre,  nouvelle 
édition  ,  avec  additions  et  modiflcations ,  par  M.  A.  Blan- 
chet,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  directeur  des 
Études  mathématiques  de  Sainte-Barbe,  in-8*^. 
1845  ;  à  la  librairie  de  F.  Didot  frères  ,  rue  Jacob,  1 . 

On  rendra  compte  de  cet  ouvrage  dans  le  prochain  nu- 
méro. 
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l'angle  des  droites  menées   des  foyers  à  leur  point  de  concours,  par 

M.  E.  Jubé 270 

Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
sur  une  tangente  quelconque  est  égal  au  carré  du  demi  petit  axe,  par 

M.  Chappon 29fc 

Courbe  enveloppe  de  la  corde  d'une  conique,  vue  d'un  point  de  son  plan, 

sous  un  angle  constant,  par  M.  Breton  (de  Champ) 3oo 

i"  Une  parabole  est  assujettie  à  rester  constamment  tangente  à  deux  droites 
rectangulaires  fixes,  son  foyer  glissant  constamment  sur  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  à  l'intersection  des  deux  axes,  on  demande  le  lieu 
de  son  sommet; 
2°  Une  droite  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  axes  rectangulaires,  on 
demande  le  lieu  des  intersections  successives  de  cette  droite  avec  elle- 
même; 
3°  Un  cercle  roule  intérieurement  sur  une  eireonférencc  de  rayon  quadruple 
du  sien ,  on  demande  le  lieu  décrit  par  un  de  ses  points; 

40  Prouver  que  ces  trois  lieux  sont  identiques,  par  M.  Rispa! 33t 

Lieu  des  intersections  successives  des  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de 
grandeur  et  de  position,  et  son  conjugué  donné  de  grandeur  seulement, 

par  M.  II.  Faure 337 

Sur  le  plan  d'une  ligne  du  second  ordre, on  donne  trois  points,  non  en  ligne 
droite;  on  consiruiL  les  polaires  de  chacun  de  ces  points  par  rapport  à  la 
courbe:  ces  polaires  formeront,  par  leurs  inlcrsecùons,  un  triangle;  on 
joint  chacun  des  sommets  du  triangle  au  pôle  du  cOïc  oppose;  les  trois 

droites  ainsi  menées  se  coupent  au  même  point  ;  par  M.  A.  Descos 352 

Note  de  M.  Terquem 354 

Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole, le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  quelconque 
connue  diamètre,  est  tangent  au  cercle  principal;  pour  la  parabole,  ce 
cercle  principal  devient  la  tangente  au  sommet ,  et  le  théorème  est  encore 

vrai;  par  M.  Caslel o:")4 

Note  de  M.  Tercjuem 359 

i»  Si  du  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  perpendiculaire  à  son  axe,  et 
que  l'on  prenne,  à  partir  du  foyer,  sur  cette  perpendiculaire,  deux  dis- 
lances égales,  le  trapèze  formé  en  abaissani  de  ces  points  des  perpen- 
diculaires sur  les  tangentes  est  constant; 
2»  Si  l'on  prend  sur  l'axe  d'une  parabole,  et  à  partir  du  foyer,  deux  dis- 
tances égales,  et  que  des  points  ainsi  obtenus  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  tangentes,  on  formera  un  trapèze  dont  la  surface  variera 
en  raison  inverse  de  la  tangente  trigonomelriquiî  de  l'angle  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  fait  avec  l'axe,  (jui  sera  par  CDJiséquent  minimum 
quand  on  considérera  la  tangente  au  sommet,  et  (|ui  n'aura  pas  de  maxi- 
mum ;  par  M.  F.  M.  Paignon 3t>3 

Soixante  théorèmes  sur  les  coniques  itiscrites  dans  un  quadrilatère,  et  au- 
tant sur  les  coniques  circonscrites  à  un  (jnadiilaièrc,  et  mnémonique  des 
SIX  fonctions  élémentaires  des  roefficicnls  de  l'équation  générale  du  se- 
cond degré  à  deux  vaiiablc^;  par  M.  Terquem .  38* 
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Suite  du  même  article 54i 

Suite  du  môme  article 480 

Rayons  de  courbure  dans  les  coniques  ;  par  M.  Sirehlke 39» 

Lieu  dps  foyers  des  ellipses  tangentes  à  quatre  droites  données  par  M.  Vau 
quelin 4oi 

Moyen  d'obtenir  l'équation  d'une  courbe  donnée  par  sa  tangente;  par 
M.  Turquan 4»o 

Étant  données  deux  sécantes  dans  le  plan  d'une  conique,  mener  par  leur 
point  de  rencontre  deux  autres  sécantes  simultanément  conjuguées,  har- 
moniques par  rapport  aux  premières  sécantes,  et  conjuguées  par  rap- 
porta la  conique,  propriétés  de  cette  construction;  par  M.  Terquem.  .  419 

Propriétés  des  lignes  aplanétiques,  lemniscates,  caustiques,  etc.;  par 
M.  Terquem 423 

Si  par  chaque  sommet  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  on  mène  une 
droite  respectivement  conjuguée  au  côté  opposé,  les  trois  droites  se  cou- 
pent au  même  point;  par  M.  Terquem 432 

Développement  d'une  spirale  conique  ;  par  M.  E.Jubé 454 

Si  des  différents  points  d'une  tangente  à  une  parabole  on  mène  une  tan- 
gente et  une  droite  au  foyer,  l'angle  de  ces  deux  droites  est  constamment 
égal  à  l'angle  de  la  tangente  primitive  et  du  rayon  vecteur  mené  à  son 
point  de  contact; 

Si  des  différents  points  d'une  corde  de  contact  de  deux  tangentes  à  une  pa- 
rabole, on  mène  deux  parallèles  aux  deux  tangentes,  il  en  résulte  un 
parallélogramme  dont  la  seconde  diagonale  est  toujours  tangente  à  la  pa- 
rabole ;  par  M.  Léon  Anne 464 

Un  triangle  étant  situé  dans  le  plan  d'une  conique ,  les  trois  droites  conju- 
guées aux  trois  côtés  passent  respectivement  par  les  sommets  opposés, 
et  se  rencontrent  en  un  même  point,  qu'on  appelle  point  de  rencontre. 

Un  quadrilatère  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  conique  ,  si  on  prolonge  suf- 
fisamment les  côtés  opposés  ,  on  obtient  quatre  triangles ,  chaque  triangle 
donne  un  point  de  rencontre,  et  les  quatre  points  de  rencontre  sont  en 
ligne  droite  ;  par  M.  Terquem 530 

Démonstration  d'un  théorème  sur  les  foyers  de  l'ellipse;  par  M.  P.  Serret.  .  648 
id.  le  foyer  de  la  parabole,  par      id.  .  .  .  652 

Lieu  géométrique  d'un  point  dont  les  trois  [lolaires  ,  par  rapport  à  trois 
coniques  dans  un  même  plan,  passent  parle  niéiuc  point;  par  M.  Terquem.  665 

17X1.   Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

Rayons  de  courbure  principaux  de  l'hélicoïde  gauche;  par  M.  F. -M.  Paignon.  413 
Conditions  analytiques  pour  que  trois  points  d'un  plan  soient  en  ligne  droite  : 

par  M.  Terquem 462 

Note  sur  l'angle  de  contingence  et  l'angle  de  torsion  ;  par  M.  Terquem.  .  .  266 

Angle  de  torsion  :  par  M.  Leinonnier 6i6 

Rectilication  de  la  courbe  (|ui  coupe  les  gcnéralrices  d'un  cône  quelconque 

sous  un  angle  constant;  par  M.  Turquan 63;' 

Théorème  sur  les  lignes  géoilesiques  ;  par  M    Gauss 660 

Théorèmes  sur  les  triangles  curvilignes  en  général  ;  par  M.  Jacobi 662 

VIII.    Statique  et  mécanique. 

Equations  d'équilibre  entre  des  forces  qiielcontiues  .ipplifuices  aux  diffé- 
rents points  d'un  corps  solide  libre  ■  par  M.  I.aiireni ^ 

Équilibre  des  trois  couteaux  ;  par  M.  Prudot 137 

Principe  d<*  mécani(iue;  par  M.  (lauss 47  7 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PKOPOSÉES. 

I.  Algèbre  élémentaire. 

(Queslion  9i,  t.  IV,  p.  55.)  A  est  l'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
une  circonférence,  R  l'aire  du  polygone  régulier  semblable.-  démontrer 
que  (B  —  A)  équivaut  à  l'aire  du  polygone  régulier  semblable,  inscrit  dans 
le  cercle  dont  le  rayon  est  le  demi-côté  de  R,  ou  bien  à  l'aire  du  polygone 
régulier  semblable  ,  circonscrit  au  cercle  dont  le  rayon  est  le  demi  côté 

de  A;   par  M.  J.  RIancbard 194 

Solution  du  problème  lO'i  (p.  370)  sur  le  quadrilatère  inscrit;  par  M.  Mention.  654 
Solution  du  problème  98  (p.  368)  sur  le  nombre  des  diagonales  d'un  po- 
lyèdre: par  M.  Henri  Binder.      65G 

II.  Algèbre  supérieure. 

(Question   32,  t    III,  p.  4o.)  Comment  se  fait-il  que  1/^7+^  +  V^i— a;-=i 

ne  peut  avoir  ni  racines  réelles  ni  racines  imaginaires;  par  M,  Gilain.      .  520 
Noie  de  M.  Terqucm 524 

III.   Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

(Question  91 ,  t.  IV,  p.  55)  Si  le  côté  AB  du  triangle  ABC  s'appuie  constam- 
ment sur  les  côtés  de  l'angle  MON,  et  si  le  plan  du  triangle  fait  constam- 
ment le  même  angle  avec  le  plan  MON,  le  point  C  décrit  dans  l'espace  une 
ellipse  dans  laquelle  la  somme  algébrique  des  demi-axes  est  égale  au  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  au  triangle  CAB;  par  M.  FI.  Faure 186 

iSolutiondu  mêmeprobUMne;  par  M,  Terquem I9t 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 
I.   Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Couper  un  triangle  par  une  droite,  de  manière  que  les  deux  parties  de  ce 
triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné,  et  qu'elles  aient' leurs 
centres  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  sécante.  On  résou- 
dra ce  problème  :  1°  lors({ue  les  deux  côtés  coupes  sont  égaux,  et  en  par- 
ticulier (juand  le  triangle  est  équilatéral;  2°  larsque  les  trois  côtés  du 
triangle  sont  inégaux. 

[Concours  général,  1833],  par  M.  Catalan  vprix  d'honneur  des  sciences)  .  •  .  2i4 

Etant  donné  un  cercle  et  un  point  dans  son  intérieur,  on  suppose  que  sur 
chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  on  décrive  une  ellipse  «jui  ait  ce  diamè- 
tre pour  grand  axe,  et  qui  passe  par  le  point  donné  :  on  demande,  i»  l'é- 
•  juation  générale  de  ces  ellipses,  2°  le  lieu  géométrique  de  leurs  foyers, 
3"  le  lieu  geouie(ri(|ue  des  cxlréinites  de  leurs  petits  axes. 

[Concours  général,  i845],  par  M.  Coullard-Descos  (prix  d'honneur  des 
sciences) 433 

Propriétés  de  coniques  ayant  des  coefficients  variables,  ou  étant  biconfo- 
cales;  par  M.  Terquem .")57 

Théorie  des  points  associés  dans  l'ellipse,  et  théorème  de  Fagnano,  par 
M.  0.  Lebesgue 573 

Lieu  des  milieux  des  cordes  égales  inscrites  dans  une  conique  ;  par  M.  Ter- 
quem  590 

Théorie  des  équations  polaires;  par  M.  Midy r.97 

II.   Géométrie  descriptive. 

Réduire  à  l'horizon  l'angle  de  deux  droites;  par  M.Eudes 360 

On  donne  la  projcciion  horizontale  d'une  droite  et  l'angle  que  cette  droite 
faii  avec  un  plan  flonnè  :  trouver  sa  projection  verticale;  parM.Beck.     .  .  565 
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III.   Statique   et   mécanique. 

Note  sur  les  unités  en  mécanique;  par  M.  Terqueui 552 

Enoncé  des  questions  proposées  au  concours  général  1845 3()9 

Enoncés  des  compositions  écrites  des  examens  de  Técole  polytechnique  de 
Paris,  Lyon  ,  Lafléche • 508 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 

A  l'agrégation  1842  (analyse);  par  M.  A.  Farcy 285 

A  l'agrégation  1843  (analyse)  ;  par  M.  Deladeréere 3i3 

A  l'agrégation   1844  (analyse);   par  M.  Deladeréere 23o 

A  l'agrégation  1844  (mécanique);  par  M.  Vignal 112 

A  l'agrégation  1844  (analyse);  par  M.  E.  Jubé 5io 

A  l'agrégation  1845  (analyse)  ;  par  M.  Deladeréere •  .  577 

Énoncés  des  questions,  argumentations  et  leçons  de  l'agrégation  1845.  46i  et  57  > 

PROBLÈMES  A  RÉSOUDRE  ET  THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 

Sur  le  triangle,  le  tétraèdre, Pellipse  et  l'ellipsoïde;  proposés  par  M.  E.  Bras- 
sine 139 

Sur  la  théorie  des  équations  et  les  coniques;  proposés  par  M.  Lebesgue.  .  .  .271 

Sur  les  réseaux  polygonaux  et  les  polyèdres  proposés  par  MM.  Cauchy  et 
Euler 367 

Sur  la  division  du  plan  par  des  droites,  et  de  l'espace  par  des  sphères;  sur 
les  polygones  sphériques;  proposés  par  M.  Sleiner 49i,  587 

Proposés  par  les  rédacteurs 55,  259,368,  370,  516  et  56o 

ANNONCES  ET  ANALYSES. 

Bulletin  polytechnique,  M.  A.  Blum 56 

Éclairage  au  gaz  ,  M.  Robert  d'Hurcourt 56 

Division  abrégée,  M.   Guy 208 
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ERRATA. 

TOMK  I.    (T'roisième  siippicnienC.^ 

Page  392,  ligne     3,  en  descendant,  SM'iM"M'",  Usez  .-  OIVrM"M"'. 
Page  f)02,  ligne  1 1 ,  en  descendant,  constants, //'e."  •  restants 

TOiMK    II.  (Second  supplément.} 


Page     28,  I 
Page  .207 


jne   lu,  en  remontant,   L  ,  liiez  .•  L. 

gne     7,  on  desceiulant,  A_^.,,  lisez  :  A   ^_,. 


Page  /p6,  ligne     (>,   en  descendant,  sin  4>.  lisez  :  sin'<^ 
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\*aç;e  ^jr,  liç;iie   lo,  on  descendant,  cos<|>',  lisez  •  sin<;;'. 

Pa2;e  4'i9,   lififi^e     3,  en  remontant  ,  B,  lisez  .•  y?. 

Page  533,   ligne   i-i,  en  remontant,  Amyot,  Usée  •  Amiot. 

Page  549.  ligne     3,  en  descendant,   il  nous  permettra  d'obtenir, 
lisez  :  nous  obtenons. 

Paçe  549,  ligne     5,  en  descendant,    le  plus  grand  possible,  l(sec  • 
(les  axes  quelconques. 

Page  549.  ligne   10,  en  descendant,  (x',  j',  z'),  lisez  ••  {x\y'). 

bc  hc 

Page  549»   ligne     8,  en  remontant,  —  lisez  :  — . 

Pa2:e  55o,  ligne     6,  en  descendant,  ces,  lisez  .-  les. 
Page  /)5o,  ligne  12,  en  remontant    \{,li>ez  .•   M 
Page  556,  ligne    dernière,    une   racine  réelle,   lisez   :    m    raciiies 
réelles. 

TOME  m.   {Supplément.) 

Page  188,  ligne  4'  ^"  descendant,  m,  /«ea  .•  ma  b'. 

Page   188,   ligne  6,  en  de>cendant ,  c,  lisez:  e. 

Page  096,  ligne  u.  en  descendant,   10,  lisez  :  TO. 

Page  610,   ligne  9,  en  descendant,  lien,  lisez  .-  lieu. 

TOME  IV. 

Page     76,  ligne  G,  en  remontant,  fournir,  lisez  :  former. 

Page     79,  ligne  5,  en  descendant,   J'é',  lisez  •  dans  JJ'. 
Page     79,  ligne     5,  en  descendant,  (/S),  lisez  :  (j') 
Page     79,   ligne     7,  en  descendant,  de  2,  lisez  .-  des. 

Page     7<),  ligne  6,  en  remontant,  am,  lisez  :  u. 

Page   184,  ligne  4'^"^^^^^^^*^^''"*'  '"  —  '^«  ajoutez  :  joints. 

Page   i85,  ligne  i5,  en   descendant,    algébriques,   lisez   :    symé- 
triques. 

Page  2f)5,  ligne     2,  en  descendant,  ifdu^.  Usez  :  'ifdu. 

Page  265,  ligne     8,  en  remontant,  m,  lisez  .•  — m. 

Page  26),  ligne  4'  ^^  remontant,  remplacez  l  équation  par  celle  ci  : 

u't^  {pu  4-  qt  — pqY  =c  (2u  —  q)  {2t — p)  {2pu  -\-  iqt  —  pq) 
Page  3oo,  ligne     3,  en  remontant ,  du,  lisez  ••  du. 

Page  3.")7,  ligne  8,  en  descendant,  F,  F,  lisez  :   F,  F' 

P.jge  368,   ligne  i3,  en  descendant,  -f  A,  lisez  .  — A. 

3y- — — 

Page  382,  ligne     6,    en  remontant,    o.^  y   A — k  B  ,  U'cz  : 

I> = 

Page  382,  ligne     7,     en    remontant,      a  ^  A  —  K   B,  lisez: 

^  v' a-Kb. 

Page  49f^<  ligne  7,  en  remontant,  2/ — />sin>.  ,  lisez  .-  (2/— />)sin7. 

Page  588,  ligne  4>  ^^^  descendant,  angles,  lisez  -.  triangles. 

Page  588,  ligne  9,  en  remontant,  faisceau,  lisez  .•  fuseau. 

Page  588,  ligne  3,  en  remontant,  ABC,  lisez  .-  A+  B+C. 

Page  589,  ligne  2,  en  descendant,  faisceau,  lisez  .-  fuseau. 

Page  589,  ligne  7,  en  remontant,  sommet,  lisez  .-  lieu  du  sommet. 

Page  593,  ligne  5,  en  descendant,  c,  lisez  .•  p. 
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